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В статье с использованием H∞-метода формирования контура
с ограничением на размещение полюсов передаточной функции
замкнутой системы в заданной области с привлечением аппара-
та линейных матричных неравенств решается задача синтеза
робастного регулятора для управления котельной установкой.
Требования к замкнутой системе формулируются как в виде ча-
стотных ограничений на сингулярные числа передаточной функ-
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мещение полюсов передаточной функции замкнутой системы в
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Введение

Энергетические системы включают в себя разнообразные ис-
точники производителей электрической энергии. Широкое рас-
пространение получили тепло-энергетические установки. Преоб-
разование энергии топлива при горении в топке котла в электри-
ческую энергию представляет собой сложный многоуровневый
процесс. На тепловой электрической станции первичная внут-
ренняя энергия топлива при сгорании его в топках котлов пре-
вращается в тепло продуктов сгорания. Это тепло нагревает воду
и превращает ее в пар, который подается на турбину. В турбине
тепловая энергия пара переходит в кинетическую энергию дви-
жущейся струи пара. Пар, проходя с большой скоростью между
лопатками турбины, заставляет ротор турбины вращаться. Меха-
ническая энергия вала турбины передается электрогенератору, в
котором она превращается в электрическую.

Котельная установка состоит из собственно котла, топочно-
го устройства, пароперегревателя, водяного экономайзера, воз-
духоподогревателя, каркаса, обмуровки, арматуры, котельно-
вспомогательного оборудования и трубопроводов. Котел барабан-
ного типа состоит из системы труб поверхностей нагрева, объ-
единенных между собой барабанами и камерами. Паровой ко-
тел предназначен для получения насыщенного пара. Топочные
устройства предназначенны для превращения внутренней энер-
гии топлива в тепловую энергию продуктов сгорания. В паропе-
регревателе происходит перегрев насыщенного пара до заданной
температуры за счет тепла продуктов сгорания. В водяном эко-
номайзере питательная вода нагревается за счет дополнительного
использования тепла дымовых газов и направляется в собственно
котел с температурой, близкой к температуре насыщения. Возду-
хоподогреватель предназначен для интенсификации и повышения
устойчивости процесса сгорания топлива, а также дальнейшего
использования тепла продуктов сгорания. В паровых котлах теп-
ло, выделяющееся при сжигании топлива, передается от продук-
тов сгорания воде и пару. Передача тепла осуществляется через
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поверхности нагрева, которые у современных котлов представля-
ют собой трубные пакеты (пучки), в которых дымовые газы про-
ходят между расположенными в несколько рядов трубами. В па-
ровых котлах барабанного типа с естественной циркуляцией вода
из барабана отпускается по необогреваемым (опускным) трубам в
нижние сборные коллекторы и затем вместе с образующимся па-
ром поднимается самотеком по обогреваемым (подъемным) тру-
бам опять в барабан. В барабане вода отделяется от пара и снова
направляется в водоотпускные трубы. Основными поверхностями
нагрева котлов с естественной циркуляцией являются: экономай-
зер, в котором питательная вода нагревается до поступления в
барабан, испарительные трубы и пароперегреватель. Перегретый
пар под давлением подается в коллектор.

Математическая модель физических процессов, происходя-
щих в котельной установке, является сложной многосвязной
нелинейной системой, поэтому задача ее автоматического управ-
ления до настоящего времени является актуальной. В данной
работе используется динамическая модель котельной установки,
идентифицированная на основе данных, полученных на тепловой
электростанции компании Syncrude Canada, Ltd. (SCL) в номи-
нальном режиме работы [30]. Котельная установка барабанного
типа с естественной циркуляцией обеспечивает на выходе давле-
ние перегретого пара 6.306 МПа и температуру 500 ◦С. Регулиро-
вание давления и температуры перегретого пара осуществляется
изменением расходов воздуха и топлива в топке, питательной во-
ды и пароохладителя.

К работе котельной установки в нормальном режиме работы
предъявляются следующие требования: давление пара в паровом
котле должно поддерживаться на постоянном уровне независимо
от количества потребляемого пара; количество воды в котле долж-
но поддерживаться на желаемом уровне для исключения перегре-
ва или затопления; температура пара должна поддерживаться на
желаемом уровне, чтобы предотвратить перегрев паранагревателя
и предотвратить попадание мокрого пара в турбину. Кроме того,
в результате неточности описания математической модели в нор-
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мальных условиях работы появляются колебания регулируемых
параметров, которые регулятору необходимо сглаживать.

Для решения задачи автоматического управления котель-
ными установкам применялись различные методы синтеза ре-
гуляторов, а именно: управление с помощью гауссовского
линейно-квадратичного (linear quadratic Gaussian-LQG) регулято-
ра [12], управление с помощью модифицированного линейно-
квадратичного гауссовского (LQG/loop transfer recovery-LTR) ре-
гулятора [18], H∞-управление по подходу смешанной чувстви-
тельности (mixed-sensitivity approach) [24], управление с учетом
внутренней модели (internal-model control-IMC) [25], управление
с помощью H∞-метода формирования контура (loop-shaping H∞
approach) [30].

Синтез законов управления котельной установкой с целью
улучшения робастной устойчивости и качества переходных про-
цессов составляет достаточно сложную и актуальную задачу. С
этой целью в данной работе исследуется возможность примене-
ния H∞-робастных регуляторов, полученных с помощью H∞-
метода формирования контура при ограничении на размещение
полюсов передаточной функии замкнутой системы в заданной
области.

С инженерной точки зрения под синтезом системы управле-
ния можно понимать построение системы управления, обеспечи-
вающей выполнение всех предъявляемых к ней технических тре-
бований. Проектируемая система управления должна обеспечи-
вать приемлемое качество переходных процессов, необходимую
точность и грубость (робастность) к неопределенности в модели
объекта управления.

Требования к проектируемой системе могут формулировать-
ся как во временной, так и в частотной областях [2]. Располо-
жение и вид корней характеристического полинома (полюсов пе-
редаточной функции замкнутой системы) определяют характер
переходного процесса. Поэтому требования к запасу устойчиво-
сти и быстродействию, не рассматривая кривые переходного про-
цесса, можно сформулировать, накладывая ограничения на корни
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характеристического полинома. Таким образом, задавая ограни-
чения на расположение и вид корней характеристического по-
линома, мы задаем ограничения во временной области на вид
переходного процесса и, очевидно, на максимальные значения
регулируемой величины, значения перерегулирования, времени
переходного процесса и др.

Требования к расположению полюсов передаточной функции
замкнутой системы в некоторой заданной области на комплексной
плоскости позволяет задавать ограничения на:

• быстродействие, которое может быть оценено по степени
устойчивости (абсолютной величине действительной части
ближайшего к мнимой оси корня);

• запас устойчивости, который может быть оценен по колеба-
тельности (максимальному отношению мнимой части корня
к его действительной части) или параметру затухания (ко-
эффициенту демпфирования);

• максимальную угловую частоту собственных колебаний си-
стемы (максимальную абсолютную величину мнимой части
корня).

Размещение полюсов передаточной функции замкнутой си-
стемы в области, изображенной на рис. 1, гарантирует:

• затухание колебаний переходных процессов не менее η ;

• коэффициент демпфирования (параметр затухания) не ме-
нее ζ = cosϕ (или колебательность не более µ = tgϕ) ;

• максимальную угловую частоту собственных колебаний си-
стемы не более ω0 = α tg ϕ.

В настоящее время в теории управления широко использу-
ется аппарат линейных матричных неравенств (ЛМН) [16], [10],
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Рис. 1. Заданная ЛМН-область

[11], [9], [17], [27], [1]. Он хорошо подходит для синтеза регу-
лятора в обратной связи, когда различные требования к замкну-
той системе можно задавать в виде ЛМН. Концепция расположе-
ния полюсов в выпуклой области, которая может быть описана
ЛМН, предложена в [10]. Класс областей, описываемый ЛМН,
представляет достаточно широкое множество областей для раз-
мещения полюсов, включая полуплоскости, круги, секторы, вер-
тикальные и горизонтальные полосы, а также любые пересечения
перечисленных областей.

В концепции из работы [10] процедура синтеза регулятора
сводится к минимизации какого-либо критерия оптимальности на
заданной ЛМН-области. Так в работах [10], [11] рассматривает-
ся задача синтеза H∞-оптимального регулятора с расположением
полюсов замкнутой системы в ограниченной выпуклой области
на комплексной плоскости, которая сводится к решению ЛМН.
В русскоязычной литературе данный метод более подробно опи-
сан в [4]. Вопросы чувствительности к возмущениям и шумам,
а также точностные характеристики при таком подходе считают-
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ся менее сложными и не рассматриваются, однако, они требуют
дополнительного решения.

Альтернативным подходом является синтез системы управ-
ления в частотной области. Одним из широко распространенных
современных методов синтеза в частотной области для много-
мерных систем является H∞-метод формирования контура, пред-
ложенный в работе [20]. Он основан на H∞-теории управле-
ния, в рамках которой проводится синтез робастных алгоритмов
управления, учитывающих неопределеность в описании модели
объекта управления и действующих внешних возмущений.

Под формированием контура при синтезе системы управле-
ния понимают метод, при котором непосредственно определя-
ют форму амплитудной частотной характеристики передаточной
функции разомкнутой или замкнутой системы. В работе [32]
при анализе и синтезе многомерных систем управления было
предложено применять сингулярные числа. Сингулярные чис-
ла комплекснозначной матрицы A определяются как квадратные
корни из собственных чисел произведения матриц A∗A, где A∗-
эрмитово сопряжения матрица. Зависимость сингулярных чисел
передаточной функции от частоты в многомерных системах явля-
ется обобщением амплитудной частотной характеристики в одно-
мерных системах. В системах с одним входом и одним выходом
эти понятия эквивалентны. Сингулярные числа характеризуют по
соответствующему выходу многомерной системы коэффициент
усиления на заданной частоте. Для заданной частоты минималь-
ный (максимальный) коэффициент усиления многомерной систе-
мы характеризуется минимальным (максимальным) сингулярным
числом. В многомерных системах требования к форме ампли-
тудных частотных характеристик передаточных функций замкну-
той системы можно сформулировать в терминах ограничений ти-
па неравенств на сингулярные числа многомерных передаточных
функций замкнутой [15], [32] или разомкнутой [14], [20] систем.

Основная идея H∞-метода формирования контура в много-
мерных системах состоит в том, что максимальные сингуляр-
ные числа матричных передаточных функций замкнутой системы
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могут быть непосредственно аппроксимированы в соответствую-
щих частотных диапазонах максимальными или минимальными
сингулярными числами матричной передаточной функцией разо-
мкнутой системы [14], [20].

Следовательно, требования к замкнутой системе в H∞-
методе формирования контура могут быть заданы в частотной об-
ласти в соответствующих частотных диапазонах в виде требова-
ний к максимальным и минимальным сингулярным числам мно-
гомерной передаточной функции разомкнутой системы [14], [20].
Основные требования к разомкнутой системе состоят в следую-
щем :

• высокий коэффициент усиления (ограничение снизу на ми-
нимальные сингулярные числа) на низких частотах, кото-
рый позволяет уменьшить ошибку слежения и влияние воз-
мущений на входе и выходе объекта управления;

• малый коэффициент усиления (ограничение сверху на мак-
симальные сингулярные числа) на высоких частотах для
подавления шума и повышение робастности к неопреде-
ленности в модели объекта управления;

• плавный переход в области частот среза контура с наклоном
близким к -20 дБ на декаду. В районе частоты среза коэф-
фициент усиления контура не должен убывать быстрее, чем
-20 дБ на декаду, для того, чтобы была желаемая робастная
устойчивость, запасы по амплитуде и фазе, перерегулиро-
ванию и затуханию [23], [28].

В работе [20] предложен оригинальный метод формирования
контура для многомерных систем. В нем впервые выдвинута идея
использования нормализованной левой взаимно простой факто-
ризации [29] модели объекта управления для обеспечения робаст-
ной устойчивости на основе решения задачи H∞-оптимизации
[13]. Центральным элементом в методе формирования контура,
предложенным в данной работе, является задача робастной ста-
билизации [19]. В русскоязычной литературе более подробное
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описание H∞-метода формирования контура приведено, напри-
мер, в [4], [3].

Задача робастной стабилизации состоит в нахождении макси-
мальной величины неопределенности (величины робастного запа-
са устойчивости), при которой один регулятор обеспечит устой-
чивость замкнутой системы для всего семейства возмущенных
объектов с ограниченными по H∞-норме возмущениями. В H∞-
методе формирования контура задача робастной стабилизации
решается не для исходного, а для нового обобщенного объек-
та, образованного с помощью формирующих функций (префиль-
тра и постфильтра). Обобщенный объект представляет собой по-
следовательное соединение многомерных передаточных функций
двух формирующих функций и исходного номинального объек-
та управления. Требуемые характеристики качества и робастно-
сти замкнутой системы обеспечиваются благодаря выбору соот-
ветствующих формирующих функций, а решение задачи робаст-
ной стабилизации гарантирует устойчивость замкнутой системы.
Важно отметить, что в данном методе не требуется информации о
фазовой характеристике номинального объекта. Кроме того, зна-
чение величины запаса робастной устойчивости является един-
ственным индикатором, характеризующим степень достижения
задаваемых требований к замкнутой системе.

Один из недостатков H∞-метода формирования контура со-
стоит в том, что в явном виде не представляется возможным за-
давать требование к качеству переходных процессов в виде огра-
ничения на коэффициент демпфирования (параметр затухания). В
частотной области апериодичность переходного процесса опреде-
ляется наклоном в -20 дБ на декаду графиков сингулярных чисел
(в логарифмическом масштабе) в области частот среза. Удовле-
творение ограничения на коэффициент демпфирования (близость
к наклону в -20 дБ на декаду) в H∞-методе формирования конту-
ра [20] может быть обеспечен только с помощью формирующих
функций, выбор которых представляет собой достаточно слож-
ную задачу (особенно в классе формирующих функций низкого
порядка).

9
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Как уже отмечалось, задача H∞-оптимизации была сведе-
на к решению системы ЛМН [16], выпуклая область на ком-
плексной плоскости также описывается системой ЛМН [10].
Использование единого аппарата ЛМН позволило модифициро-
вать H∞-метод формирования контура с учетом дополнительных
ограничений на расположение полюсов передаточной функции
замкнутой системы. Так в [7] для решения энергетической задачи
используется H∞-метод формирования контура с ограничением
на коэффициент демпфирования. В [4], [5] используются идео-
логии H∞-метода формирования контура и метода размещения
полюсов передаточной функции замкнутой системы в заданной
ЛМН-области для решения задачи подавления внешних возмуще-
ний. С помощью аппарата ЛМН решена задача H∞-управления
энергетической системой в аварийном режиме.

1. Краткий обзор задачи H∞-оптимизации с
ограничением на размещение полюсов

Основная идея метода, изложенного в работе [10], состоит в
минимизации функционала качества с ограничением на принад-
лежность некоторому множеству, т. е. в условной минимизации
функционала. Функционалом качества служит H∞-норма пере-
даточной функции замкнутой системы, а в качестве множества
выступает выпуклая область на комплексной плоскости, задаю-
щая ограничение на размещение полюсов передаточной функции
замкнутой системы.

Применение аппарата ЛМН позволило свести задачу синтеза
H∞-субоптимального регулятора с размещением полюсов пере-
даточной функции замкнутой системы в ограниченной выпуклой
области на комплексной плоскости к решению системы ЛМН (см.
п. 1.2 настоящей статьи).

1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ H∞-ОПТИМИЗАЦИИ С
ОГРАНИЧЕНИЕМ НА РАЗМЕЩЕНИЕ ПОЛЮСОВ
Рассмотрим структурную схема замкнутой системы управ-

ления, изображенную на рис. 2. Внешними входами замкнутой
10
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системы являются сигналы d1 на выходе объекта управления G
и d2 на его входе. Выходом z1 замкнутой системы является из-
меряемый выход объекта y, а выходом z2-управление u, фор-
мируемое регулятором K∞ в положительной обратной связи. G-
передаточная функция объекта управления от сигнала управления
u к выходу объекта y0.

d
2

u

z
2

G

d
1

z
1

K

yy
0

Рис. 2. Замкнутая система управления

В современной теории управления при постановке задачи
синтеза регулятора используется понятие стандартного объекта

управления P (s) =
[
P11(s) P12(s)
P21(s) P22(s)

]
(см.,например, [13]).

Замкнутой системе управления (см. рис. 2) соответствует
стандартный объект управления P (s) (см., например, [4],[5]) вида

(1)

[
z1(s)
z2(s)

]
=

[
y(s)
u(s)

]
=

[
Id1 G(s)
0 0

] [
d1(s)
d2(s)

]
+

[
G(s)
Id2

]
u(s),

y(s) =
[
Id1 G(s)

] [
d1(s)
d2(s)

]
+ G(s)u(s),

где Id1 и Id2 - единичные матрицы соответствующей размерности,
11
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s - переменная оператора Лапласа, а z(s), y(s), d(s) и u(s) -
преобразования Лапласа сигналов соответственно z, y, d и u.

Соответствующие блоки матрицы передаточной функции
стандартного объекта (1) имеют вид

P11(s) =
[
Id1 G
0 0

]
, P12(s) =

[
G
Id2

]
,

P21(s) =
[
Id1 G

]
, P22(s) = G.

Передаточная функция замкнутой системы с объектом управ-
ления G и регулятором K∞ в обратной связи от всех внешних вхо-
дов w = [dT

1 , dT
2 ]T к выходам замкнутой системы z = [yT , uT ]T

определяется формулой

(2) Twz(G, K∞) =
[

(I −GK∞)−1 (I −GK∞)−1G
K∞(I −GK∞)−1 K∞(I −GK∞)−1G

]
.

В терминах стандартного объекта передаточная функция Twz

замкнутой системы определяется нижним дробно-линейным пре-
образованием (см.,например, [33]) вида

Twz(G,K∞) = Twz(P,K∞) = P11 + P12(I − P22K∞)−1P21.

Описанию стандартного объекта в виде передаточных функ-
ций (1) в пространстве состояний (или (A,B,C,D)-представление)
соответствует система уравнений вида

ẋ = Ax + B1w + B2u

z = C1x + D11w + D12u(3)

y = C2x + D21w + D22u.

Представление в пространстве состояний (3) стандартного
объекта (1) определяется всевозможными связями в замкнутой
12
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системе и включает матрицы (A,B, C,D)-представления номи-
нального объекта G(s).

Связь между матричными передаточными функциями Pij(s)
стандартного объекта (1) и представлением в пространстве состо-
яний (3) стандартного объекта определяется уравнениями вида

Pij(s) = Ci(sI −A)−1Bj + Dij , i, j = 1, 2.

Опишем линейными матричными неравенствами ограничен-
ную выпуклую область на комплексной плоскости, в которой
необходимо разместить полюса передаточной функции замкну-
той системы. Согласно [10], любая выпуклая область комплекс-
ной плоскости, симметричная относительно действительной оси,
может быть аппроксимирована ЛМН-областью с любой заданной
точностью. Выпуклую область D (см., например, рис. 1) левой
комплексной полуплоскости C−, можно определить следующим
образом:
(4) D = {z ∈ C− : L + zM + z̄MT },
где L = LT и M -действительные матрицы, z-комплексная пере-
менная, а z-комплексно сопряженная. Область D, которая опи-
сывается линейным матричным неравенством, называется ЛМН-
областью. Значения матриц L и M определяют конкретный вид
выпуклой области на комплексной плоскости (см. [10] или, на-
пример, [4]) .

Сформулируем задачу синтеза регулятора с расположением
полюсов замкнутой системы в заданной области при минимально
возможном значении H∞-нормы передаточной функции замкну-
той системы.

Дан стандартный объект управления (1) в виде передаточных
функций, которому в пространстве состояний соответствует си-
стема уравнений (3). Для заданной ЛМН-области, описываемой
системой ЛМН вида (4) требуется найти динамический регулятор
полного порядка в форме наблюдателя

ẋc = Acxc + Bcy(5)

u = Ccxc + Dcy.

13
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обеспечивающий

• минимально возможное значение γ для H∞-нормы переда-
точной функции замкнутой системы (2)
(6)

∥∥Twz(P,K∞)
∥∥
∞ < γ;

• размещение полюсов передаточной функции замкнутой си-
стемы Twz в заданной выпуклой области D.

1.2. АЛГОРИТМ СИНТЕЗА ЗАКОНА УПРАВЛЕНИЯ
Решение H∞-субоптимальной задачи (6) для заданной γ при

ограничении на размещение полюсов передаточной функции за-
мкнутой системы в заданной ЛМН-области (4) (см., например,
рис. 1) сводится к решению системы ЛМН (7-9) [10].

Система ЛМН имеет следующий вид

(7)

[
R I
I S

]
> 0,

(8)

[
L⊗

[
R I
I S

]
+ M ⊗ Φ+ MT ⊗ ΦT

]
< 0,

(9)

[
Ψ11 ΨT

21

Ψ21 Ψ22

]
< 0,

где

Φ =
[
AR + B2Cc A + B2DcC2

Âc SA + B̂cC2

]
,

Ψ11 =

[
AR + RAT + B2Ĉc + Ĉc

T
BT

2 B1 + B2DcD21

(B1 + B2DcD21)T −γI

]
,

Ψ21 =
[
Âc + (A + B2DcC2)T SB1 + B̂cD21

C1R + D12Ĉc D11 + D12DcD21

]
,

14
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Ψ22 =

[
AT S + SA + B̂cC2 + CT

2 B̂c
T

(C1 + D12 + DcC2)T

C1 + D12DcC2 γI

]
,

где I -единичная матрица соответствующей размерности. Мат-
рицы A, B1, B2, C1, C2, D11, D12, D21 и D22 определяются из
(A,B, C, D)-представления стандартного объекта (3).

Символ ⊗ означает кронекерово произведение матриц. Для
произвольных матриц A и B элементы матрицы C = A⊗B имеют
вид cij = aijB.

Регулятор вида (5) определяется минимальным значением
γ = γmin, при котором существуют две симметричных матри-
цы R,S и матрицы Âc, B̂c, Ĉc, Dc. Если ЛМН (7-9) разрешимы, то
матрицы регулятора (5) Ac, Bc и Cc определяются из решения
системы линейных уравнений

(10)

Ĉc = CcM
T + DcC2R,

B̂c = NBc + SB2Dc,

Âc = NAcM
T + NBcC2R+

+SB2CcM
T + S(A + B2DcC2)R,

где M и N -любые квадратные матрицы, такие что MNT = I −
RS.

Минимизация по γ при ограничении в виде линейных мат-
ричных неравенств (7-9) проводится численно с помощью мето-
дов внутренней точки, описанных в работах [21], [22].

2. Динамическая модель котельной установки

Линейная динамическая модель энергетической котельной
установки в отклонениях в окрестности номинального режима
работы, полученная на основе процедуры идентификации, при-
ведена в работе [30]. В ней показано, что в окрестности номи-
нального режима работы котла линейная динамическая модель

15
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энергетической котельной установки достаточно хорошо аппрок-
симирует переходные процессы, происходящие в реальной систе-
ме. Матричную передаточную функцию между векторным вхо-
дом u модели котельной установки и ее выходом y0 обозначим
через G(s), то есть y0(s) = G(s)u(s). Координатами входного
вектора u являются отклонения от номинального режима: расхо-
да питательной воды (кг/с) - координата u1; расхода топлива(кг/с)
- координата u2, расхода впрыскиваемого пароохладителя (кг/с)
– координата u3. Координатами вектора выходных переменных
y0 являются отклонения от номинального режима -уровня воды в
барабане котла (м)- y01, давления перегретого пара (MPa)- y02 и
температуры перегретого пара - y03 (◦C).

Передаточная функция G(s) имеет вид

(11) G(s) =




G11(s) G12(s) G13(s)
G21(s) G22(s) G23(s)
G31(s) G32(s) G33(s)


 ,

где

G11(s) =
(−0.16s2 + 0.052s + 0.0014)× 10−3

s2 + 0.0168s
,

G12(s) =
(3.1s− 0.032)× 10−3

s2 + 0.0215s
, G13(s) = 0,

G21(s) =
−0.0395× 10−3

s + 0.018
, G22(s) =

2.51× 10−3

s + 0.0157
,

G23(s) =
(0.588s2 + 0.2015s + 0.0009)× 10−3

s2 + 0.0352s + 0.000142
,

G31(s) =
(−1.18s + 0.139)× 10−3

s2 + 0.01852s + 0.000091
,

G32(s) =
0.448s + 0.0011

s2 + 0.0127s + 0.000095
,

16



Управление техническими системами и технологическими процессами

G33(s) =
0.582s− 0.0243

s2 + 0.1076s + 0.00104
.

Линеаризация производилась при следующих значения вход-
ных и выходных переменных:

u0 =




u10

u20

u30


 =




40.68
2.102

0


 , y00 =




y010

y020

y030


 =




1.0
6.45
466.7


 .

Линейную динамическую модель G(s) будем называть объ-
ектом управления. Объекту управления (11) соответствует (с точ-
ностью до преобразования подобия) в пространстве состояний
система линейных дифференциальных уравнений вида

ẋg = Agxg + Bgu(12)

y0 = Cgxg + Dgu,

где xg- n-мерное внутреннее состояние объекта. Матрицы объек-
та Ag, Bg, Cg, Dg имеют соответствующие размерности.

3. Задача синтеза регулятора для управления
котельной установкой

В этом разделе формулируются требования к замкнутой си-
стеме управления котельной установкой, ставится оптимизаци-
онная задача и приводится процедура синтеза робастного регуля-
тора. Задача H∞-оптимизации формулируется в терминах пере-
даточной функции замкнутой системы, выраженной через стан-
дартный объект. В оптимизационной постановке задачи синтеза
требования к замкнутой системе формализуются в виде формы
ЛМН и формирующих функций.

3.1. ТРЕБОВАНИЯ К ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЕ
Сформулируем требования к проектируемой замкнутой си-

стеме. Для заданной модели объекта управления в виде много-
17
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мерной передаточной функции G(s) замкнутая система с регу-
лятор K(s) в виде динамической обратной связи (см. рис.3) по
измеряемому выходу y должна гарантировать устойчивость, и для
управляемого выхода y0 обеспечивать

• переходные процессы, близкие к апериодическим;

• время регулирования, не превышающее заданного значе-
ния;

• заданный уровень подавления шумов и возмущений;

• высокий запас устойчивости замкнутой системы;

• робастность к неопределенности в модели объекта управ-
ления.

3.2. ПОСТРОЕНИЕ СТАНДАРТНОГО ОБЪЕКТА

W
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2

d
2

u

z
2

G
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0

Рис. 3. Замкнутая система управления котельной установкой

Рассмотрим структурную схему замкнутой систему с объ-
ектом управления G(s) и регулятором K∞(s) в обратной связи,
представленную на рис. 3. На рисунке также изображены пре-
фильтр W1(s) и постфильтр W2(s), участвующие при синтезе
регулятора K(s).

Замкнутой системе управления соответствует стандартный
объект управления P (s) вида
18
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(13)
[
z1(s)
z2(s)

]
=

[
y(s)
u(s)

]
=

[
Iy W2GW1

0 0

] [
d1(s)
d2(s)

]
+

[
W2GW1

Iu

]
u(s),

y(s) =
[
Iy W2GW1

] [
d1(s)
d2(s)

]
+ W2GW1u(s),

где Iy и Iu - единичные матрицы соответствующей размерности.
Соответствующие блоки матрицы передаточной функции

стандартного объекта (13) имеют вид

P11(s) =
[
Iy W2GW1

0 0

]
, P12(s) =

[
W2GW1

Iu

]
,

P21(s) =
[
Iy W2GW1

]
, P22(s) = W2GW1.

Передаточная функция замкнутой системы с объектом управ-
ления G и регулятором K в обратной связи от всех внешних вхо-
дов w = [dT

1 , dT
2 ]T к выходам замкнутой системы z = [yT , uT ]T

определяется формулой

(14)

Twz(Gs,K∞) =
[

(I −GsK∞)−1 (I −GsK∞)−1Gs

K∞(I −GsK∞)−1 K∞(I −GsK∞)−1Gs,

]

где Gs = W2GW1 - обобщенный объект.
Описанию стандартного объекта в виде передаточных функ-

ций (13) в пространстве состояний соответствует (A,B, C, D)-
представление вида (3).

(A,B,C, D)-представление стандартного объекта включает в
себя матрицы не только (A,B, C,D)-представления номинально-
го объекта G в виде (12), но и формирующих функций W1 и W2.
Вектор внутреннего состояния x стандартного объекта (3) вклю-
чает в себя векторы состояния номинального объекта xg (см. 12)
и формирующих функций W1 и W2.
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3.3. ОПТИМИЗАЦИОННАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
СИНТЕЗА УПРАВЛЕНИЯ КОТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКОЙ

Для обеспечения заданных требований, указанных в пункте
3.1, сформулируем математическую постановку задачи синтеза
регулятора K(s) как задачу H∞-оптимизации.

Дан стандартный объект управления (13) в виде передаточ-
ных функций, которому в пространстве состояний соответствует
система уравнений вида (3).

Для заданных

• ЛМН-области D (см. рис. 1), описываемой системой ЛМН
(4)

• и формирующих функций W1 и W2

требуется синтезировать регулятор K(s) в виде динамической
обратной связи по измеряемому выходу y

u(s) = K(s)y(s),

обеспечивающий

• минимально возможное значение γ для H∞-нормы переда-
точной функции замкнутой системы Twz (14)

(15)
∥∥Twz(Gs,K∞)

∥∥
∞ = γmin;

• размещение полюсов передаточной функции замкнутой си-
стемы Twz в заданой ЛМН-области;

• частотные ограничения на максимальные σ̄(GK) и мини-
мальные σ(GK) сингулярные числа разомкнутой системы
.

Регулятор K(s) ищется в пространстве состояний в форме
наблюдателя в виде (5).
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3.4. ПРОЦЕДУРА СИНТЕЗА РЕГУЛЯТОРА
Процедура синтеза регулятора состоит из следующих шагов:

Шаг 1. Формирование заданных требований. Задаются

• ЛМН-область, в которой требуется разместить полюса
замкнутой системы,

• префильтр W1(s) и постфильтр W2(s) и формирует-
ся обобщенный объект Gs = W2GW1, который задает
желаемые сингулярные значения разомкнутой систе-
мы.

Шаг 2. Оценка совместимости требований. Решается задача
H∞-оптимизации (15) для обобщенного объекта Gs при
ограничении на расположение полюсов замкнутой системы
в заданной ЛМН-области на основе системы линейных
матричных неравенств (7-9).

• Если решения симметричных матриц R,S и матриц
Âc, B̂c, Ĉc, Dc системы ЛМН (7-9) не существуют, то
возвращаемся к шагу 1.

• Если решения R, S, Âc, B̂c, Ĉc, Dc существуют, то из
системы линейных уравнений (10) вычисляются мат-
рицы Ac, Bc, Cc регулятора K∞ и определяется вели-
чина максимального запаса робастной устойчивости
εmax = γ−1

min (см. [20] или, например, [4]).

Если величина максимального запаса робастной устой-
чивости 0.25 < εmax < 0.5 (см., например, [31]), то
переходим к шагу 3, иначе возвращаемся к шагу 1.

Шаг 3. Синтез регулятора при заданных ограничениях.
Искомый регулятор определяется в виде K = W1K∞W2.

Теоретическим базисом для H∞-формирования контура яв-
ляется то, что K∞ не модифицирует желаемую форму контура
существенным образом на низких и высоких частотах, если до-
стигнутая εmax является слишком маленькой [33].
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Существенную роль в процедуре синтеза играет выбор фор-
мирующих передаточных функций (префильтр W1 и постфильтр
W2). Выбор которых является достаточно сложной задачей, т.к.
обобщенный ("формирующий") объект Gs задает желаемое пове-
дение сингулярных чисел (требуемое разработчиком) разомкну-
той системы во всем диапазоне частот. Величина H∞-нормы
замкнутой системы равная γmin характеризует меру близости
(точность приближения) между сингулярными числами желае-
мой разомкнутой системы σ(W2GW1) и полученной в результате
синтеза K∞ регулятора σ(GsK∞) (см. [20]). В децибелах соот-
ношение между ними имеет вид

σ(GsK∞) = σ(W2GW1)± γopt (db).

На графиках (в логарифмическом масштабе) соответствующие
сингулярные числа синтезированной разомкнутой системы нахо-
дятся в некоторой полосе с шириной 20 log γmin относительно
соответствующих сингулярных чисел обобщенного объекта.

Таким образом H∞-метод формирования контура с ограни-
чением на расположение полюсов замкнутой системы в задан-
ной ЛМН-области позволяет синтезировать робастный регулятор
с учетом требований к замкнутой системе во всем диапазоне ча-
стот. Плавный переход вокруг частоты среза контура (средние ча-
стоты) с наклоном близким к -20 на декаду задается видом ЛМН-
область с малым значением колебательности. Это обеспечивает
переходные процессы близкие к апериодическим в соответствии
с заданной величиной колебательности, а время переходного про-
цесса определяется заданной степенью устойчивости. Высокий
коэффициент усиления на низких частотах и малый коэффициент
усиления на высоких частотах определяются выбором соответ-
ствующих префильтра W1 и постфильтра W2.

Необходимо отметить, что решения системы линейных мат-
ричных неравенств, а следовательно, и регулятор будет существо-
вать тогда и только тогда, когда при выбранных векторах управ-
ления и измерения расположение полюсов в заданной области
возможно с удовлетворением всех предъявляемых требований к
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замкнутой системе. Таким образом, совместимость требований
к замкнутой системе определяется существованием решений си-
стемы линейных матричных неравенств (7-9).

4. Результаты синтеза

В работе для данного объекта синтезируется два регулято-
ра. Первый является регулятором полного порядка и получен на
основе методики, описанной в пункте 3.4. Второй получен в ре-
зультате редукции синтезированного регулятора полного порядка
K∞ на основе метода сбалансированного отсечения [26]. В рус-
скоязычной литературе данный метод описан в [3].

4.1. ОБЕСПЕЧЕНИЕ ЗАДАННЫХ ТРЕБОВАНИЙ К
ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЕ

Рассмотрим синтез регулятора полного порядка. В методи-
ке, изложенной в пункте 3.4 у разработчика системы управления
в процессе итерационной процедуры синтеза имеется возмож-
ность варьировать форму ЛМН-области и формирующие функ-
ции: префильтр W1(s) и постфильтр W2(s). Форма ЛМН-области
задает требования к замкнутой системе, а с помощью формирую-
щих функций задаются требования к разомкнутой системе в виде
W2(s)G(s)W1(s).

Обычно в качестве предварительного этапа перед процеду-
рой синтеза регулятора производится масштабирование исходной
(номинальной) модели объекта (см.,например, [31]). Масштаби-
рование производится для того, чтобы сделать влияние различных
входных сигналов на выход величинами одного порядка. Коэффи-
циенты первой сроки и первого столбца модели котельной уста-
новки (11) имеют малые значения и почти не сравнимы с коэффи-
циентами других строк и столбцов. В данной работе проводится
процедура масштабирования, а именно: выходная переменная y01

увеличивается в 100 раз, y02-в 1000, а y01 остается без измене-
ний. Входная переменная u1 увеличивается в 10 раз , а u2 и u3

остаются без изменений. Тогда масштабирующие матрицы имеют
23



Управление большими системами. Выпуск XX

вид

S2 =




100 0 0
0 1000 0
0 0 1


 , S1 =




10 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Очевидно, что масштабирующие матрицы в дальнейшем
используются для построения исходного регулятора K =
S1W1K∞W2S2, т.к. выбор W1 и W2 производится для масшта-
бированной модели G = S2GnomS1. Уточним, что передаточная
функция Gnom(s) исходной номинальной модели котельной уста-
новки задается видом (11). Графики сингулярных чисел заданной
номинальной Gnom и масштабированной моделей G = S2GnomS1

приведены на рис.4. Значения минимальных и максимальных син-
гулярных чисел на всех частотах для масштабированной модели
отличаются примерно на 30 дБ, в то время как для исходной но-
минальной модели разница достигает примерно 80 дБ.

Формирование обобщенного объекта Gs(s) производится с
помощью префильтра W1(s) и постфильтра W2(s) для масшта-
бированной модели. Так как размерность управления u и выхо-
да объекта y0 равна 3, то размерность матричных передаточных
функций префильтра W1(s) и постфильтра W2(s) также равна 3.
Таким образом каждая из формирующих функций представляется
матричной передаточной функцией вида

Wi =




Wi11 Wi12 Wi13

Wi21 Wi22 Wi23

Wi31 Wi32 Wi33


 , i = 1, 2.

В статье формирующие передаточные функции W1 и W2 выби-
рается диагонального вида

W1(s) =




0.01
s 0 0
0 0.01

s 0
0 0.01

s


 , W2(s) =




0.1 0 0
0 0.1 0
0 0 0.1


 .
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Рис. 4. Сингулярные значения номинальной (пунктирная) и
масштабированной (сплошная) моделей котельной установки.

Отметим, что матричные передаточные функции префильтра и
постфильтра имеют достаточно простой вид. Это существенно
отличает H∞-метода формирования контура с ограничением рас-
положение полюсов от классического H∞-метода формирования
контура [20]. В качестве ЛМН-области для данного объекта
управления была выбрана область, которая образована пересече-
нием двух полуплоскостей и сектора на комплексной плоскости
(см.рис.1). Заданная степень устойчивости была выбрана равным
η =0.001. Ее определяет первая полуплоскость Re(λ) < −0.001.
Вторая полуплоскость Re(λ) > −0.5 ограничивает максималь-
ную угловую частоту собственных колебаний ω0 = 0.5∗tgϕ = 0.5
замкнутой системы. Сектор с углом ϕ = π

4 ограничивает коэффи-
циент демпфирования (параметр затухания ) величиной не менее
ζ = cosϕ = 0.707.

Решение задачи минимизации H∞-нормы передаточной
25
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функции замкнутой системы (14) производится численно в си-
стеме Matlab с использованием программы hinfmix из пакета ре-
шения линейных матричных неравенств LMI Control Toolbox [16].

4.2. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ СИНТЕЗА

Рассмотрим частотные свойства замкнутой системы с регу-
ляторами полного порядка и редуцированным. В результате про-
цедуры синтеза регулятора полного порядка величина γmin, рав-
ная H∞-норме передаточной функции замкнутой системы, имеет
значение 2.994. Следовательно, величина максимального запаса
робастной устойчивости равна εmax = γ−1

min = 1/2.994 = 0.334 >
0.25. Приведенные значения характеризуют вполне удовлетвори-
тельную оценку совместимости требований между качеством пе-
реходных процессов и робастной устойчивостью замкнутой си-
стемы, а также близость сингулярных чисел обобщенного объекта
и разомкнутой системы с синтезированным регулятором полно-
го порядка. Это подтверждается графиками сингулярных чисел
обобщенного объекта и разомкнутой системы с регулятором пол-
ного порядка, приведенных на рис.5.

Регулятор полного порядка K∞, полученный в результате
синтеза, имеет размерность (размерность матрицы состояния Ac),
равную 16. Он редуцируется с использованием метода сбаланси-
рованного отсечения до 6 порядка. Представление в пространстве
состояний редуцированного K∞red

имеет вид

Ac∞ =




−0.497 0.06149 0.06582 −0.1017 −0.02169 0.00743
−0.03947 −0.4914 −0.1662 −0.04458 −0.006375 0.02736
0.1124 0.1394 −0.01845 0.03171 −0.04763 0.01005
0.0974 −0.05913 −0.03252 −0.005772 0.002341 0.00156

0.007903 0.002503 −0.02011 0.0123 −0.6117 0.2645
0.005138 0.01093 −0.01137 0.002716 −0.2674 −0.003189




,
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Рис. 5. Сингулярные значения обобщенного объекта
(пунктирная) и разомкнутой системы с регулятором полного

порядка (сплошная).
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Bc∞ =




1.113 −0.079 −0.1998
−0.1984 0.2393 −1.068
−0.1854 0.07872 0.03884
−0.03229 0.01029 −0.1067
0.1222 1.055 0.2109

0.000668 0.05254 0.04308




,

Cc∞ =



−0.9899 0.542 0.1931 0.02912 0.1358 −0.01519
−0.1042 0.1352 −0.04795 0.02492 −1.071 0.05071
−0.5417 −0.9614 0.04996 −0.1052 −0.07987 0.04259


 ,

Dc∞ =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 .

Сингулярные числа разомкнутой системы c редуцированным
регулятором 6-го порядка и регулятором полного порядка приве-
дены на рис.6. Как видно из графиков, редукция регулятора пол-
ного порядка приводит к незначительному изменению свойств
разомкнутой системы в основном в области низких частот. Мак-
симальное отличие достигает примерно 10 дБ. В области высоких
частот графики практически совпадают. Это говорит о том, что
редукция K∞ регулятора не влияет на подавление высокочастот-
ных шумов и не ухудшает робастных свойств K∞ регулятора.

Для обеспечения качества функционирования замкнутой си-
стемы (подавление возмущений, уменьшение ошибки слежения)
необходимо обеспечивать малые значения максимальных сингу-
лярных чисел функции чувствительности S = (I−GK)−1), а для
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Рис. 6. Сингулярные числа разомкнутой системы c
редуцированным регулятором (пунктирная) и регулятором

полного порядка (сплошная).

29



Управление большими системами. Выпуск XX

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

Singular Values

Frequency (rad/sec)

S
in

gu
la

r 
V

al
ue

s 
(d

B
)

Рис. 7. Сингулярные значения функции чувствительности и
дополнительной чувствительности c редуцированным

регулятором и регулятором полного порядка.
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обеспечения робастности системы необходимо обеспечивать ма-
лые значения максимальных сингулярных чисел функции допол-
нительной чувствительности T = GK(I−GK)−1) (см.,например,
??). На рисунке 7 для замкнутой системы с регулятором полного
порядка сингулярные числа функции чувствительности σ(S(jω))
показана сплошной линией, а функции дополнительной чувстви-
тельности σ(T (jω)) показана штриховой линией. Для замкну-
той системы с редуцированным регулятором сингулярные числа
функции чувствительности S = (I −GKred)−1) показана штрих
пунктирной линией, а сингулярные числа функции дополнитель-
ной чувствительности T = GKred(I −GKred)−1)-пунктирной.

Согласно рис.7 максимальные сингулярные числа функции
чувствительности σ̄(S(jω)) с редуцированным регулятором и ре-
гулятором полного порядка имеет наклон примерно 20 дБ/дек на
низких частотах и остается меньше 0 дБ для частот меньших, чем
0.5×10−2 рад/с приблизительно. Для редуцированного регулято-
ра наблюдается незначительное ухудшение σ̄(S(jω)) (ухудшение
подавления возмущений) примерно на 3 дБ.

Максимум σ̄(S(jω)) составляет приблизительно 4 дБ и до-
стигает его в районе 0.3 × 10−2 рад/с. Малая величина пика
σ̄(S(jω)) характеризует удовлетворительное подавление возму-
щений на низких частотах и низкую колебательность или высо-
кий параметр затухания замкнутой системы.

Анализ сингулярных значений функции дополнительной
чувствительности σ(T (jω)) показывает похожие результаты. Гра-
фики максимальных сингулярных чисел функции дополнитель-
ной чувствительности σ̄(T (jω)) с редуцированным и регулятором
полного порядка практически совпадают. Величины максималь-
ных сингулярных чисел σ̄(T (jω)) на частотах больших примерно
0.5× 10−1 рад/с меньше 0 дБ. Это означает, что для частот выше
данной будет обеспечено подавление высокочастотных внешних
возмущений, в частности, шумов измерения. Отметим, что макси-
мум σ̄(T (jω)) также составляет примерно 4 дБ. Незначительная
величина пика σ̄(T (jω)) характеризует высокое демпфирование
замкнутой системы и робастность относительно мультипликатив-
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ной неопределенности в модели объекта.

Рассмотрим запасы устойчивости по фазе и амплитуде за-
мкнутой системы с синтезированными регулятором полного по-
рядка и редуцированным регулятором. Для анализа многомер-
ной системы использована программа LOOPMARGIN из па-
кета Robust Control Toolbox [6] системы Matlab. Программа
LOOPMARGIN позволяет определять запасы устойчивости по
амплитуде и фазе как для изолированных каналов, так и для всей
многосвязной системы по алгоритму, представленному в [8]. В
нашем случае многомерная передаточная функция разомкнутой
системы имеет три входа и три выхода. Приведем результаты
анализа для системы с регулятором полного порядка. Для изо-
лированных каналов запасы устойчивости по амплитуде и фазе
составляют по первому выходу 36 дБ по амплитуде и 53 град. по
фазе, по второму выходу 23 дБ по амплитуде и 56 град. по фазе,
по третьему выходу 12 дБ по амплитуде и 69 град. по фазе. Для
многосвязной системы гарантированные запас устойчивости по
амплитуде составляют 8.85 дБ, а по фазе-50 градусов.

Для системы с редуцированным регулятором запасы по пер-
вому выходу составляют 35 дБ по амплитуде и 52 град. по фазе,
по второму выходу 22 дБ по амплитуде и 57 град. по фазе, по
третьему выходу 11 дБ по амплитуде и 86 град. по фазе. Для мно-
госвязной системы гарантированные запас устойчивости по ам-
плитуде составляют 8.6 дБ, а по фазе-49 градусов. Таким образом,
редуцированный регулятор с точки зрения запасов по амплитуде
и фазе практически не отличается от регулятора полного порядка.

Рассмотрим корневые свойства замкнутой системы с регуля-
тором полного порядка, полученной в результате синтезе. Корни
характеристического полинома или собственные значения матри-
цы состояния A (A,B, C, D)-представления передаточной функ-
ции замкнутой системы Twz с данным регулятором имеют значе-
ния

λ1 = −4.61× 10−3,

λ2 = −4.64× 10−3,

λ3,4 = (−5.34± 3.84i)× 10−3,
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λ5,6 = (−6.41± 5.41i)× 10−3,

λ7,8 = (−8.98± 3.34i)× 10−3,

λ9 = −9.62× 10−3,

λ10,11 = (−7.99± 6.41i)× 10−3,

λ12,13 = (−10.04± 2.62i)× 10−3

λ14 = −1.17× 10−2,

λ15,16 = (−13.60± 9.34i)× 10−3,

λ17 = −1.73× 10−2,

λ18 = −1.74× 10−2,

λ19,20 = (−19.10± 3.99i)× 10−3

λ21 = −2.56× 10−2,

λ22 = −3.02× 10−2,

λ23 = −3.27× 10−2,

λ24 = −4.11× 10−2,

λ25,26 = (−3.83± 2.88i)× 10−2,

λ27 = −7.79× 10−2,

λ28 = −8.16× 10−2,

λ29 = −1.03× 10−1,

λ30,31 = (−48.00± 1.94i)× 10−2

λ32 = −4.83× 10−1.

Как видно из величин собственных значений полученная сте-
пень устойчивости составляет η = 0.00461 > 0.001, минималь-
ный параметр затухания равен ζ = 0.764 > 0.707 для λ5,6 =
(−6.41± 5.41i)×10−3, а частоты собственных колебаний не пре-
вышают ω0 = 2.88×10−2 < 0.5 для λ25,26 = (−3.83±2.88i)×10−2.

Таким образом частотный и корневой анализы позволяет сде-
лать вывод о том, что замкнутая система с редуцированным и ре-
гулятором полного порядка обеспечивают: переходные процессы,
близкие к апериодическим; заданное время переходного процес-
са; заданный уровень подавления шумов и внешних возмущений;
высокий запас устойчивости замкнутой системы; робастность к
неопределенности в модели объекта управления.
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5. Выводы

В работе исследуется возможность применения H∞-метода
формирования контура с ограничением на расположение полю-
сов замкнутой системы в заданной ЛМН-области на комплексной
плоскости для управления котельной установкой. Требования к
замкнутой системе задаются формой ЛМН-области и формирую-
щими передаточными функциями, а именно: префильтром и пост-
фильтром. Выбор матричных передаточных функций префильтра
и постфильтра существенно упрощается по сравнению с клас-
сическим H∞-методом формирования контура. Решение задачи
синтеза робастного регулятора производится с использованием
аппарата линейных матричных неравенств. Синтезированы регу-
ляторы полного порядка и редуцированный. Оба регулятора для
замкнутой системы гарантируют приемлемое качество переход-
ных процессов и грубость к неопределенности в модели котель-
ной установки.
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