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1. Введение 

Управление мультиагентными системами в условиях не-

определенностей и измерения только выхода объекта является 

актуальной задачей современной теории и практики автомати-

ческого регулирования. Децентрализованная схема управления 

позволяет использовать опыт решения проблемы управления 

независимыми объектами. Для построения таких схем управле-

ния эффективными являются способы адаптивного и робастного 

управления, где на сегодняшний день предложено достаточно 

много решений. Если относительная степень объекта больше 

единицы, то для реализации адаптивных и робастных систем 

управления необходимы оценки производных входа и выхода 

объекта, для получения которых, как правило, используются 

различные динамические наблюдатели. 

Для оценки вектора состояния модели объекта с известны-

ми параметрами при отсутствии внешнего возмущения широко 

используется наблюдатель Люенбергера [10]. В [9] предложен 

фильтр Калмана оценивающий вектор состояния динамической 

системы при использовании ряда неполных и зашумленных 

измерений. В условиях параметрической неопределенности 

модели объекта и наличия внешних возмущений в [4] был пред-

ложен робастный наблюдатель с большим коэффициентом 

усиления (high-gain observer). Другой вид наблюдателя с боль-

шим коэффициентом усиления позже был рассмотрен в [1]. В 

[11, 12] предложен робастный наблюдатель на скользящем 

режиме (sliding-mode observer). В [8] разработан нелинейный 

наблюдатель расширенного состояния (nonlinear extended state 

observer) основанный на обобщении наблюдателя с большим 

коэффициентом усиления и наблюдателя на скользящем режи-

ме. В [14] представлен обзор наблюдателей [4, 8, 10–12], приме-

ры расчета и реализации для динамической системы второго 

порядка, а также приведен сравнительный анализ для каждого 

наблюдателя при различных видах неопределенностей (пара-

метрическая неопределенность, внешние возмущения и шумы). 

Робастные наблюдатели [1, 4, 8, 10–12] нашли широкое 

применение при синтезе систем управления в условиях неопре-
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деленности. Например, в [13] строится закон управления с 

оценкой производных выхода объекта, которые реализуются с 

помощью динамического наблюдателя на скользящем режиме 

[11, 12], где порядок наблюдателя равен размерности вектора 

состояния модели объекта. В [3] для синтеза системы стабили-

зации нелинейных динамических объектов используется закон 

управления, зависящий от оценок производных выхода объекта, 

которые получены с помощью динамического наблюдателя с 

большим коэффициентом усиления [4] и порядком, равным 

размерности вектора состояния модели. В [1] синтезируется 

робастный закон управления по ошибке слежения, где для 

оценки производных сигнала ошибки слежения используется 

наблюдатель с динамическим порядком, равным γ ‒ 1, где γ – 

относительная степень объекта управления. В [2] синтезирована 

робастная система управления с компенсацией внутренних и 

внешних возмущений с использованием вспомогательного 

контура. Для оценки производных сигнала, несущего в себе 

информацию о возмущениях объекта, в [2] используется дина-

мический наблюдатель [4], порядок которого равен γ ‒ 1. 

В [7] предложен регулятор, где для оценки производных 

используется алгоритм с левыми разностями. В отличие от 

регуляторов, рассмотренных выше, алгоритм [7] обладает про-

стой структурой, прост в расчете и реализации системы управ-

ления и доставляет замкнутой системе требуемые показатели 

качества. Данные качества являются важными при построении 

системы управления большой группой объектов. Поэтому ста-

тья посвящена обобщению применения регулятора [7] на случай 

децентрализованного управления линейной мультиагентной 

системой. 

В статье рассматривается построение робастной системы 

децентрализованного управления по выходу линейными дина-

мическими мультиагентными системами в условиях параметри-

ческой и структурной неопределенности и действия внешних 

ограниченных возмущений. Для оценки производных в системе 

управления используются наблюдатели [7], основанные на 

левых разностях. Приведены результаты моделирования, иллю-

стрирующие работоспособность алгоритма. 
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2. Постановка задачи 

Пусть динамические процессы каждого агента Si системы S 

описываются уравнениями 

(1) 
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где yi(t)  R – регулируемая переменная; ui(t)  R – сигнал 

управления; fi(t)  R – внешнее неконтролируемое ограниченное 

возмущение; Qi(p), Ri(p), Yij(p) – линейные дифференциальные 

операторы с неизвестными коэффициентами, deg Qi(p) = ni, 

deg Ri(p) = mi, deg Yij(p) = nij, ni  mi, ni  nij, nj  nij; ki  0; yi0k – 

неизвестные начальные условия; p = d/dt – оператор дифферен-

цирования. 

При решении задачи на агенты (1) наложены следующие 

ограничения. 

Предположение 1. Неизвестные коэффициенты операторов 

Qi(p), Ri(p), Yij(p) и числа принадлежат известному ограничен-

ному множеству возможных значений . 

Предположение 2. Многочлены Ri() – гурвицевы, где  – 

комплексная переменная. 

Предположение 3. Доступны измерению сигналы yi(t) и 

ui(t), но не их производные. 

Требуется спроектировать непрерывную систему управле-

ния, обеспечивающую слежение выхода каждого агента yi(t) за 

эталонным сигналом ymi(t) так, чтобы было выполнено целевое 

условие 

(2)     ,Tttyty mii    при   

где ymi(t) – гладкая функция, ограниченная вместе со своими 

производными,   0, T  0 – время, начиная с которого должно 

быть выполнено целевое условие (2). 
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3. Управление структурно определенными 

объектами 

Сначала рассмотрим случай, когда порядки операторов 

Qi(p), Ri(p), Yij(p) известны. Принимая во внимание уравнения 

(1) и (2), сформируем ошибку слежения ei(t) = yi(t)  ymi(t) в виде 

(3) 
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Из постановки задачи производные yi(t) и ui(t) не доступны 

измерению (предположение 3), тогда зададим закон управления 

в форме 
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   были 

гурвицевыми, γi = ni  mi – относительная степень i-го агента, 
  te v
i  – оценка v-й производной сигнала ei(t). 

Подставим (4) в (3) и перепишем (3) в виде 

(5)           ,,,1,,
,1

NjitepYttepF
N

ij
j

jijiii  



 

где Fi(p) = Qi(p) + αikiRi(p)Di(p), 
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Поскольку известно множество  (предположение 1), то всегда 

существуют числа αi и полиномы Di() такие, что полиномы 

Fi() будут гурвицевыми. 
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Для реализации закона управления (4) воспользуемся вы-

ражениями 

(6) 
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Очевидно, что с помощью уравнений (6) можно оценить 

производные сигнала ei(t) с использованием левых разностей. 

Подставив (6) в (4), получим систему управления, представлен-

ную уравнением 
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  – биноминальные коэффициенты. 

Перепишем функции i(t) в виде суммы 

(8)        ,ttgpRkt iiiiii   
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Тогда уравнение (5) можно представить в виде 

(9) 
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где Ai, B1i, B2i, B3ij, Li,  = [1 0 … 0] – матрицы, полученные при 

переходе от (5) к (9). 

Учитывая структуру выражения gi(t), (8) и управляющее 

воздействие (7), перепишем первое уравнение системы (9) 
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(10) 
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где вектора i составлены из коэффициентов операторов Di(p). 

Введем следующие обозначения 
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где O – нулевая матрица соответствующей размерности. Тогда с 

учетом обозначений можно переписать систему (10) 
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Для формулировки главного результата введем еще следу-

ющие обозначения 
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где  i
Ni


 ,..,1
max ; 
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j
vjs FYAA

1 1

\ , P  0, P2  0, P3  0, 

Svj  0, Rvj  0, j  v = 1, …, γ – матрицы соответствующих раз-

мерностей; I– единичная матрица. 

Утверждение 1. Выполнены условия предположений 1-3. 

Задано число χ   0. Если существует константа   0 и матрицы 
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P  0, P2  0, P3  0, Svj  0, Rvj  0, j  v = 1, …, γ такие что мат-

рица   0, тогда система управления, представленная законом 

управления (7), обеспечивает выполнение целевого условия (2) 

с точностью 

(12) 
 

.
2 min P


  

и ограниченность всех сигналов в замкнутой системе. 

Доказательство утверждения приведено в Приложении. 

4. Управление структурно определенными 

объектами 

Теперь рассмотрим случай, когда порядки операторов Qi(p), 

Ri(p), Yij(p) неизвестны. Для решения задачи на систему (1) 

дополнительно к предположениям 1-3 наложим следующее 

ограничение. 

Предположение 4. Известны верхние оценки i  относи-

тельной степени i , т.е. ii  . 

Цель управления состоит в выполнении условия (2). 

Принимая во внимание уравнения (1) и (2), сформируем 

ошибку слежения ei(t) = yi(t)  ymi(t) в виде (3). 

Зададим закон управления в форме 

(13)      ,,,1,
0

Nitedtu
iγ

v

v
iviii  



 

где αi  0, коэффициенты iii i
ddd ,,, 10   выбираются так, чтобы 

полиномы     iiiii ddddD i

i

i

i 01
1

1 





   были 

гурвицевыми. Подставив (13) в (3), получим уравнение вида (5). 

Очевидно, что всегда существуют числа αi и полиномы Di() 

такие, что полиномы Fi() будут гурвицевыми. 

Для оценки производных сигнала ei(t) воспользуемся сле-

дующими уравнениями 
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(14) 
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Здесь   te i  – оценка i-й производной сигнала ei(t), 

021  i
kkk  . Уменьшение запаздывания в каждом 

последующем уравнении (14) необходимо для увеличения 

точности оценки каждой последующей производной. 

Введем множество   , ..., Ni, , ...,   ii 11  . Подставив 

(14) в (13), получим 
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В результате уравнение замкнутой системы будет пред-

ставлено выражением (9), где Ai, B1i, B2i, B3ij, Li,  = [1 0 … 0] – 

матрицы, полученные при переходе от (5) к (9). 

Утверждение 2. Выполнены условия предположений 1-4. 

Существуют коэффициенты αi  0, 021  i
kkk  , 

Ni ,,1   и число h  0 такие что, система управления, пред-

ставленная законом управления (13), обеспечивает выполнение 

целевого условия (2) и ограниченность всех сигналов в замкну-

той системе. 
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Доказательство утверждения 2 подобно доказательству 

утверждения 1, поэтому здесь не приводится. 

5. Примеры 

1) Пусть динамические процессы каждого агента Si системы 

S описываются уравнениями 

(16)
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tftyntuktyqpqpq

tftynturpktyqpqpqp




 

 Множество  определено следующими неравенствами 

(17)  q20 = 1, 33 1  iq , 33 2  jq , i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 

31 1  k , 51 11  r , 51 2  k , 121 12  n , 121 21  n . 

Предположим, что |f1(t)|10, |f2(t)|10 и порядки операторов 

в (16) известны. 

Пусть d2 = 10
-5

, d1 = 0,1, d0 = 10. Тогда управляющее воздей-

ствие (4) перепишется в виде 

(18)
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Пусть параметры в (16) заданы следующим образом 

(19) 311 q , 312 q , 313 q , 31 k , 311 r , 312 n , 

   ttf sin11  , 1)0(1 y , 1)0(1 y , 1)0(1 y ; 

321 q , 322 q , 32 k , 321 n ,    ttf 3sin321  , 

1)0(2 y , 1)0(2 y . 

Положим, что эталонные сигналы заданы в виде 

ym1(t) = ym2(t) = sin(0,7t). На рисунке 1 представлены результаты 

моделирования по ошибке ei(t) = yi(t)  ymi(t) при αi = 25 и 
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h = 0,05, i = 1,2. График для e1(t) изображен пунктирной кривой, 

график для e2(t) – непрерывной. 

 

Рис. 1. Результаты моделирования по ошибке при αi = 25 и 

h = 0,05, i = 1,2 

Из рисунка 1 видно, что заданная точность  = 0,01 дости-

гается первой системой за время t1 = 1,68 с, второй  за 

t1 = 1,05 с. 

На рисунке 2 представлены результаты моделирования по 

ошибке ei(t) = yi(t)  ymi(t) при αi = 25 и h = 0,01, i = 1,2.  
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Рис. 2. Результаты моделирования по ошибке при αi = 25 и 

h = 0,01, i = 1,2 

Из рисунка 2 видно, что заданная точность  = 0,01 дости-

гается первой системой за время t1 = 0,33 с, второй  за 

t2 = 0,91 с. Таким образом, уменьшение времени h позволяет 

увеличить точность системы управления. 

2) Пусть динамические процессы каждого фгента Si систе-

мы S описываются уравнениями (16), где q20 = 0 и q21 = 1. Пред-

положим теперь, что порядки операторов в (16) неизвестны. 

Пусть .221  Положим, что h = 0,01, k1 = 1, k2 = 0,1, 

d2 = 10
-5

, d1 = 0,1, d0 = 10. 

Тогда управляющее воздействие (4) перепишется в виде 

(20) 
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На рисунке 3 представлены результаты моделирования по 

ошибке ei(t) = yi(t)  ymi(t) при αi = 25 и h = 0,05, i = 1,2. 
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Рис. 3. Результаты моделирования по ошибке при αi = 25 и 

h = 0,05, i = 1,2 

Из рисунка 3 видно, что заданная точность  = 0,01 дости-

гается первой системой за время t1 = 1,68 с, второй  за 

t2 = 0,10 с. 

На рисунке 4 представлены результаты моделирования по 

ошибке ei(t) = yi(t)  ymi(t) при αi = 25 и h = 0,01, i = 1,2. 

 

Рис. 4. Результаты моделирования по ошибке при αi = 25 и 

h = 0,01, i = 1,2 
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Из рисунка 4 видно, что заданная точность  = 0,01 дости-

гается первой системой за время t1 = 0,33 с, второй  за 

t2 = 0,04 с. Таким образом, уменьшение времени h позволяет 

увеличить точность системы управления так же, как и в случае 

со структурно определенными объектами. 

6. Заключение 

Предложено решение задачи робастного управления ли-

нейными динамическими мультиагентными системами в усло-

виях параметрической и структурной неопределенности, а 

также внешних неконтролируемых ограниченных возмущений. 

В отличие от [1–4, 8–14] в данной статье для оценки производ-

ных использовался наблюдатель, приближенное дифференциро-

вание в котором осуществлялось с помощью левых разностей, 

что позволило сформировать систему управления, не содержа-

щую динамических составляющих. Полученный алгоритм 

компенсирует неопределенности и возмущения с заданной 

точностью, зависящей от выбора коэффициентов полинома D(p) 

и коэффициента α, а также величины параметра h, определяю-

щего точность оценки производных сигнала e(t). Так как пред-

лагаемый алгоритм управления использует звенья с запаздыва-

нием, то их практическая реализация может быть осуществлена, 

например, на базе ЭВМ с использованием специального про-

граммного обеспечения, например MatLab. 
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Приложение 

Доказательство утверждения 1. Для доказательства утвер-

ждения 1 воспользуемся вспомогательной леммой. 
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Лемма [7]. Рассмотрим динамическую систему, описывае-

мую дифференциальным уравнением 

(П.1)             ,,,,, 1  ntxtxtxgtftAxtx   

где x(t)  R
n
, A  R

nn
 – гурвицева матрица, x(t)  R

n
 – ограни-

ченная функция, τi  0 – время запаздывания, i = 1, …, n, 

g(x(t), x(t  τ1), …, x(t  τn), )  R
n
 – непрерывная функция по 

совокупности аргументов за исключением, может быть, случая, 

когда  = 0, причем g(x(t), x(t  τ1), …, x(t  τn), )  0 при   0 

и g(0, 0, …, 0, ) = 0. Дополнительно функция g() удовлетворят 

условию Липшица 

(П.2) 
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где L0(), L1(), …, Ln() – липшицевы константы, причем 

  0lim
0




iL , i = 1, …, n. 

Пусть  tx  – решение уравнения 

  
     tftxAtx 

, 

где    btx . Тогда существует 0  0 такое, что при   0 

решение x(t, ) исходной системы (П.1) удовлетворяет условию 

|x(t, )|  b. Причем имеет место равномерный относительно t 

предельный переход 

   txtx 


,lim
0

 

Воспользуемся леммой для анализа системы (9). Из поста-

новки задачи fi(t) – ограниченные функции, ymi(t) – гладкие 

ограниченные функции вместе со своими производными, следо-

вательно, функции φi(t) ограниченные, i = 1, …, N. Так как ei(t) – 

непрерывные функции, то согласно (6) 
    tpete ii 1 ,     tepte ii

22  , …, 
    tepte ii

ii 
  

при 0h , Ni ,,1 . 
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Значит, g(t)  0 при h  0. Поскольку матрица A гурвице-

ва, то для уравнения (9) будут выполнены условия леммы, а, 

значит, все переменные в системе (9) будут ограниченными. 

Покажем теперь, что существует такое h  0, при котором 

алгоритм (7) будет обеспечивать выполнение условия (2). 

Воспользуемся дескрипторным методом [5, 6]. Используя 

соотношение       ,



t

ht

dsstht   перепишем (2.9) в следу-

ющем виде 
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Выберем функционал Ляпунова-Красовского в виде 

(П.4) 
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Продифференцируем функционал (П.4) вдоль траектории 

системы (П.3) 
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Введем следующие обозначения 
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      ttcolt  ,1 , 
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Дифференцируя функционал (П.4), найдем 

.2
2

 TVVW   

Задано число χ  0. Существуют константа  0 и матрицы 

P  0, P2  0, P3  0, Svj  0, Rvj  0, j  v = 1, …, γ такие, что 

матрица   0, тогда W  0. Также задано число   0, где 

    tt
t

 T2 sup , эллипсоид 

(П.6) 













2
:

2
T PRK n  

является областью экспоненциального притяжения. 

Из выражения (П.6) верхняя граница ошибки 

(П.7) 
 

.
2 min P


  

Значение числа  в (2) может меняться в зависимости от па-

раметров объекта управления (1) и системы управления (7). 
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Abstract: The paper describes the robust control algorithm for 

linear multi-agent systems under parametric and structural uncer-
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tainties and external unmeasured disturbances. The proposed 

algorithm is based on left hand side differences for estimation of the 

derivatives. The resulting algorithm ensures required accuracy of 

difference between the plant output and the reference signal. The 

modeling results illustrate the effectiveness of the algorithm. 

 

Keywords: Robust control, time delay, LMI, Lyapunov-

Krasovskii functional, descriptor method. 
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