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В настоящей статье представлена постановка и методика решения акту-

альной задачи классификации вероятностно распределённых объектов в усло-

виях стохастической неопределенности об истинных значениях их характе-

ристик. Методика основана на проверке статистической гипотезы о при-

надлежности математического ожидания случайной величины заданному 

диапазону методом Неймана-Пирсона. Отличительной особенностью пред-

ставленной методики является уточненный порядок расчета критических 

точек, на базе которых формируется более эффективное решающее правило 

классификации объектов, а также возможность оценивания ожидаемых 

значений вероятностей ошибок, которые могут быть допущены в результа-

те проведения процедуры распознавания по отношению ко всем предъявлен-

ным объектам. 

Ключевые слова: классификация, ошибка первого и второго рода, рас-

познавание, статистическая гипотеза 

1. Введение 

Одними из приоритетных целей развития государства, обо-

значенных для правительства Президентом Российской Федера-

ции, являются ускорение технологического развития страны и 

обеспечение ускоренного внедрения цифровых технологий в 

экономике и социальной сфере [14].  

В настоящее время цифровые технологии находят свое 

применение практически во всех сферах человеческой деятель-

ности, на их основе создаются передовые технические разра-

ботки, сложные организационно-технические системы, обосно-

вываются рациональные способы их применения. Необходи-

мость ускоренного внедрения цифровых технологий в конечном 

итоге обуславливает актуальность постановки и решения при-
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кладных задач, имеющих базовое значение при выполнении 

научных исследований и поиске ответов на конкретные практи-

ческие вопросы. К числу таких можно отнести задачу, связан-

ную с процедурами классификации объектов в условиях, харак-

теризуемых различной степенью неопределенности.  

Важность этой задачи объясняется двумя причинами. Пер-

вая связана с тем, что процедура классификации является пер-

вичной формой анализа, систематизации знаний, фундамен-

тальным методом проведения научных исследований, в соответ-

ствии с которым вся область изучаемых объектов представляет-

ся в виде системы классов, или групп, по которым эти объекты 

распределены на основании их сходства в определенных свой-

ствах [13]. Вторая причина заключается в том, что неопреде-

ленность является объективным свойством внешней среды, свя-

занным с отсутствием или недостатком информации о ее состо-

янии [16]. И именно в этих условиях  человек чаще всего осу-

ществляет свою деятельность, а также вынужден принимать 

важные для себя решения. 

Неопределённость как свойство может быть стохастиче-

ской, поведенческой и природной [1]. Для каждого вида не-

определенности постановка задачи классификации будет иметь 

свои существенные особенности. В дальнейшем будем рассмат-

ривать постановку задачи в условиях стохастической неопреде-

ленности, в качестве которой будем понимать неопределен-

ность, связанную с результатами протекания случайных явле-

ний, действие которых может быть описано какими либо из-

вестными вероятностными распределениями. 

Степень проявления определенного свойства в объекте, ко-

торая выражается значением связанного с ним показателя (ха-

рактеристики), является одним из оснований для его дальней-

шей классификации. Если результат проявления свойства объ-

екта является случайной величиной (Х), то показателем, по ко-

торому может быть осуществлена классификация объекта в 

условиях стохастической неопределённости, может быть вы-

брано математическое ожидание этой случайной величины 

М [ X ], вычисление статистической оценки которого М
 *
[ X ] 
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возможно на основе выборочного метода исследования гене-

ральной совокупности предъявляемых объектов [3].  

Таким образом, классификацию объектов в условиях стоха-

стической неопределенности можно рассматривать в рамках 

постановки и решения задачи по проверке статистической гипо-

тезы о принадлежности математического ожидания случайной 

величины некоторому, наперед заданному количественному или 

качественному диапазону значений.  

Постановка и решение этой задачи может быть выполнена 

на базе известных статистических методов путем их несложной 

доработки. Например, на основе методов проверки простой ста-

тистической гипотезы о превосходстве (не превосходстве) ма-

тематического ожидания случайной величины некоторой задан-

ной постоянной. К числу таких методов, предполагающих ста-

тистическую обработку выборки фиксированного объема, отно-

сятся [8,9,15,17,18]: 

метод на основе использования критерия Байеса, позволя-

ющий минимизировать средний риск от принятого решения, 

при наличии априорной информации о распределении случай-

ной величины и о величине потерь для каждой возможной пары: 

«начальное условие – принимаемое решение»; 

метод на основе использования минимаксного критерия, 

гарантирующий получение среднего риска от принятого реше-

ния не выше некоторой величины, при отсутствии априорной 

информации о распределении случайной величины и при нали-

чии информации о величине потерь для каждой возможной па-

ры: «начальное условие – принимаемое решение»; 

метод на основе использования критерия Неймана-

Пирсона, обеспечивающий величину ошибок от принятого ре-

шения на заданном уровне, при наличии априорной информа-

ции о распределении случайной величины. 

Важными моментами в этой «доработке» является переход 

от простой гипотезы к сложной и необходимость учета вероят-

ностного распределения исходного множества классифицируе-

мых объектов для обоснованного расчета ожидаемых вероятно-

стей, характеризующих величину ошибок, которые могут быть 
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допущены при проведении процедуры классификации всего 

множества объектов. 

2. Постановка задачи классификации объектов в 

условиях стохастической неопределенности 

Рассматривается исходное множество U, состоящее из объ-

ектов u, которые могут быть охарактеризованы по одному един-

ственному параметру x. Примем, что множество U  является 

бесконечным. Вероятностное распределение объектов f ( u/x ) по 

значению параметра x задано, причем  

(1)   1
max

min


х

х

dxxuf , 

где xmin, xmax 
 – границы интервала возможных значений па-

раметра x  (рис. 1). 

Все множество объектов разделено на два подмножества U0 

и U1 по заданному критерию K: 

(2) 








,:

,:
:

max2211min1

210

xxxxxxUu

xxxUu
K

uu

u
 

где Δ1, Δ2 – параметры, характеризующие величину области 

неразличимости, в которой расположены объекты по отноше-

нию к которым безразлично куда их можно отнести, в подмно-

жество U0 или U1; 

хu – значение параметра x u-го объекта. 

Значение величины Δ, определяет строгость критерия (2) и 

не превышает длины интервалов, соответствующих подмноже-

ству U1: 0 ≤ Δ2 < ( xmax – x2 ) и 0 ≤ Δ1 < ( x1 – xmin ). 

Из множества U случайным образом выбирается один объ-

ект u и определяется значение его параметра x путем проведе-

ния серии измерений. Результат многократного измерения Xu 

есть статистическая оценка математического ожидания (выбо-

рочное среднее арифметическое) параметра x. Результат изме-

рения Xu 
является случайной величиной. По объективным при-

чинам, связанными, например, с возможностями измерителя и 

предельными характеристиками анализируемых объектов, ре-
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зультаты измерения Xu 
 параметра x могут принадлежать только 

интервалу  ххX u ; , причем: minхх  , maxхх  . В этой связи, 

принимается, что результат измерения Xu
 

описываются нор-

мальным усеченным законом распределения с математическим 

ожиданием хu и средним квадратическим отклонением (СКО) 

равным σ: Xu : = NУс (хu; σ). Величина СКО σ зависит от числа и 

точности проведенных измерений. 

 

 

 xuf

х

2


1


1
x

2
x

min
x

max
x

1
Uu

1
Uu0

Uu

х х

 
 

Рис. 1. Распределение объектов множества U по значению па-

раметра x (форма закона распределения представлена для при-

мера) 

 

По результату измерения Xu проверятся основная гипотеза 

Н0 о принадлежности u-го объекта U0-у подмножеству. Если ос-

новная гипотеза не подтверждается, то принимается альтерна-

тивная гипотеза Н1 о принадлежности u-го объекта U1-у под-

множеству. В силу стохастического характера результата изме-

рения Xu при проверке основной гипотезы могут быть допуще-

ны ошибки двух типов: 
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u/U0 → U1 – u-й объект, фактически принадлежащий под-

множеству U0, был классифицирован как объект принадлежа-

щий подмножеству U1 (ошибка первого рода:) [7]; 

u/U1 → U0 – u-й объект, фактически принадлежащий под-

множеству U1, был классифицирован как объект принадлежа-

щий подмножеству U0 (ошибка второго рода) [7]. 

Далее эта процедура проводится для остальных объектов 

множества U. 

Для рассмотренного комплекса условий необходимо соста-

вить математические формулы позволяющие: 

по результату измерения Xu проверить основную гипотезу 

Н0 о принадлежности u-го объекта U0-у подмножеству, при 

условии, что P(u/U0 → U1) ≤ α, где α – наперед заданное пре-

дельно допустимое значение ошибки первого рода (частная за-

дача 1, которую в дальнейшем будем называть задачей класси-

фикации объектов); 

определить ожидаемое значение ошибки второго рода 

M [ β ], которая будет достигнута при проверке всех объектов 

множества U, при условии, что для u-го объекта принадлежаще-

го U1-у подмножеству ошибка второго рода βu численно равна 

вероятности события P(u/U1 → U0) (частная задача 2); 

определить ожидаемое значение ошибки первого рода 

M [ α ], которая будет достигнута при проверке всех объектов 

множества U (частная задача 3). 

В кратком, формализованном виде поставленная задача 

может быть представлена кортежем: 

(3)
       

   



MMH

KxNXххXхххxufU uУсuu

,,

;,,;:,;,;,,

0

maxmin 

Разработанное решение взаимосвязанных между собой частных 

задач необходимо представить в виде методики, которую назо-

вем методикой классификации множества объектов в условиях 

стохастической неопределенности. 
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3. Содержание методики классификации объектов в 

условиях стохастической неопределенности 

Необходимость выполнения требования по недопущению 

превышения допустимого значения вероятности ошибки перво-

го рода при классификации отдельного объекта определяет ме-

тод решения частной задачи 1. Данный метод основан на ис-

пользовании критерия Неймана-Пирсона [9], который позволяет 

провести проверку статистической гипотезы с учетом заданного 

значения ошибки первого, а в некоторых случаях и заданного 

значения ошибки второго рода (которые могут быть обоснованы 

на основе информации о возможных потерях от принятия не-

верных решений, и прибыли от принятия верных решений). 

В соответствии с данным методом сложная гипотеза H0 для 

u-го объекта принимается при выполнении неравенства 

(4) 
кр
2

кр
10 : хXхН u  , 

если это неравенство не выполняется, то принимается альтерна-

тивная гипотеза H1, т.е: 

(5) max
кр
2

кр
1min1 : хXххXхН uu  . 

В неравенствах (4) и (5) величины кр
1х  и кр

2х  есть критиче-

ские значения параметра x, которые с учетом стохастической 

неопределенности результата его измерения, разделяют все 

множество возможных значений параметра на две непересека-

ющиеся области, принадлежащих объектам подмножеств U0 и 

U1. 

Критические значения кр
1х  и кр

2х  параметра x определяются 

с помощью квантилей нормального усеченного закона распре-

деления результата его измерения, вычисленных на границах 

интервала [ x1; x2 ] (рис. 2): 

(6) 
   ;; 11

1
Ус

кр
1 xFх  , 

   ;;1 22
1

Ус
кр
2 xFх  

, 

где 
   ;; 11

1
Ус xF 

 и 
   ;;1 22

1
Ус xF   – квантили нормаль-

ного усеченного закона распределения с математическим ожи-

данием равным x1 и x2 и СКО равным σ, определенные, соответ-

ственно, для вероятностей α1 и (1 – α2); 
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х

2
1



1
x 2

x

 
1

xf  
2

xf

кр

1
х

кр

2
х

 
2

xuf

 
1

xuf

1


2


 xuf

 ;;
2

xхf ;;
1

xхf

 
Рис. 2. К определению критических значений кр

1х  и кр
2х  

параметра х (на рисунке  ;; 1xxf  и  ;; 2xxf
1
 – плотности 

нормального закона распределения результата измерения 

значений х1 и х2 с СКО равным σ) 

 

 α1 = k1α и α2 = k2α – слагаемые вероятности ошибки пер-

вого рода, α1 + α2=α; 

k1, k2 – коэффициенты, учитывающие неравномерность 

распределения объектов множества U по значению параметра x 

(0 ≤ k1, k2 ≤ 1, k1 + k2=1). 

                                           
1
 - далее по тексту записи вида f (x; mx; σ) и F(x; mx; σ) будут соответственно 

обозначать плотность и функцию нормального закона распределения с ма-

тематическим ожиданием и СКО равным mx и σ, определенные для аргумен-

та x. 
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Определение квантилей нормального усеченного закона 

может быть установлено через соответствующие квантили нор-

мального закона [4,10]: 

(7) 
      ;;;; 1

0
1

1
11

1
Ус xFxF   , 

(8) 
      ;;1;;1 2

0
2

1
22

1
Ус xFxF   ,  

(9)  


 ;; 1

1

10
1 xxF

с
 , 

(10)  


 ;; 2

2

20
2 xxF

с
 ,  

где c1, c2 – нормирующие коэффициенты, устанавливающие 

связь между усеченным и не усеченным нормальным законом 

распределения. 

Нормирующие коэффициенты определяются по формулам 

[4]: 

(11) 
    ;;;;

1

11

1
xxFxхF

с


 , 

(12) 
    ;;;;

1

22

2
xxFxхF

с


 . 

Следует отметить, что при выполнении условий 

3max  хх  и 3min  xх , можно считать, что 1
0
1   , 

2
0
2   . 

Заканчивается решение задачи классификации объектов 

определением коэффициентов k1 и k2. Очевидно, что критиче-

ская область должна быть больше с той стороны, относительно 

х1 и х2, с которой вероятность появления анализируемых объек-

тов выше. В этой связи в качестве исходного положения уста-

новлено, что значения коэффициентов k1 и k2 пропорциональны 

распределению объектов множества U на δ-й части интервалов 

[ xmin; x1 [ и ] x2; xmax ], в пределах которой возможно допущение 

ошибки, связанной с классификацией объектов. В связи с этим 

положением: 
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(13) 

 

   












22

2

1

11

1

11

1 





x

x

x

x

x

x

dxxufdxxuf

dxxuf

k , 

(14) 

 

   












22

2

1

11

22

2

2 





x

x

x

x

x

x

dxxufdxxuf

dxxuf

k . 

При обосновании значений величин δ1 и δ2 было принято, 

что допущение ошибки связанной с классификацией объектов в 

принципе возможно только для тех объектов, значения парамет-

ра х у которых принадлежат диапазонам [ x1 – 3σ; x1 ] и 

[ x2 ; x2 + 3σ ]
1
. С учетом данного допущения и располагаемого 

расстояния между границами интервалов [ xmin ; x1[ и ] x2; xmax ], 

величины δ1 и δ2 должны принимать следующие значения (см. 

таблицу). 

условие 1  2  

3min1  хх , 32max  хх  
min1 хх   

2max хх   

3min1  хх , 32max  хх  
3  

3min1  хх , 32max  хх  
3  

3min1  хх , 32max  хх  2max хх   

Ввод указанных коэффициентов позволяет избежать оши-

бок, которые возникнут, если расположение критических точек 

будет осуществляться так как это принято для двусторонней 

критической области, построенной для x1 = x2. В этом случае 

принято, что левая и правая критические точки определяются 

для значения вероятности равной α/2 [6]. Такой подход будет 

безошибочным для случая 21 xx  , если распределение объектов 

на диапазоне [ xmin ; xmax ] будет равномерным, в остальных слу-

                                           
1 - в некоторых случаях указанный диапазон может быть основан на величине 

более чем 3σ. 
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чаях он может быть причиной ошибки, тем более существенной, 

чем более разница в распределении объектов на указанном диа-

пазоне.  

Первоначально, для расчета коэффициентов k1 и k2 предпо-

лагалось использовать выражения: 

(15) 
 

   21

1
1

xufxuf

xuf
k


 , 

 
   21

2
2

xufxuf

xuf
k


 , 

но их дальнейшее практическое применение показало, что они 

не обеспечивают ожидаемого эффекта для решения задачи 

классификации объектов, так как учитывают пропорцию рас-

пределения объектов только в окрестностях точек х1 и х2, а этого 

оказалось недостаточно. Поэтому, впоследствии были составле-

ны выражения, которые учитывали характер распределения 

анализируемых объектов на всей длине интервалов [ xmin ; x1 [ и 

] x2; xmax ]: 

(16) 

 

 






2

1

1

min

1

1 x

x

x

x

dxxuf

dxxuf

k , 

 

 






2

1

max

2

1

2 x

x

x

x

dxxuf

dxxuf

k . 

Эффект от использования выражений (16) вырос, но не до-

стиг ожидаемого уровня. Анализ показал, что учет характера 

распределения на всей длине интервалов [ xmin ; x1[ и ] x2 ; xmax ] 

является избыточным и приводит при некоторых начальных 

условиях к результату решения задачи хуже ожидаемого, так 

как для определения данных коэффициентов необходимо знать 

характер распределения только тех объектов в указанных ин-

тервалах, для которых совершение ошибки является в принципе 

возможным. Поэтому для расчета коэффициентов k1 и k2 на 

практике предлагается использовать выражения (13, 14), но в 

некоторых условиях для этого могут быть успешно использова-

ны выражения (15) и (16). 

Для решения частной задачи 2 необходимо учесть, что ос-

нованием ошибки второго рода является неверная классифика-

ция объектов, фактически принадлежащих подмножеству U1 и 

распределенных по закону f ( u/x ), у которых значение парамет-



 

Управление большими системами. Выпуск 70 

12 

ра x может находиться в любой точке диапазонов [ xmin ; x1-Δ1 ] 

или [ x2+Δ2 ; xmax ]. На рис.3 изображены плотности распределе-

ния результатов измерения для случая, когда истинное значение 

параметра u-го объекта принадлежащего подмножеству U1, рас-

положено в окрестностях точек ( x1 - Δ1 ) или ( x2 + Δ2 ), для кото-

рых значение ошибки второго рода достигает максимального 

значения (заштрихованная область на графиках). С приближе-

нием истинного значения параметра x к границам его возмож-

ных значений – точкам  xmin и xmax, значение вероятности ошибки 

второго будет становиться меньше. 

 

 

х


2
x

 
2

xf

кр

2
х

 ;;
2

xхf

 ;;
2

xхf

 
2

xf


1

x

 
1

xf

кр

1
х

 ;;
1

xхf

 ;;
1

xхf

 
1

xf

 
Рис. 3. Расположение области ошибки второго рода на 

графиках плотности распределения результатов измерения 

(область выделена штрихованием) 

 

В этой связи возникает необходимость составления выра-

жения, которое позволит определить значение ошибки второго 

рода безотносительно от того в каком конкретно месте диапазо-

нов [ xmin ; x1 - Δ1] и [ x2+Δ2 ; xmax ] находится истинное значение 

параметра x исследуемого u-го объекта, т.е. позволит опреде-

лить ожидаемое значение ошибки второго рода M [ β ]. Основой 
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такого выражения является формула математического ожидания 

непрерывной случайной величины [7], которая с учетом приня-

того комплекса условий представляется в следующем виде: 

(17)      
max

min

x

x

dxxufxM  ,     

где f ( u/x ) dx – элемент вероятности того, что истинное зна-

чение оцениваемого параметра u-го объекта находится в 

окрестностях точки x; 

β ( x ) – вероятность ошибки второго рода, определенная 

для условий расположения истинного значения оцениваемого 

параметра в окрестностях точки x: 

(18)  

 

 















,,;;

,,0

,,;;1

2
кр
2Ус

21

1
кр
1Ус

xxxxxF

xxx

xxxxxF

x







 

где    кр
1

кр
1Ус ;; xХРxxF  ,    кр

2
кр
2Ус ;; xХРxxF   – 

функция распределения усеченного нормального закона распре-

деления. 

Необходимость применения функции распределения усе-

ченного нормального закона обусловлена тем, что как было 

оговорено при постановке задачи, результаты измерения X=Xu 

ограничены слева и справа значениями х  и х . 

Для расчета функции распределения усеченного нормаль-

ного закона воспользуемся выражением (на примере 

 ;;кр
1Ус xxF ) [4]: 

(19)       xFxFcxF  кр

1

кр

1Ус
, 

где    ;;кр
1

кр
1 xxFxF  ,    ;; xxFxF   – функция нор-

мального закона распределения; 

 
    ;;;;

1

xxFxхF
с


  – нормирующий коэффици-

ент, позволяющий перевести закон распределения нормального 

закона к усеченному виду. 
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При составлении выражения (19) учтено, что критические 

точки всегда будут располагаться в пределах границ интервала 

 хх; . Если бы это условие не соблюдалось, то для аналогич-

ных расчетов, необходимо было бы воспользоваться выражени-

ем: 

(20)       

















.,1

,,

,,0

кр
1

кр
1

кр
1

кр
1

кр
1Ус

xx

xxxxFxFc

xx

xF  

Аналогично 2-й задаче решается и 3-я частная задача. При 

составлении математического выражения, необходимого для 

определения ожидаемого значения M [ α ], также необходимо 

учесть, что причиной ошибки первого рода является неверная 

классификация объектов, фактически принадлежащих подмно-

жеству U0 и распределенных по закону f ( u/x ), у которых значе-

ние параметра x может находиться в любой точке диапазона 

[ x1; x2 ]. Как и во второй частной задаче, основой такого выра-

жения является формула для определения математического 

ожидания непрерывной случайной величины: 

(21)          
2

1

21

x

x

dxxufxxM  , 

где α1 ( x ) и α2 ( x ) – слагаемые вероятности ошибки первого 

рода, определенные для условий расположения истинного зна-

чения оцениваемого параметра u-го объекта в окрестностях точ-

ки x: 

(22)  
 










,,0

,,;;

21

21

кр

1Ус

1
xххx

хxхxxF
x


  

(23)  
 










;,0

,,;;1

21

21

кр

2Ус

2
xххx

хxхxxF
x


  

где    кр
1

кр
1Ус ;; xХРxxF u  ,    кр

2
кр
2Ус ;; xХРxxF u   

– функция распределения усеченного нормального закона рас-

пределения. 
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Таким образом, решение поставленных частных задач про-

ведено. Представленные решения дополняют известный поря-

док проверки статистических гипотез на основе критерия Ней-

мана-Пирсона, для комплекса условий, имеющего более широ-

кое прикладное значение за счет расширения постановочной 

части задачи следующими условиями: 

рассмотрения диапазона принадлежности исследуемых 

объектов заданному подмножеству [ x1; x2 ], относительно кото-

рого проверяется основная статистическая гипотеза (в классиче-

ском варианте постановки задачи вместо этого диапазона ука-

зывается одно единственное значение параметра, характеризу-

ющее то или иное свойство объекта); 

рассмотрения диапазона возможных значений параметра х 

[ xmin ; xmax ] и вероятностного распределения объектов множе-

ства U на этом диапазоне f ( u/x )
 
(в классическом варианте этот 

элемент постановки задачи отсутствует); 

ввода величины области неразличимости Δ у границ диапа-

зона [ x1; x2 ], в которой расположены объекты по отношению, к 

которым безразлично, куда их можно отнести: в подмножество 

U0 или U1 (аналогичный по смыслу параметр рассматривается 

А. Вальдом в методе последовательного анализа, который ис-

пользуется при решении задачи проверки гипотезы о равенстве 

математического ожидания случайной величины некоторой по-

стоянной [2,19]); 

рассмотрения диапазона возможных результатов измерения 

параметра х  хх ;  (в классическом варианте этот элемент по-

становки задачи также отсутствует). 

Кроме расширения области, в которой рассмотренная зада-

ча может найти свое прикладное значение, ввод дополнитель-

ных параметров в ее условие позволяет повысить надежность 

принимаемого решения за счет более тонкого расчета положе-

ния критических точек, и, кроме этого, позволяет вычислить 

ожидаемый уровень ошибок первого и второго рода в результа-

те классификации всего исходного множества объектов, что 

также имеет важный практический смысл. 
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Важной особенностью представленной постановки является 

возможность ее сведения к классической постановке, например, 

как это представлено в [11,12]. В этом случае для проверки ги-

потезы о равенстве математического ожидания случайной вели-

чины, которая может себя проявить на всем диапазоне действи-

тельных значений, некоторому, наперед заданному значению, 

необходимо ввести следующие изменения: x1 = x2 = x0, Δ1 = Δ2 = 0; 

в качестве плотности распределения f ( u/x ) принять любое рас-

пределение симметричное относительно своего математическо-

го ожидания (например, равномерное распределение), граница-

ми диапазона [ xmin ; xmax ] выбрать точки удовлетворяющие нера-

венству xmin + Kσ < x0 < xmax – Kσ, где K ≥ 3, принять minxх   и 

max
xх  . 

Следует также отметить, что ввод параметров Δ1 и Δ2, обу-

словлен необходимостью дальнейшего развития комплекса 

условий, находящегося в основе поставленных частных задач. 

Данный параметр в полной мере проявит свое предназначение 

для условий, в которых рассматривается поток объектов, на 

анализ каждого из которых отводится ограниченное время, а 

также имеются потери, которые неизбежно настанут в случае их 

неверной классификации. Кроме этого эти параметры будут 

необходимы при решении поставленных задач методом после-

довательного анализа А.Вальда, который обеспечивает получе-

ние результата проверки статистических гипотез с заданной 

степенью надежности для выборки меньшего объема (меньшего 

числа измерений параметра x), чем это необходимо для решения 

тех же задач методом, который требует формирование выборки 

фиксированного объема [2,19]. 

Таким образом, представленные решения частных задач 

позволяют составить методику классификации объектов в усло-

виях стохастической неопределенности. Данная методика со-

стоит из следующих, последовательно выполняемых этапов. 

1 этап. Ввод значений исходных данных, представленных в 

кортеже (3). 
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2 этап. Определение значений критических значений кр
1х , 

кр
2х  параметра х, путем подстановки в выражения (6-14) соот-

ветствующих значений исходных данных.  

3 этап. Определяется ожидаемое значение ошибки первого 

и второго рода (M [ α ] и M [ β ]) с использованием выражений 

(17-23). Представление полученных результатов. 

4 этап. Измерение параметра х очередного классифицируе-

мого объекта – Хu.  

5 этап. Проверка статистической гипотезы о принадлежно-

сти неизвестного значения математического ожидания xu
 
 слу-

чайной величины Хu  диапазону [ x1; x2 ] на базе критерия, задан-

ного неравенствами (4) и (5). 

6 этап. Представление результата классификации очередно-

го объекта. 

7 этап. Проверка условия окончания процедуры классифи-

кации множества объектов U. Если условие не выполняется, то 

осуществляется возврат к 4 этапу, иначе выполнение методики 

завершается. В самом простом виде условием окончания проце-

дуры может быть классификация всех объектов множества U. 

 

4. Результаты классификации объектов в 

условиях стохастической неопределенности с 

использованием разработанной методики 

С целью подтверждения возможности практического ис-

пользования разработанной методики, проверки решений част-

ных задач на адекватность, а также формулирования выводов 

прикладного характера был спланирован и проведен комплекс-

ный эксперимент. 

В ходе проведения эксперимента проведено решение по-

ставленных частных задач для различных комплексов условий 

(КУ). Выражение плотности распределения f ( u/x ) для всех КУ 

составлено на основе бета-распределения, четыре параметра 

которого позволяют смоделировать практически любой вид 

распределения [7]. Параметры этого распределения λ и η опре-
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деляют его форму, а параметры [ xmin ; xmax ]  определяют грани-

цы его возможных значений. В эксперименте рассмотрены два 

типа распределения объектов, смоделированных с помощью 

бета-распределения: равномерное и существенно сдвинутое 

вправо. Комплексы условий отличались друг от друга типами 

диапазонов [ x1; x2 ] («узкий диапазон», «диапазон средней дли-

ны» и «широкий диапазон»), а также тремя уровнями точности 

проводимых измерений. Тип диапазона определялся величиной 

отношения длин диапазонов [ x1; x2 ] и [ xmin ; xmax ]. Так же при 

проведении эксперимента принято, что для всех комплексов 

условий при проверке гипотезы H0 применительно к любому 

объекту U-го множества ошибка первого рода α не должна пре-

высить 0,1, значения обоих параметров Δ1 и Δ2 равно 0, а диапа-

зон возможных результатов измерения параметра x задан грани-

цами   хх ;0 . Сочетания представленных условий прове-

дения эксперимента позволили сформировать 18 комплексов 

условий (см. табл.1). 

В ходе проведения эксперимента для каждого комплекса 

условий по формулам (17-23) двумя способами определены 

ожидаемые значения ошибок первого и второго рода (M [ α ], 

M [ β ]), достигнутые  при проверке всех объектов множества U. 

Способы вычисления значений этих ошибок отличались распо-

ложением критических точек. В первом случае критические 

точки вычислялись классическим способом, т.е. принималось, 

что α1 = α/2 и α2 = α/2 – так как это принято для двухсторонней 

критической области [6], во втором случае реализован уточнен-

ный способ расчета критических точек, для которых α1 = k1α и 

α2 = k2α, где k1 и k2 определяются по формулам (13, 14). Кроме 

двух аналитических способов расчета M [ α ] и M [ β ], расчет 

указанных величин был также проведен на основе метода стати-

стического моделирования. Для этого была разработана стати-

стическая математическая модель, реализующая введенный 

критерий проверки гипотез (4, 5) по отношению к множеству 

объектов U заданного объема N. Доля верных результатов про-

верки всего множества объектов позволяет определить среднюю 

частоту ошибок первого и второго рода: 
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(24, 25)  
   

N

UnUN
М 00* 

 ,  
   

N

UnUN
М 11* 

 , 

где N (U0), N (U1) – число проанализированных объектов, 

принадлежащих подмножествам U0 и U1; 

n (U0), n (U1) – число проанализированных объектов 

подмножеств U0 и U1, по отношению к которым соответственно 

была принята гипотеза H0 или H1; 

N – суммарное число проанализированных объектов, 

принадлежащих исходному множеству U. 

 

Таблица 1. Комплексы условий, сформированные для проведения 

комплексного эксперимента 
№ 

п/п 

№ 

КУ 

Параметры Бета-

распределения и его краткая 

характеристика 

Тип диапа-

зона, 

[ x1; x2 ] 

СКО изме-

рения, σ 

λ; η [ xmin ; xmax ] 

1.  1.1.1 1,01; 

1,01 

0; 20 

Практически равно-

мерное распределе-

ние объектов на диа-

пазоне возможных 

значений 

 

«узкий диа-

пазон», 

9,8; 10,2 

0,6 

2.  1.1.2 1,2 

3.  1.1.3 1,8 

4.  1.2.1 «диапазон 

средней 

длины», 

9; 11 

0,6 

5.  1.2.2 1,2 

6.  1.2.3 1,8 

7.  1.3.1 «широкий 

диапазон», 

7,5; 12,5 

0,6 

8.  1.3.2 1,2 

9.  1.3.3 1,8 

10.  2.1.1 6; 2 0; 20 

Существенно сдви-

нутое вправо распре-

деление объектов на 

диапазоне возмож-

ных значений 

«узкий диа-

пазон», 

9,8; 10,2 

0,6 

11.  2.1.2 1,2 

12.  2.1.3 1,8 

13.  2.2.1 «диапазон 

средней 

длины», 

9; 11 

0,6 

14.  2.2.2 1,2 

15.  2.2.3 1,8 

16.  2.3.1 «широкий 

диапазон», 

7,5; 12,5 

0,6 

17.  2.3.2 1,2 

18.  2.3.3 1,8 
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На рис.4 представлена общая схема алгоритма, использо-

ванного для разработки статистической математической модели 

реализующей критерий (4, 5). Рассмотрим содержание отдель-

ных блоков этого алгоритма. 
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21
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Рис. 4. Схема алгоритма статистической математической 

модели, реализующей критерий проверки основной гипотезы 
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В блоке 1 алгоритма проводится расчет значений критиче-

ских точек. В блоке 2 с использованием генератора случайных 

чисел бета-распределения для u-го случайного объекта модели-

руется истинное значение его параметра х – ux~ , а далее модели-

руется случайный нормально распределенный результат его из-

мерения Xu. Генераторы случайных чисел, которые использова-

ны в данном блоке построены на основе алгоритмов, представ-

ленных в [5]. В блоке 3 определяется результат проверки основ-

ной гипотезы на основе критерия (4, 5). Если основная гипотеза 

принята, то индикатор H=0, иначе H=1. В блоке 4, по формулам 

(24, 25), определяются текущие значения статистических оценок 

 *
NМ  и  *

NМ . Также в этом блоке по формулам математи-

ческой статистики определяются достигнутые характеристики 

точности статистических оценок, в качестве которых приняты 

их СКО – σα ( N ) и σβ ( N ). 

Практически данный алгоритм был программно реализован 

с помощью табличного редактора «MS Excel» и встроенных в 

него средств программирования VBA.  

Перед проведением КУ предполагалось, что при равномер-

ном распределении объектов на диапазоне возможных значений 

результаты аналитического и статистического решения частных 

задач должны совпасть для обоих способов расчета критических 

точек. При неравномерном распределении объектов на диапа-

зоне возможных значений результаты аналитического и стати-

стического решения частных задач должны совпасть, но при 

этом результаты решения частных задач для обоих способов 

расчета критических точек будут разные. 

В таблице 2 представлены результаты проведенного ком-

плексного эксперимента. При проведении расчетов с использо-

ванием статистической модели объем выборки N был таким, что 

СКО статистических оценок было не больше 1/50 от значений 

оценок M
*
[ α ] и M

*
[ β ], т.е.:   50*тр  М  и   50*тр   М . 
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Таблица 2. Результаты, полученные в ходе проведения 

комплексного эксперимента (значения округлены до 5-го знака 

после запятой) 
№ п/п № КУ 1 способ расчета (α1=α/2, α2=α/2) 

M [ α ] M [ β ] M
*
[ α ] M

*
[ β ] 

1.  1.1.1 0,00105 0,10055 0,00105 0,10268 

2.  1.1.2 0,00144 0,20104 0,00143 0,19302 

3.  1.1.3 0,00160 0,30158 0,00160 0,29567 

4.  1.2.1 0,00126 0,10053 0,00126 0,10217 

5.  1.2.2 0,00251 0,20098 0,00251 0,20100 

6.  1.2.3 0,00362 0,30168 0,00365 0,30158 

7.  1.3.1 0,00126 0,10045 0,00126 0,09934 

8.  1.3.2 0,00252 0,20077 0,00253 0,19785 

9.  1.3.3 0,00378 0,30259 0,00378 0,30478 

10.  2.1.1 0,00068 0,06872 0,00068 0,06767 

11.  2.1.2 0,00094 0,15087 0,00094 0,15094 

12.  2.1.3 0,00105 0,25219 0,00105 0,24879 

13.  2.2.1 0,00085 0,07501 0,00085 0,07522 

14.  2.2.2 0,00167 0,16813 0,00166 0,16449 

15.  2.2.3 0,00241 0,28051 0,00241 0,27324 

16.  2.3.1 0,00103 0,09528 0,00104 0,09601 

17.  2.3.2 0,00199 0,21193 0,00198 0,20224 

18.  2.3.3 0,00290 0,33867 0,00285 0,33128 

 
№ п/п № КУ 2 способ расчета (α1=k1α, α2=k2α) 

M [ α ] M [ β ] M
*
[ α ] M

*
[ β ] 

1.  1.1.1 0,00105 0,10055 0,00107 0,10168 

2.  1.1.2 0,00144 0,20104 0,00149 0,20257 

3.  1.1.3 0,00160 0,30158 0,00164 0,31208 

4.  1.2.1 0,00126 0,10053 0,00127 0,09649 

5.  1.2.2 0,00251 0,20098 0,00247 0,20428 

6.  1.2.3 0,00362 0,30168 0,00366 0,30824 

7.  1.3.1 0,00126 0,10045 0,00128 0,10089 

8.  1.3.2 0,00252 0,20077 0,00255 0,19962 

9.  1.3.3 0,00378 0,30259 0,00379 0,30171 

10.  2.1.1 0,00070 0,06634 0,00070 0,06543 

11.  2.1.2 0,00096 0,13676 0,00096 0,13825 

12.  2.1.3 0,00107 0,21557 0,00107 0,21720 

13.  2.2.1 0,00107 0,06891 0,00107 0,06861 
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№ п/п № КУ 2 способ расчета (α1=k1α, α2=k2α) 

M [ α ] M [ β ] M
*
[ α ] M

*
[ β ] 

14.  2.2.2 0,00211 0,14461 0,00209 0,14455 

15.  2.2.3 0,00294 0,23070 0,00295 0,22543 

16.  2.3.1 0,00187 0,08013 0,00183 0,08024 

17.  2.3.2 0,00360 0,17126 0,00363 0,16975 

18.  2.3.3 0,00511 0,27066 0,00516 0,26791 

 

Анализ полученных результатов позволяет сделать следу-

ющие выводы: 

ожидаемые результаты комплексного эксперимента после 

его проведения подтвердились; 

при равномерном распределении анализируемых объектов 

ожидаемые значения ошибок первого и второго рода (M [ α ] и 

M [ β ]), вычисленные на основе классического и уточненного 

способа расчета критических точек, одинаковые; 

при неравномерном распределении анализируемых объек-

тов ожидаемое значение ошибки первого рода (M [ α ]) будет 

ниже при использовании классического способа расчета крити-

ческих точек; 

при неравномерном распределении анализируемых объек-

тов ожидаемое значение ошибки второго рода (M [ β ]) будет 

ниже при использовании уточненного способа расчета критиче-

ских точек; 

при неравномерном распределении анализируемых объек-

тов ожидаемое значение суммарной ошибки (M [ α ] + M [ β ]) 

будет ниже при использовании уточненного способа расчета 

критических точек; 

сравнение результатов расчета полученных аналитическим 

и статистическим способом показывает, что между ними имеет-

ся очевидная сходимость. 

Таким образом, анализ полученных данных показал, что 

составленная методика классификации объектов в условиях 

стохастической неопределенности на основе метода проверки 

статистической гипотезы о принадлежности математического 

ожидания случайной величины заданному диапазону позволяет 

получать адекватные результаты и может быть реализована на 
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практике на основе предложенного алгоритма статистической 

математической модели. Кроме того, вывод о том, что ожидае-

мое значение суммарной ошибки (M [ α ] + M [ β ]) будет меньше 

при использовании уточненного способа расчета критических 

точек является предпосылкой к тому, что проверка статистиче-

ской гипотезы о принадлежности математического ожидания 

случайной величины заданному диапазону при использовании 

уточненного способа будет более целесообразным по сравне-

нию с классическим способом расчета критических точек. 

В качестве показателя, характеризующего целесообраз-

ность применения того или иного способа, примем отношение 

ожидаемых потерь от принятия ошибочных решений основан-

ных на различных способах расчета критических точек 

(26) ук сс , 

где ск и су – суммарные потери от принятия неверных реше-

ний при использовании классического и уточненного способа 

расчета критических точек в которых исходное значение ошиб-

ки первого рода (α) принято таким, чтобы эти потери были ми-

нимальными из возможных. 

Если в результате расчетов показатель v > 1, то значит 

наблюдается преимущество уточненного способа расчета кри-

тических точек. Если в результате расчетов показатель v < 1, то 

значит наблюдается преимущество классического способа рас-

чета критических точек. Иначе, при v = 1, оба способы по отно-

шению друг к другу по выбранному показателю являются рав-

ноценными. 

С учетом принятого условия о минимизации возможных 

потерь, расчет величин ск и су осуществляется с помощью вы-

ражения 

(27)      МсМсс  , 

где сα и сβ – потери от принятия неверных решений, связан-

ных с допущением ошибок первого и второго рода. 

На рис. 5 представлены графики зависимости показателя 

(26) от аргумента сα / сβ , построенные на основе уточненного и 

классического способа расчета критических точек. Построение 

графиков проведено для комплексов условий №№10-18 (см. 
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таблицу 1), при этом принято, что возможные потери от совер-

шения ошибки второго рода не превышают возможные потери 

от совершения ошибки первого рода:
 
сα > сβ. В связи с тем, что 

подынтегральное выражение плотности бета-распределения не 

имеет первообразной, расчеты, необходимые для построения 

графиков, были проведены численным методом. 

 

 
 

Рис. 5. Графики отношений ожидаемых потерь от принятия 

ошибочных решений, основанных на различных способах 

расчета критических точек 

 

Анализ построенных графиков позволяет сделать следую-

щие выводы, имеющие важное прикладное значение. 

1) Чем уже диапазон, определяющий принадлежность u-го 

объекта U0-у подмножеству, и чем ниже точность проводимых 

измерений параметра x, тем более целесообразно применение 

уточненного способа расчета критических точек. Для принятого 

комплекса условий преимущество уточненного способа расчета 

критических точек над классическим для «узкого диапазона» с 

СКО равным 1,8 составило от 10 до 15%. 
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Рис. 5 (продолжение). Графики отношений ожидаемых потерь 

от принятия ошибочных решений, основанных на различных 

способах расчета критических точек 
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2) Чем выше точность проводимых измерений и меньше 

отношение ожидаемых потерь от принятия ошибочных реше-

ний, тем более целесообразно применение классического спосо-

ба расчета критических точек. Для принятого комплекса усло-

вий преимущество классического способа расчета критических 

точек над уточненным способом для «широкого диапазона» и 

«диапазона средней длины» с СКО равным 0,6 составило 5%. 

3) Область факторного пространства, в которой применение 

уточненного способа расчета критических точек целесообразнее 

классического способа, является доминирующей. Для принятого 

комплекса условий 5%-е преимущество классического способа 

наблюдается только в той области, где потери от совершения 

ошибок первого и второго рода приблизительно сопоставимы. В 

области, где потери от совершения ошибки первого рода много-

кратно выше, чем потери от совершения ошибок второго рода в 

среднем наблюдается следующее преимущество: 

в 0,5-2,5%, при измерениях, проведенных с высокой точно-

стью; 

в 3-7%, при измерениях, проведенных со средней точно-

стью; 

в 5-14%, при измерениях, проведенных с низкой точностью. 

4) Можно предположить, что при сα/сβ → ∞, будет наблю-

даться, что v → 1. Дополнительные расчеты показали, что при 

сα / сβ = 1000 и сα / сβ = 10 000, данное предположение подтвер-

ждается, но, тем не менее, даже при таких высоких отношениях 

продолжает наблюдаться преимущество уточненного способа 

расчета критических точек (см. таблицу 3). 

 

Таблица 3. Отношение ожидаемых потерь от принятия 

ошибочных решений, основанных на различных способах 

расчета критических точек (результаты округлены до 4-го 

знака после запятой) 
№ п/п Тип диапазона СКО сα / сβ = 1000 сα / сβ = 10 000 

1.  Широкий диапазон 0,6 1,0068 1,0062 

2.  1,2 1,0143 1,0101 

3.  1,8 

 

1,0133 1,0060 
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№ п/п Тип диапазона СКО сα / сβ = 1000 сα / сβ = 10 000 

4.  Диапазон средней 

длины 

0,6 1,0175 1,0154 

5.  1,2 1,0406 1,0310 

6.  1,8 1,0503 1,0307 

7.  Узкий диапазон 0,6 1,0192 1,0166 

8.  1,2 1,0523 1,0416 

9.  1,8 1,0762 1,0516 

 

Важно отметить, что представленные результаты расчетов 

могут существенно поменяться при изменении комплекса усло-

вий, при этом характер выводов вероятнее всего существенно не 

изменится, что, впрочем, требует своего подтверждения. 

5. Заключение 

Таким образом, сущность и содержание методики класси-

фикации объектов в условиях стохастической неопределенности 

на основе метода проверки статистической гипотезы о принад-

лежности математического ожидания случайной величины за-

данному диапазону рассмотрена в полном объеме: 

проведена постановка задачи для комплекса условий, в ко-

тором учтено большее число факторов, оказывающих суще-

ственное влияние на результат классификации объектов в усло-

виях стохастической неопределенности, за счет чего было уси-

лено ее прикладное значение; 

разработана методика решения поставленной задачи на ос-

нове проверки сложной статистической гипотезы методом Ней-

мана-Пирсона, в котором используется новый способ определе-

ния критических точек и составлены выражения для расчета 

ожидаемых значений ошибок первого и второго рода, которые 

будут получены при анализе множества объектов, характеризу-

емых вероятностно распределенным параметром; 

показана возможность сведения поставленной задачи к 

классической проверке гипотезы о равенстве математического 

ожидания случайной величины заданной величине; 
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по результатам проведения комплексного эксперимента 

подтверждена адекватность и возможность практического ис-

пользования разработанной методики; 

разработана статистическая математическая модель, реали-

зующая разработанное решение на практике, которая может 

быть использована в качестве прототипа отдельных компонент 

«передовых технических разработок»;  

проведен сравнительный анализ двух способов расчета 

критических точек, который показал существенное преимуще-

ство уточненного способа расчета над классическим способом. 

Вместе с тем, ряд вопросов требуют дальнейшего исследо-

вания. В первую очередь к их числу следует отнести: 

детальное исследование влияния параметров комплекса 

условий на качество результатов решения задачи классифика-

ции объектов на основе применения разработанной методики; 

обоснование значений параметров, характеризующих об-

ласть неразличимости Δ1 и Δ2, для условий, в которых рассмат-

ривается поток объектов на анализ каждого из которых отво-

дится ограниченное время, а также имеются потери, которые 

неизбежно возникнут в случае их неверной классификации; 

составление аналитического выражения, предназначенного 

для определения значения ошибки первого рода α, при которой 

обеспечивается минимум ожидаемых суммарных потерь от 

принятия неверных решений (с); 

составление аналитических выражений для расчета отно-

шений ожидаемых потерь от принятия ошибочных решений, 

основанных на различных способах расчета критических точек 

и др. 
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Abstract: This publication presents the formulation and method of solving the prob-

lem of classification of probabilistically distributed objects under stochastic uncer-

tainty about the true values of their characteristics. The method is based on testing 

the statistical hypothesis that the mathematical expectation of a random variable 

belongs to a given range by the Neyman-Pearson method. The peculiarity of the 

method is a refined procedure for calculating critical points, on the basis of which a 

more effective decisive rule of object classification is formed, and the ability to es-

timate the expected values of the probability of errors that may be made as a result 

of the recognition procedure in relation to all the presented objects. 
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