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Исследуется многокритериальная задача оптимизации пла-
на миграции данных в распределенном облачном хранили-
ще. Разработан алгоритм миграции данных в масштабируе-
мых облачном хранилище. Доказано, что алгоритм является
полиномиальным и дает оптимальный результат по первому
критерию.
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Введение

Облачные вычисления сильно меняют взгляды на техно-
логии [15, 3]. Главный аспект облачных вычислений это мас-
штабирование [16]. Чем быстрее производится масштабиро-
вание тем больший эффект будет получен от использования
облачных вычислений.

Особенно остро вопрос масштабирования стоит перед
хранилищами данных [16]. Масштабирование хранилищ тесно
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связанно с изменениями требований к данным и его целесооб-
разно производить во время переконфигурации хранилища.
Переконфигурация заключается в оптимизации распределе-
ния данных по устройствам хранения входящих в состав хра-
нилища. Этот процесс требует перемещения больших объемов
данных и занимает много времени.

Одновременное перемещение больших объемов данных
приводит к резкому падению производительности. Поэтому
обычно принимают, что любое из устройств хранения одно-
временно может участвовать не более чем в одной операции
передачи данных. Также обычно принимают, что перемеща-
емые элементы данных имеют фиксированный размер и вре-
мя передачи между любыми устройствами хранения. Задача
составления оптимального плана перемещения данных в хра-
нилище называется задачей миграции данных. Доказано, что
эта задача NP-сложная [8], т.е. невозможно получить опти-
мальное решение за полиномиальное время. Существуют ап-
проксимационные алгоритмы ее решения [8, 7, 13].

Хранилища данных имеют фиксированное количество
устройств хранения соединенных сетью. Облачными хранили-
щами будем называть хранилища основанные на инфраструк-
туре предоставляемой по требованию IaaS (Infrastructure as
a Service). Облачные хранилища способны менять состав
устройств хранения, т.е. способны масштабироваться. Устрой-
ства, добавляемые к хранилищу или высвобождаемые из хра-
нилища, будем называть масштабируемыми устройствами.
Добавление или удаление устройств должно происходить во
время переконфигурации хранилища.

Задача миграции данных в общем виде является NP-
сложной [8]. Задача миграции данных в масштабируемом об-
лачном хранилище является частным случаем задачи мигра-
ции, она была сформулирована автором этой статьи в [14]
как задача многокритериальной оптимизации плана мигра-
ции. Первый критерий задачи - оптимизация плана миграции
на масштабируемых устройствах хранения, т.е. оптимизация
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времени масштабирования. Второй критерий - оптимизация
плана миграции на остальных устройствах.

В этой статье представлен алгоритм решения задачи ми-
грации данных в масштабируемых облачных хранилищах, а
также доказывается полиномиальность алгоритма и его опти-
мальность по первому критерию.

1. Существующие алгоритмы

1.1. Задача распределения данных

Перед переконфигурацией хранилища необходимо вычис-
лить оптимальное расположение данных в хранилище. Выход-
ными данными этой задачи является отображение, в котором
каждому элементу данных сопоставляются устройства хране-
ния, на которых он должен быть после переконфигурации.
Задача является NP-сложной, но были разработаны полино-
миальные аппроксимационные алгоритмы ее решения [6, 12].
Вычислив новое расположения данных и имея старое располо-
жение можно построить направленный мультиграф без цик-
лов 𝐺 демонстрирующий перемещение элементов данных из
старой конфигурации в новую. Этот граф называют графом
требований [8]:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑃 )

𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉

𝑃 : 𝐸 → 𝐼𝑁

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉, 𝑃 (𝑣, 𝑤) = 0 если (𝑣, 𝑤) ̸∈ 𝐸

(1)

𝑉 - устройства хранения, 𝐸 - операция перемещения, 𝑃 -
весовая функция мультиграфа.

1.2. Задача миграции данных

План миграции можно разбить на шаги, поскольку все
элементы данных имеют фиксированный размер и одинако-
вое время передачи. В этой работе мы не учитываем емкость
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устройств хранения. Задача миграции данных заключается в
составлении плана перемещения данных между устройства-
ми хранения согласно графу требований (1) за минимальное
число шагов. Очевидно, что задача в таком виде элементар-
но сводится к задаче раскраске дуг мультиграфа. Минималь-
ное число цветов раскраски дуг мультиграфа называют хро-
матическим индексом мультиграфа и обозначают 𝜒′. Следу-
ет заметить, что направление передачи данных в хранили-
ще не имеет значения с точки зрения задачи миграции [8].
Устройство считается занятым не зависимо от того, принима-
ет оно данные или передает. Замена направленного мульти-
графа на ненаправленный позволит сократить минимальное
количество цветов раскраски:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑃 )

𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉

𝑃 : 𝐸 → 𝐼𝑁

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 ⇒ 𝑃 (𝑣, 𝑤) = 𝑃 (𝑤, 𝑣)

(2)

1.3. Алгоритмы раскраски ребер мультиграфов

Задача раскраски дуг мультиграфа в общем виде являет-
ся NP-сложной [10]. Существуют множество аппроксимацион-
ных, полиномиальных алгоритмов решения этой задачи [5, 9].
Для решения задачи будем использовать один из них:

Алгоритм 1 (Раскраска ребер мультиграфа). Описание
полиномиального апроксимационного алгоритма раскраски
можно найти в [9].

В работе не описываются существующие алгоритмы, а
лишь приводятся ссылки на них.

Раскраска дуг двудольного мультиграфа является част-
ным случаем задачи раскраски дуг, но эта задача не пренад-
лежит классу NP-сложных задач. Вероятно, первое решение
этой задачи было предложено в работе [11]. Но существуют
алгоритмы с меньшей трудоемкостью:
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Алгоритм 2 (Раскраска ребер двудольного мультиграфа).
Описание оптимального алгоритма раскраски можно найти в
[2].

2. Миграция данных в масштабируемых облачных
хранилищах

2.1. Модель масштабируемого облачного хранилища

Опишем модель масштабируемого облачного хранилища
на основе хранилища без ограничений объема устройств хра-
нения (2). Чтобы учесть особенности масштабируемого об-
лачного хранилища явно выделим подмножество масштаби-
рующих устройств хранения которые необходимо вывести из
строя (или добавить) в результате переконфигурации.

Определение 1. Масштабирующим (scaling) подмноже-
ством 𝑆 будем называть подмножество вершин, которые необ-
ходимо вывести из строя или добавить к хранилищу в резуль-
тате переконфигурации. Среди операций передачи данных не
может быть операций передачи с одного масштабирующего
устройства на другое, т.е.

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑉 ⇒ 𝑃 (𝑣, 𝑤) = 0(3)

Определение 2. Масштабируемым облачным хранили-
щем 𝐺 будем называть хранилище с явно выделенным мас-
штабирующим подмножеством 𝑆.{︃

𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑃, 𝑆)

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑉 ⇒ 𝑃 (𝑣, 𝑤) = 0
(4)

2.2. Разбиение масштабируемого облачного хранилища

Во время масштабирования необходимо выполнить про-
цедуру миграции на всех масштабирующих устройствах 𝑆.
После этого их можно высвободить и выполнить миграцию
данных на оставшихся устройствах хранения.
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Разделим процедуру миграции на две части: масштаби-
рование и остаточную миграцию. Для решения подобных за-
дач часто используют методы разделения графов на подгра-
фы [1, 4]. Разделим граф масштабируемого облачного храни-
лища 𝐺 на два подграфа: масштабирующий подграф 𝐺𝑆 и
остаточный 𝐺𝑅.

Определение 3. Масштабирующим подграфом 𝐺𝑆 будем
называть подграф масштабируемого облачного хранилища 𝐺
образованный множеством вершин 𝑆 и множеством вершин
𝑆𝑎𝑑𝑗 смежными с 𝑆, а также всеми другими соединяющими
вершины 𝑆 с 𝑆𝑎𝑑𝑗 .

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑃, 𝑆)

𝐺𝑆 = (𝑉𝑆 , 𝐸𝑆 , 𝑃 )

𝑉𝑆 ⊆ 𝑉

𝐸𝑆 ⊆ 𝐸

𝑣 ∈𝑆𝑎𝑑𝑗 ⊆ 𝑉

⇒ ∃𝑤 ∈ 𝑆, 𝑃 (𝑣, 𝑤) > 0

𝑉𝑆 = 𝑆 ∪ 𝑆𝑎𝑑𝑗

(𝑣,𝑤) ∈ 𝐸𝑆

⇒ 𝑣 ∈ 𝑆,𝑤 ∈ 𝑆𝑎𝑑𝑗 , 𝑃 (𝑣, 𝑤) > 0

(5)

В последней формуле определения (5), выражение 𝑣 ∈
𝑆,𝑤 ∈ 𝑆𝑎𝑑𝑗 , 𝑃 (𝑣, 𝑤) > 0 эквивалентно выражению 𝑣 ∈
𝑆𝑎𝑑𝑗 , 𝑤 ∈ 𝑆, 𝑃 (𝑣, 𝑤) > 0 поскольку граф 𝐺 ненаправленный
в соответствии с (2). На левой части рисунка 1 показан граф
𝐺, подмножество 𝑆 (черные вершины) и 𝑆𝑎𝑑𝑗 (заштрихован-
ные вершины).

Определение 4. Остаточным (residual) подграфом 𝐺𝑅 бу-
дем называть подграф масштабируемого облачного хранили-
ща 𝐺 образованный всеми дугами графа 𝐺 без масштабирую-

6



Системный анализ

щего подмножества 𝑆 и все дуги, соединяющие эти вершины.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐺 = (𝑉,𝐸, 𝑃, 𝑆)

𝐺𝑆 = (𝑉𝑆 , 𝐸𝑆 , 𝑃 )

𝐺𝑅 = (𝑉𝑅, 𝐸𝑅, 𝑃 )

𝑉𝑅 ⊆ 𝑉

𝐸𝑅 ⊆ 𝐸

𝑣 ∈𝑆𝑎𝑑𝑗 ⊆ 𝑉

⇒ ∃𝑤 ∈ 𝑆, 𝑃 (𝑣, 𝑤) > 0

𝑉𝑅 = 𝑉 ∖ 𝑆
(𝑣,𝑤) ∈ 𝐸𝑅

⇒ 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉𝑅, 𝑃 (𝑣, 𝑤) > 0

(6)

Очевидно, что множество вершин 𝑆𝑎𝑑𝑗 принадлежит как
𝐺𝑆 так и 𝐺𝑅 в соответствии с их определениями (5) и (6). Ду-
ги, соединяющие вершины 𝑆𝑎𝑑𝑗 лежат только в 𝐺𝑅. На правой
части рисунка 1 изображен граф, разделенный на две подгра-
фа 𝐺𝑆 и 𝐺𝑅.

Рис. 1. Разбиение графа масштабируемого облачного
хранилища 𝐺 на два подграфа: 𝐺𝑆 и 𝐺𝑅
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2.3. Задача миграции данных в масштабирущем облачном
хранилище

Используя введенные термины можно сформулировать
задачу миграции данных в масштабируемом облачном хра-
нилище.

Определение 5. Задача миграции данных в масштабиру-
емом облачном хранилище 𝐺 это многокритериальная задача
оптимизации плана миграции. Основным критерием задачи
является план миграции в подграфе 𝐺𝑆 , а второй критерий -
план миграции в подграфе 𝐺𝑅.

3. Алгоритм миграции данных в масштабируемом облачном
хранилище

Опишем алгоритм миграции данных в масштабируемом
облачном хранилище дающий оптимальный результат по пер-
вому критерию - оптимальность плана масштабирования. Для
этого докажем, что масштабирующие подграф является дву-
дольным мультиграфом для которых существуют оптималь-
ные полиномиальные алгоритмы раскраски дуг.

Лемма 1. Масштабирующий подграф 𝐺𝑆 является дву-
дольным.

Доказательство. Исходя из определения масштабирую-
щего подграфа (5), он состоит из множества вершин 𝑆 и вер-
шин 𝑆𝑎𝑑𝑗 смежных с 𝑆. Докажем что множества вершин 𝑆
и 𝑆𝑎𝑑𝑗 разбивают граф 𝐺𝑆 на две доли, т.е. в графе нет дуг
идущих из 𝑆 в 𝑆 или же из 𝑆𝑎𝑑𝑗 в 𝑆𝑎𝑑𝑗 .

Вершины из множества 𝑆𝑎𝑑𝑗 не имеют общих дуг, посколь-
ку это противоречит определению масштабирующего подмно-
жества (3) входящего в состав масштабируемого облачного
хранилища (4). Также из (5) следует, что любая его дуга со-
единяет вершины из 𝑆 только с вершинами из 𝑆𝑎𝑑𝑗 . Следо-
вательно, вершины из 𝑆𝑎𝑑𝑗 также не могут иметь общих дуг.
Таким образом, множества вершин 𝑆 и 𝑆𝑎𝑑𝑗 составляют две
доли двудольного мультиграфа 𝐺𝑆 .
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Алгоритм 3 (Миграция данных). Опишем алгоритм в
виде последовательности шагов описанных выше.

1. Выделить подграф 𝐺𝑆 из графа 𝐺 на основе известного
подмножества 𝑆

2. Выделить подграф 𝐺𝑅 из 𝐺 на основе подграфа 𝐺𝑆

3. Использовать алгоритм 2 для расчета плана миграции
двудольного мультиграфа 𝐺𝑆

4. Использовать алгоритм 1 для расчета плана миграции
мультиграфа 𝐺𝑅

5. Получить общий плана миграции масштабируемого об-
лачного хранилища 𝐺 путем последовательного объединения
план миграции мультиграфа 𝐺𝑆 с планом миграции 𝐺𝑅.

Теорема 1 (Оптимальность алгоритма). Предложенный
алгоритм 3 оптимален по первому критерию задачи ми-
грации данных в масштабируемом облачном хранилище
сформулированной в определении 5.

Доказательство. В соответствии с доказанной леммой 1,
подграф 𝐺𝑆 является двудольным мультиграфом и для на-
хождения оптимальной раскраски дуг𝐺𝑆 в алгоритме исполь-
зуется полиномиальный алгоритм 2, который дает оптималь-
ный план миграции подграфа 𝐺𝑆 . Исходя из постановки за-
дачи сформулированной в определении 5 оптимальность ал-
горитма по первому критерию обеспечивается благодаря оп-
тимальности плана миграции подграфа 𝐺𝑆 . Т.е. алгоритм яв-
ляется оптимальным по первому критерию.

Теорема 2 (Полиномиальность алгоритма).
Предложенный алгоритм 3 является полиномиальным.

Доказательство. Очевидно, что шаги 1 и 2 алгоритма 3
являются полиномиальными, поскольку вычисление вершин
𝑆𝑎𝑑𝑗 смежных с 𝑆 - задача тривиальная, а выделение подгра-
фов 𝐺𝑆 и 𝐺𝑅, состоящих из заданных вершин, имеет не бо-
лее чем квадратичную сложность 𝑂(𝑛2). Полиномиальность
шагов 3 и 4 доказана в [2] и [9] соответственно. Результат вы-
полнения шагов 3 и 4 – два плана миграции, состоящие из
последовательности операций перемещения данных (дуг под-
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графов), а шаг 5 состоит из простой операции последователь-
ного объединения двух планов миграции. Очевидно, что шаг
5 имеет линейное время выполнения 𝑂(𝑘), зависящее от числа
дуг 𝑘 графа 𝐺 .

Таким образом, алгоритм 3 является полиномиальным,
поскольку он состоит из последовательности шагов без цик-
лов, каждый из которых является полиномиальным алгорит-
мом.

4. Выводы

В статье описан алгоритм решения задачи миграции дан-
ных в масштабируемом облачном хранилище дающий опти-
мальный результат по первому критерию – скорости масшта-
бирования. Оптимальная скорость масштабирования позво-
лит облачным хранилищам предельно быстро арендовать и
высвобождать устройства хранения данных и тем самым ми-
нимизировать срок и стоимость аренды устройств предостав-
ляемых как инфраструктура по требованию IaaS.
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OPTIMAL ALGORITHM FOR DATA MIGRATION IN
SCALABLE STORAGE CLOUDS

Dmitry L. Petrov, Saint Petersburg Electrotechnical University
«LETI», Saint Petersburg, Head of Laboratory
(DLPetrov@mail.eltech.ru).

Abstract: The problem of multi-criteria optimization plan for
data migration in distributed cloud storage is investigated. The
algorithm of data migration in scalable cloud storage is developed.
We proved that the algorithm is polynomial and gives the optimal
result by the first criterion.

Keywords: computing clouds, distributed storage system, data
migration.

12


