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Аннотация: окрестностные модели и их модификации применяются 

для моделирования различных распределенных систем и процессов. В исследо-

вании рассмотрена квадратичная комплекснозначная динамическая окрест-

ностная модель, в которой параметры, входы и состояния являются ком-

плексными числами, дано ее определение. Модель функционирует в дискрет-

ном времени. Показан пример состоящей из трех узлов комплекснозначной 

динамической окрестностной модели, для которой приведены граф структу-

ры и функции пересчета состояний в общем виде. Рассмотрен также част-

ный случай функций пересчета для квадратичной модели. 

Приведён алгоритм идентификации комплекснозначной динамиче-

ской окрестностной модели, параметры которой находятся методом наи-

меньших квадратов. Показан общий вид матриц системы линейных уравнений 

для нахождения параметров квадратичной модели. Приведены матрицы и 

выполнена идентификация для рассмотренного примера окрестностной мо-

дели. Найдены среднеквадратическая и средняя приведенная ошибки иденти-

фикации. 

В работе рассмотрена также идентификация комплекснозначной 

динамической окрестностной модели на кластеризованных данных. Класте-

ризация выполнена с использованием комплексных наборов данных методом k–

средних. 

Предложенные алгоритмы идентификации реализованы в виде про-

граммы в пакете MathCAD, с помощью которой проведено сравнение резуль-

татов идентификации квадратичной комплекснозначной динамической окре-

стностной модели на кластеризованных данных и без кластеризации. 

Ключевые слова: динамическая окрестностная модель, квадратич-

ная модель, комплексные числа, идентификация, кластеризация, метод 
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1. Введение 

Окрестностный подход, появившийся в 90–е годы XX века, 

является развитием теории математического моделирования 

дискретных распределенных систем. Окрестностные модели 

отличаются гибким заданием связей между элементами с помо-

щью окрестностей и обладают наглядностью представления 

структуры в виде графа с несколькими видами дуг. Ранее были 

введены и исследованы статические и динамические, линейные, 

билинейные и полилинейные, одноуровневые и иерархические-

окрестностные модели с постоянными и переменными окрест-

ностями. Разработаны методы их параметрической идентифика-

ции и смешанного управления.При этом входы, состояния и вы-

ходы, а также параметры моделей являлись действительными 

числами. 

В некоторых случаях данные, поступающие на вход систе-

мы, и ее состояния являются комплексными числами, например, 

в электротехнике. В статье рассмотрена квадратичная ком-

плекснозначная динамическая окрестностная модель, для кото-

рой разработаны и реализованы алгоритмы идентификации на 

некластеризованных и кластеризованных комплекснозначных 

данных. Все расчеты проводились с помощью пакета Mathcad. 

В различных сферах деятельности, например, в металлур-

гии, робототехнике, космонавтике, медицине актуальным явля-

ется изучение, моделирование, анализ и прогнозирование пове-

дения сложных систем.  

2. Комплекснозначная динамическая окрестностная 
модель 

2.1. КОМПЛЕКСНОЗНАЧНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ ОКРЕСТ-

НОСТНАЯ МОДЕЛЬ 

Рассмотрим комплекснозначную динамическую окрестно-

стную модель (КДОМ), состоящую из трех узлов a1, a2, a3 (см. 

рис. 1), которую можно описать как                     где 

        – это структура окрестностной модели,   
          – множество узлов, O – множество окрестностных 

связей;                 – векторы состояний и входов 
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КДОМ в текущий момент времениt;   –функция пересчета со-

стояний модели;        – вектор состояний в начальный мо-

мент времени t=0 [3]. 

 

Рис. 1. Граф структуры окрестностной модели, состоящей из 

трех узлов           

Общий вид функции    для узла    комплекснозначной ди-

намической окрестностной модели описывается формулой [7]: 

(1)                         
где         – состояние модели в узле                       
    

                  
    

 
                       

    
 

      

где   – количество окрестностных связей по состояниям,   – ко-

личество окрестностных связей по входам для узла      
Общий вид КДОМ представлен формулой (2): 

(2)  

                        

                               

                              

  

где       –вход узла   в момент  времени         – состояние в 

узле   в момент времени    
В квадратичном случае система (2) представляется форму-

лой (3): 
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(3) 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

                                   
     

       
                    

                                      

       
           

           
                    

                               

                                      

      
           

           
                    

                               

  

где                             – параметры модели,  i,  j, 

k =1,2,3.  

3. Идентификация 

Идентификация объектов – это построение оптимальных 

математических моделей по реализациям их входных и выход-

ных данных [4]. Идентификация динамических объектов состо-

ит в определении их структуры и параметров по наблюдаемым 

данным – входному воздействию и выходной величине [8]. 

Идентификация осуществляется при помощи настраиваемой 

модели той или иной структуры, параметры которой могут из-

меняться [2]. 

 

3.1. АЛГОРИТМ ИДЕНТИФИКАЦИИ КВАДРАТИЧНОЙКОМ-

ПЛЕКСНОЗНАЧНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ ОКРЕСТНОСТНОЙ 

МОДЕЛИ 

Пусть задана квадратичная комплекснозначная динамиче-

ская окрестностная модель со структурой, приведенной на рис. 

1, и функциями пересчета состояний (3). Для ее идентификации 

необходимо для каждого узла    найти решение переопределен-

ной системы линейных уравнений (4): 

(4)            

где                   
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где   – матрица параметров;   –матрица исходных данных (об-

щий вид), в которой: 

    
– входные данные i-го узла модели для   -ой  строчки в 

текущий момент времени  , 
    

– состояния i-го узла модели для   -ой строчки в теку-

щий момент времени  ; 
  – матрица состояний i-го узла модели в следующий  

(   )-ый момент времени;  – объем выборки. 

Матрицы    и    из системы (4) для каждого узла примера 

окрестностной модели (3) будут иметь вид: 
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Решение системы (4) находится методом наименьших квад-

ратов. Пусть известны исходные данные входов и состояний в 
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текущий момент времени, состояний в следующий момент вре-

мени                    рассматриваемой динамической моде-

ли. Для нахождения параметров для каждого узла    необходимо 

задать матрицы   ,   . Далее находится псевдообратная по фор-

муле (5): 

(5)    
      

      
   

    
   

Параметры  находятсяпо формуле (6):  

(6)       
          

Для поиска ошибки идентификации необходимо получить 

модельные значения функции пересчета 

ния   
                 для найденных параметров   и сравнить 

с исходными данными           Для нахождения среднеквадра-

тической ошибки используется формула (8), средней приведен-

ной – формула (9). 

(7)    
           

(8)    
 

 
           

  
 
   

    

(9)    
 

 

           
   

   

         
         

Рассмотренный алгоритм идентификии реализован в пакете 

Mathkad. 

3.2. ПРИМЕР ИДЕНТИФИКАЦИИ 

Рассмотрим пример идентификации квадратичной ком-

плекснозначной динамической окрестностной модели (3). В 

таблицах 1 и 2 приведены фрагменты исходных 

ных           , при этом действительная и мнимая часть зада-

ются отдельно. 
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Таблица 1. Фрагмент исходных данных             (действи-

тельная часть) 

№ 
Действительная часть 

               

1 0.781 0.286 0.479 0.603 0.088 

2 0.968 0.760 0.313 0.088 0.974 

3 0.782 0.634 0.350 0.698 0.097 

4 0.795 0.729 0.685 0.880 0.448 

5 0.269 0.263 0.896 0.749 0.577 

6 0.132 0.448 0.485 0.731 0.299 

… 

Таблица 2. Фрагмент исходных данных            (мнимая 

часть) 

№ 
Мнимая часть 

               

1 0.692 0. 595 0. 569 0. 872 0. 624 

2 0. 402 0. 522 0. 469 0. 631 0. 425 

3 0. 024 0. 313 0. 734 0. 155 0. 993 

4 0. 208 0. 561 0. 999 0. 685 0. 714 

5 0. 101 0. 823 0. 988 0. 145 0. 911 

6 0. 181 0. 897 0. 948 0. 714 0. 623 

… 

 

Фрагмент исходных данных        приведен в таблице 3.  
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Таблица 3. Фрагмент исходных данных        

№   [t+1]   [t+1]   [t+1] 

1                                                  

2                                                

3                                              

4                                              

5                                              
6                                                

  

 

После по формулам (4)–(9) проводим идентификацию квад-

ратичной комплекснозначной динамической окрестностностной 

модели. 

Параметры квадратичной модели для каждого узла приве-

дены в таблице 4. 

Таблица 4. Параметры квадратичной модели для узлов аi 

№          

1                                        
2                                        
3                                          
4                                            
5                                          
6                                       
7 0                            
8 0                            
9 0                         
10 0                           

 

Сравним    с   
  для квадратичной модели (см. рис. 2). 
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Рис. 2. График сравнения   с   
 квадратичной модели 

На рисунке 2 изображены исходные   и модельные   
 зна-

чения функций пересчета состояний, где        
Ошибки идентификации полученной квадратичной модели 

приведены в таблице 5. 

Таблица 5. Ошибки идентификации 

Квадратичная ошибка Приведенная ошибка 

            

            

            

                

                

                

                         

 

4. Идентификация комплекснозначной динамической 
окрестностной модели на кластеризованных 
данных 

Рассмотрим идентификацию комплекснозначной динамиче-

ской окрестностной модели на кластеризованных данных с по-

мощью разработанной программы. При этом кластеризация вы-

полнена с использованием метода k–средних для комплексных 

наборов данных. 



 

Математическая теория управления 

11 

4.1. КЛАСТЕРИЗАЦИЯ K–СРЕДНИХ 

Кластерный анализ или кластеризация–это задача группи-

ровки набора объектов таким образом, чтобы объекты в одной 

группе, называемой кластером, были более похожи по различ-

ным признакам друг на друга, чем на объекты в других группах 

(кластерах) [1]. 

Метод k-средних – это метод кластерного анализа, целью 

которого является разделение m наблюдений на k кластеров, 

при этом каждое наблюдение относится к тому кластеру, к цен-

тру (центроиду) которого оно ближе всего [5 – 6]. В качестве 

меры близости используется евклидово расстояние [9]. 

Ниже приведена схема кластеризации методом k-средних 

для комплекснозначных данных, см. рис. 3. 

 

Рис. 3. Схема метода k–средних  

Рассмотрим подробнее алгоритм кластеризации методом k–

средних на примере разработанной программы в пакете 

Mathcad: 

1. Распределение данных по кластерам, см. рис. 4. 



 

Управление большими системами. Выпуск 70 

12 

 

Рис. 4. Алгоритм распределения данных по кластерам 
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В рисунке 5 сначала находится евклидово расстояние     от 

каждой точки до центра кластера  . После происходит распреде-

ление данных по кластерам по наименьшим расстояниям, также 

ниже считается количество переменных в каждом кластере 

(           ). Далее выполняется присоединение         к кла-

стерам. 

2. Изменения центров кластеров (см. рис. 5). 

 

 

Рис.5. Изменение центров кластеров 
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Алгоритм заканчивается, когда текущее распределение то-

чек по кластерам совпадет с предыдущим. 

4.2. ИДЕНТИФИКАЦИЯ НА КЛАСТЕРИЗОВАННЫХ ДАННЫХ 

Рассмотрим идентификацию комплекснозначной динамиче-

ской окрестностной модели на кластеризованных данных. 

Сначала выполним разбиениеисходных данных на 3 класте-

ра и найдем псевдообратные матрицы и параметры    , где 

 =1,...,3 – номер узла,  =1…3 – номер кластера, по формулам (4)–

(9) для каждого кластера (см. таблицы 6–8). 

Таблица 6. Параметры квадратичной модели после кластериза-

ции для узла    

1 кластер 2 кластер 3 кластер 

                                             
                                                   

                                               
                                        
                                           
                                       
 

Таблица 7.Параметры квадратичной модели после кластериза-

ции для узла    

1 кластер 2 кластер 3 кластер 

                                          
                                              

                                             
                                         
                                            
                          2.037     0.151i 
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Таблица 8. Параметры квадратичной модели после кластериза-

ции для узла    

1 кластер 2 кластер 3 кластер 

                                        
                                               
                                                
                                                 
                                               
                                         
                                         
                                              
                                           
                                     
 

Далее находим   
  после кластеризации для каждого класте-

ра по формуле (7). На рис. 6–8 приведены графики сравнения 

  с   
  после кластеризации для квадратичной модели. 

 

Рис. 6. Графики сравнения   с   
  после кластеризации для квад-

ратичной модели 
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Рис. 7. Графики сравнения   с   
  после кластеризации для квад-

ратичной модели 

 

Рис. 8.  Графики сравнения   с   
  после кластеризации для 

квадратичной модели 
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Результаты ошибок идентификации комплекснозначной 

динамической окрестностной модели на кластеризованных дан-

ных приведены в таблице 9. 

Таблица 9. Ошибки идентификации после кластеризации 

Квадратичная ошибка Приведенная ошибка 
            

            

           

                

                

               

                         

 

В результате исследования видно, что в среднем после кла-

стеризации ошибки идентификации комплекснозначной дина-

мической окрестностной модели уменьшаются.  

5. Заключение 

В работе рассмотрены динамические окрестностные моде-

ли, идентификация квадратичной комплекснозначной моделей, 

метод кластеризации. В ходе работы была подробно исследова-

на комплекснозначная динамическая окрестностная модель. На 

примере показана ее идентификация для полных комплексных 

чисел. Приведен алгоритм кластеризации комплекснозначных 

данных методом k–средних. Представлены результаты иденти-

фикации квадратичной комплекснозначной динамической окре-

стностностной модели до и после кластеризации. 
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IDENTIFICATION OF QUADRATIC COMPLEX-VALUED 

DYNAMIC NEIGHBORHOOD MODELS ON CLUSTERED 

DATA AND WITHOUT CLUSTERING 
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Abstract: neighborhood models and their modifications used to model various dis-

tributed systems and processes. The study considers a quadratic complex-valued 

dynamic neighborhood model in which the parameters, inputs and states are com-

plex numbers, and its definition is given. The model functions in discrete time. An 

example of a complex-valued dynamic neighborhood model consisting of three 

nodes shown, for which the graph of the structure and the functions of the intersec-

tion of states given in general form. A special case of recalculation functions for a 

quadratic model is also considered. 

An algorithm for identifying a complex-valued dynamic neighborhood model whose 

parameters are determined by the least squares method given. A general view of the 

matrices of a system of linear equations for finding the parameters of a quadratic 

model shown. Matrices are given and identification performed for the considered 
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example of a neighborhood model. The root-mean-square and average reduced 

identification errors are found. 

The paper also considers the identification of a complex-valued dynamic neighbor-

hood model on clustered data. Clustering performed using complex data sets by the 

k–means method. 

The proposed identification algorithms implemented in the form of a program in the 

Mathcad package, with the help of which the results of identification of a quadratic 

complex-valued dynamic neighborhood model on clustered data and without clus-

tering are compared. 

Keywords: dynamic neighborhood model, quadratic model, complex num-

bers, identification, clustering, k–means method. 
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