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Рассматриваются методы получения интегральных 
оценок для квадрата плотности вероятности. При ограничен-
ном объеме обучающей выборки оценки плотности вероятно-
сти типа Розенблатта-Парзена могут оказаться негладкой. 
Интегральные оценки сглаживают эти оценки плотности 
вероятности таким образом, чтобы улучшить их аппроксима-
ционные свойства. С помощью двух положительных, нормиро-
ванных и симметричных ядерных функций изучаются асим-
птотические свойства интегральной оценки квадрата 
плотности вероятности.  Проверяется сходимость интеграль-
ной оценки квадрата плотности вероятности с увеличением 
объема экспериментальных данных к искомой функции квадра-
та плотности вероятности. Доказываются асимптотическая 
несмещенность и среднеквадратическая сходимость инте-
гральной оценки квадрата плотности вероятности с увеличе-
нием объема статистики. Также устанавливается состоя-
тельность  интегральной оценки квадрата плотности 
вероятности с увеличением объема экспериментальных данных. 
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1. Введение 

Часто изучение технологических, экономических и 
социально-организационных систем связано с усложнени-
ем процессов принятия решений, что в значительной мере 
характерно для условий априорной неопределенности в 
закономерностях функционирования систем и их целевых 
установках. Использование в данной ситуации традицион-
ных методов моделирования и управления путем введения 
последовательности допущений не всегда  позволяет по-
лучать удовлетворительные результаты. 

Теоретическую основу построения обучающихся 
алгоритмов синтеза и анализа структуры сложных систем 
в условиях априорной неопределенности составляет задача 
непараметрического оценивания плотности вероятности. 
Непараметрическая оценка квадрата плотности вероятно-
сти может быть использовано при построении алгоритмов 
принятия решений, когда основной исходной информаци-
ей являются статистические данные.  

Применение непараметрической оценки плотности 
вероятности и методов восстановления законов распреде-
ления случайных величин позволяет получить статистики 
с улучшенными аппроксимационными свойствами при 
увеличении количества наблюдений   [1 - 9].  

При ограниченном объеме обучающей выборки 
оценка плотности вероятности типа Розенблатта-Парзена 
может оказаться негладкой, скачкообразной, что негатив-
но сказывается при решении некоторых задач распознава-
ния образов либо автоматической классификации. Здесь 
дополнительно возникает вопрос о сглаживании оценки 
плотности вероятности таким образом, чтобы по возмож-
ности улучшить аппроксимационные свойства оценки.  
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В данной работе рассматриваются интегральные 
оценки квадрата плотности вероятности. Изучаются асим-
птотические свойства интегральной оценки квадрата 
плотности вероятности. Проверяется сходимость инте-
гральной оценки квадрата плотности вероятности с увели-
чением объема экспериментальных данных к искомой 
функции квадрата плотности вероятности. 

 
2. Постановка задачи 

 
 Пусть имеется выборка  nixV i ,1,   статистиче-

ски независимых наблюдений случайной величины х , 
распределенной в соответствии с неизвестной плотностью 
вероятности )(xp . 

В качестве приближения по эмпирическим данным 
V  плотности вероятности )(xp  примем статистику [8 , 9]: 
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где    u  ядерная функция, с  коэффициент размытости 
ядерной функции.  
 Коэффициенты размытости )(ncc   ядерной функ-
ции в непараметрической оценке плотности вероятности 
(1) убывают с ростом n . 
 Интегральная оценка плотности вероятности в 
точке х  представляется статистикой  
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где )(uh  функция ядерного типа,   параметр. 
 Отметим, что оценка типа Розенблатта-Парзена (1) 
является частным случаем интегральной оценки плотности 
вероятности (2) в случае, когда .0  
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 Объектом исследования является статистика 
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 Цель настоящей работы заключается в исследова-
нии асимптотических свойств интегральной оценки квад-
рата плотности вероятности (3) и в сравнении полученных 
результатов при различных значениях параметра относи-
тельно оптимального коэффициента размытости с .  
   
3. Асимптотические свойства интегральной  оценки )(2

1 xp . 

Теорема. Пусть выполняются условия:  
          1). ,0)(lim)(lim 


nnc
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 ;)(lim 


ncn
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2). Функция )(xp  ограничена и непрерывна со все-
ми своими производными до второго порядка включи-
тельно;  

3). Ядерные функции    uhu ,  являются поло-

жительными и симметричными,  ,1)( 
D

uduh    

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udu  
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4).    ;1,1,22,  



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6).   

D
Nuduhua ;1,)(22  

7).  

D
NNuduhu .}...,3,2,1{,1,0)(12  
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 Тогда: 1) Математическое ожидание M интеграль-
ной оценки )(2

1 xp   при увеличении объема эксперимен-
тальных данных сходится к искомой функции квадрата 
плотности вероятности ,)(2 xp т.е. справедлива формула 
асимптотической несмещенности оценки  )(2

1 xp : 

(4)   ;0)()(lim 22
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n
                                        

2) Имеют место сходимость в среднеквадратическом для 
оценки квадрата плотности  )(2

1 xp : 
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и состоятельность оценки квадрата плотности )(2
1 xp , т.е. 

справедливо предельное соотношение 
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 Доказательство. Так как  
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то для доказательства формулы (4) достаточно показать, 
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 С помощью интегральной оценки (3) имеем 
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где .)(
c

xuxx
i

i 
  

 Согласно определению математического ожидания 
для первого слагаемого в (8) имеем 
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 Так как выборка независимых наблюдений 
 nix i ,1,   из генеральной совокупности есть наблюдения 
одной и той же случайной величины, то  

.)()(...)()( 21 tpxpxpxp n   
 Поэтому 
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 В последнем выражении производим замену пере-
менных 

.,,)( zdctdzcuxtz
c
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 Отсюда получаем, что 
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 Теперь функцию )( zcuxp   разложим в ряд 
Тейлора в точке х : 

 )()()()( )1( xpzcuxpzcuxp  

  ,,...)(
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где )()( xp k  производная k ого порядка функции )(xp . 
 Тогда имеем 
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 Из условий теоремы следует, что 
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 Для второго слагаемого в (8) имеем 
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 Подстановка формул (10) и (11) в (8) и учет мало-
сти величин ),( 44 c  дают 
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 Переход к пределу при n  в (12) дает (7). 
 Итак, мы доказали асимптотическую несмешен-
ность интегральной оценки ,)(2

1 xp  т.е. доказана справед-
ливость формулы (4). 
 Теперь докажем, что математическое ожидание 
интегральной оценки )(4

1 xp  при увеличении объема экспе-
риментальных данных сходится к искомой функции плот-
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ление математического ожидания 
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 Для второго слагаемого в (14) используем опреде-
ление математического ожидания 
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 Для третьего слагаемого в (14) используем опреде-
ление математического ожидания 
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Для четвертого слагаемого в (14) имеем оценку 
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 С учетом формул (15) - (18) из (14) получаем 
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Переходя к пределу в (19) при n , в силу усло-
вий теоремы, получаем (13).  
 С помощью формулы (13) покажем, что имеет 
место сходимость в среднеквадратическом для оценки 
плотности )(2

1 xp . Так как 

(20)   
222

1 )()( xpxpM  
  )()()(2)( 422

1
4
1 xpxpxpxpM  

    ,)()()(2)( 422
1

4
1 xpxpxpMxpM   

то, переходя к пределу в (20) при n , с учетом (7) и 
(13) получаем (5): 

  


222
1 )()(lim xpxpM

n
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 Поскольку )(2

1 xp  является асимптотически несме-

щенной оценкой )(2 xp  и сходится в среднеквадратиче-
ском, то она обладает свойством состоятельности, т.е. 
справедлива формула (6). Теорема доказана. 
 Обращаемся к формуле (20). Подставляя (12) и (19) 
в (20) и пренебрегая слагаемыми малости некоторых вели-
чин, получаем 

(21)   






























 )(21~)()( 30,2

3
0,

3
4

222
1 xpbb

cn
xpxpM  





















 )()(

2
3 )2(3

2
0,

3
4

22,
3
4

22 xpxpbcba  

   )()(2 )2(222,222 xpxpcba  

    .)()()(
22)1(22)2(222





  xpaxpxpca  

 Для определения условий сходимости на всей об-
ласти изменения х  проинтегрируем (21) 
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где 

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D
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 




  ....,6,4,2,0,, kzdzzb kk  

 Величина критерия (22) представляет собой меру 
близости между искомой плотностью  вероятностей )(2 xp  
и ее интегральной оценкой )(2

1 xp . При конечном объеме 
выборки (22) зависит от коэффициента размытости с  и 
ядерных функций .)(,)( uhu  
 
4. Анализ свойств статистики )(2

1 xp . 
 Проведем для конкретных условий анализ асимпто-
тических выражений относительно среднеквадратической 
ошибки аппроксимации  

(23) 
 
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),,(

4
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1





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






xdxp

xdxpxpM
cnW                                 

где числитель в (23) определяется из (22). Исследуем  
зависимость функции ),,( cnW  от значения параметра .  

С этой целью рассмотрим: 1) ;)
2

,,(),(1
сcnWcnW    2) 

),,(),(2 сcnWcnW   и  3) .)2,,(),(3 сcnWcnW     
 В качестве ядерной функции )(uh  берем ступенча-
тую функцию  
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1
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3
1)( uduhua  

 В качестве коэффициента размытости с  в (23) 
берем оптимальный коэффициента размытости [4] 

(24)   .)(5
12)2(0,2







 xpnbc                                         

 В качестве восстанавливаемой плотности вероятно-
сти рассмотрим нормированную функцию Лапласа 
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 В качестве ядерной функции )(z  будем использо-
вать оптимальное ядро Епанечникова [1] 
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
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 Ниже в рисунке 1 изображена зависимость средне-
квадратической ошибки аппроксимации (23) от объемов 
статистических данных при различных значениях парамет-
ра  . Из этого рисунка видно, что среднеквадратическая 
ошибка аппроксимаций (23) становится малым для боль-
ших значений n  и стремится к нулю при n . Средне-
квадратическая ошибка аппроксимации (23) при  с  
стремится к нулю быстрее, чем при с . Самый плохой 
результат получился при с . 
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Рис. 1. Зависимость среднеквадратической ошибки аппрокси-
мации (23) от объемов статистических данных при различных 

значениях параметра  . 

4. Заключение. 
Интегральная оценка плотности вероятности ис-

пользуется при построении обучающихся алгоритмов 
синтеза и анализа структуры сложных систем в условиях 
априорной неопределенности. 
 В данной работе доказано, что 1) математическое 
ожидание интегральной оценки )(2

1 xp   при увеличении 
объема экспериментальных данных сходится к искомой 
функции квадрата плотности вероятности ;)(2 xp  2) имеют 
место сходимость в среднеквадратическом для интеграль-
ной оценки квадрата плотности  )(2

1 xp  и состоятельность 

оценки квадрата плотности )(2
1 xp . 

 Вычислительная эффективность непараметрических 
алгоритмов обработки информации, основанных на инте-
гральных оценках квадрата плотности вероятности, во 
многом определяется объемом статистических данных и 
значением параметра  . В условиях большого объема 
выборки оптимальным образом улучшаются аппроксима-
ционные свойства статистики, когда параметр   равняется 
оптимальному коэффициенту размытости (24). 
 Автор выражает свою благодарность профессору А. 
В. Лапко за полезные советы при обсуждении работы. 
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INTEGRAL ESTIMATES OF QUADRATE OF THE 
PROBABILITY DENSITIES AND ITS PROPERTIES  

 
Tursun Yuldashev, Siberian state aerospace university, Krasnoyarsk, 
Cand.Sc., assistant professor (tursunbay@rambler.ru). 
 

Abstract: It is considered in this article the methods of inte-
gral estimates of quadrate of the probability densities. In the case of 
a limited volume of training sample the nonparametric estimates of 
quadrate of the probability densities of Rosenblatt - Parzen type may 
be unsmooth.  The integral estimates are smoothed these estimates 
of probability densities in order to improve their approximation 
properties. By the aid of two positive normalized and symmetric 
kernel functions it is studied the asymptotic properties of the integral 
estimates of quadrate  of the probability densities.  It is tested the 
convergence of integral estimates of the probability densities with 
increasing amount of experimental data to the desired probability 
density. It is proved the asymptotic unbiasedness and RMS (mean 
squared) convergence of integral estimates of quadrate  of the 
probability densities. It also establishes the asymptotic viability of 
the integral estimates of the probability densities with increasing 
amount of experimental data. 
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