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Исследуются структурные свойства линейных многомерных 
динамических систем при действии внешних возмущений в 
задаче слежения за заданными траекториями выходных пере-
менных. Предполагается, что именно выходные переменные 
подлежат измерениям, а компоненты вектора возмущений 
являются неконтролируемыми гладкими ограниченными функ-
циями времени. Сформулирован критерий разрешимости зада-
чи в терминах выходного отображения. Разработана пошаго-
вая процедура приведения математической модели исходной 
системы к совместной блочно-канонической форме управляе-
мости и наблюдаемости относительно выходных переменных. 
На основе полученной формы разработаны декомпозиционные 
процедуры синтеза обратной связи, включающие решение 
задачи наблюдения и собственно управления относительно 
одних и тех же координатных базисов, обеспечивающие асим-
птотическую сходимость к заданным траекториям. 
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Введение 

В работе изучается задача слежения за заданными траекто-
риями выходных переменных объекта автоматического управле-
ния при действии внешних неконтролируемых возмущений. 
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Построение регуляторов по обратной связи, обеспечивающих 
инвариантность к действию возмущений включает следующие 
этапы: 1) изучение природы имеющихся неопределенностей; 2) 
анализ разрешимости задачи, т.е. установление принципиальной 
возможности обеспечить инвариантность выходных сигналов; 3) 
выбор закона управления и его параметров с учетом технологи-
ческих требований к качеству установившихся режимов и аппа-
ратурных возможностей. 

Развитый раздел теории инвариантности составляют мето-
ды динамической компенсации и адаптивного управления [9–12, 
18], основанные на расширении пространства состояния за счет 
введения модели экзогенной системы, описывающей динамику 
имеющихся неопределенностей, и использовании ее переменных 
для синтеза обратной связи. Как быть, если данная модель в 
принципе не может быть построена или не только параметры, но 
и структура данной модели существенно меняются в процессе 
эксплуатации? В такой ситуации приходится обращаться к 
классическим способам подавления действия внешних возмуще-
ний различной природы – так называемым «силовым» методам с 
использованием больших коэффициентов усиления или разрыв-
ных управлений, функционирующих в скользящем режиме [14]. 
Однако, благополучные в теории, данные методы не находят 
широкого применения на практике, поскольку для их реализа-
ции требуются или значительные ресурсы управления, или 
необходимость в специальной аппаратурной реализации. 

В данной работе для решения задачи инвариантности ис-
пользуется альтернативный подход, основанный на введении в 
контур обратной связи наблюдателей состояния на скользящих 
режимах. Данный класс наблюдателей, реализуемых в вычисли-
тельной среде, при определенных условиях позволяет решить 
задачу оценивания не только неизмеряемых фазовых перемен-
ных, но и имеющихся неопределенностей [6, 7], что позволяет 
синтезировать комбинированное управление [10] для компенса-
ции действия неопределенностей.   

Работа имеет следующую структуру. В разделе 1 приводит-
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ся описание математической модели объекта управления, фор-
мулируется постановка задачи. В разделе 2 исследуется структу-
ра выходного отображения оператора объекта управления, 
формализуется критерий существования совместной блочно–
канонической формы управляемости и наблюдаемости линей-
ных систем с учетом возмущений рассматриваемого класса 
(СБКФ), что является предпосылкой разрешимости задачи сле-
жения. Заранее ориентируясь на предполагаемую высокую 
размерность задачи, в разделе 3 разработана пошаговая проце-
дура трансформации математической модели исходной системы 
в СБКФ, что позволяет декомпозировать задачу уже на этапе 
анализа. На основе СБКФ в разделе 4 в рамках блочного подхо-
да [4, 13] разработана декомпозиционная процедура синтеза 
комбинированной обратной связи по состоянию и по возмуще-
нию, которая сводится к последовательно решаемым элементар-
ным подзадачам стабилизации и обеспечивает асимптотическую 
сходимость выходных сигналов к заданным траекториям инва-
риантно к внешним возмущениям. Для информационной под-
держки разработана процедура синтеза наблюдателей состояния 
на скользящих режимах, позволяющих за теоретически конечное 
время решить задачу непосредственного оценивания состав-
ляющих базового закона управления, что существенно упрощает 
структуру регулятора. В работе органично используются основ-
ные методы декомпозиции сложных систем. На этапе анализа – 
объектная (структурная) декомпозиция с целью представить 
исходную систему в виде эквивалентных подсистем вход–выход, 
допускающих раздельное рассмотрение. На этапе синтеза – 
задачно-ориентированная (функциональная) декомпозиция 
формирования обратной связи, а также временная декомпози-
ция, обеспечивающая различные режимы работы системы.  

1. Модель объекта управления. Постановка задачи  

Рассматривается линейная математическая модель объекта 
автоматического управления вида  
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(1) ,, 1 DxyQBuAxx =++= η&  

где nRXx ⊂∈  – вектор состояния, 0
11

mRYy ⊂∈  – вектор вы-
ходных (измеряемых и регулируемых) переменных, pRu ∈  – 
вектор управляющих воздействий, qRt ∈)(η  – вектор внешних 
возмущений, компоненты которого предполагаются неизвест-
ными гладкими ограниченными функциями времени с ограни-
ченными производными в общем случае до )1( −n -го порядка, 

DQBA ,,,  – матрицы с постоянными коэффициентами соответ-
ствующих размерностей. Требования к степени определенности 
оператора объекта управления будут формулироваться по ходу 
изложения. Без ограничения общности полагается, что 

nmD <= 0rank , pB =rank , npm <≤0 .  
Для системы (1) ставится задача синтеза обратной связи 

(которая включает и решение задачи наблюдения неизмеряемых 
координат, и синтез собственно управления), обеспечивающей 
асимптотическую сходимость выходных переменных к задан-
ным траекториям:  
(2) )()(lim 1 tgty

t
=

∞→
. 

Предполагается, что программные траектории 0)( mRtg ∈  
заданы корректно, отражают физику процесса и представлены 
линейно независимыми гладкими ограниченными функциями 
времени с ограниченными производными в общем случае до n -
го порядка, аналитический вид которых не известен. Предполо-
жение о гладкости задающих и возмущающих воздействий 
расширяет класс систем, в которых имеется принципиальная 
возможность обеспечить инвариантность выходных сигналов к 
внешним возмущениям по сравнению со случаем негладких 
возмущений [2, 3, 8]. Задача инвариантности (в отличие от 
постановок, рассматриваемых в [11, 13]) решается без расшире-
ния пространства состояния за счет компенсаторов управляю-
щих, задающих и возмущающих воздействий. Весь объем необ-
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ходимой для синтеза обратной связи информации комплексно 
обеспечивается наблюдателями на скользящих режимах. 

2. Совместная блочно-каноническая форма управ-
ляемости и наблюдаемости  

Конструктивным приемом в решении задачи слежения от-
носительно выходных переменных как линейных, так и нели-
нейных динамических систем является неособое преобразование 
фазовых координат, приводящее к эквивалентным подсистемам 
вход–выход, непосредственно отражающим связи входных и 
выходных переменных и допускающим независимое рассмотре-
ние. Наиболее целесообразной является прямая трансформация, 
которая заключается в получение выходного отображения опе-
ратора объекта управления путем многократного ( µ  раз, где µ  
– максимальная относительная степень, n≤≤ µ1 ) формального 
дифференцирования выходных переменных с целенаправленной 
неособой заменой фазовых координат координатами выходного 
вектора и их производными до комплектации полного управле-
ния с матрицей ранга 0m  [2, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 15–18].  

Будем рассматривать общий случай, когда вектор выходных 
переменных может быть расщеплен на непересекающиеся груп-
пы компонент  
(3) ),...,,(col 112111 µyyyy = , ii py =1dim , 01 ... mpp =++ µ , 
каждая из которых состоит из переменных, имеющих одинако-
вую относительную степень ii =ν , ni ≤≤≤ µν1 , т.е. полное 
управление в соответствующих дифференциальных уравнениях 
относительно iy1  появляется минимум после i  дифференциро-
ваний. Наша цель состоит в трансформации исходной системы 
(1) в соответствующую эквивалентную блочную структуру вход–
выход (СБКФ), на основе которой группы компонент выходного 
вектора 1y  будут регулироваться группами «своих» управляю-
щих координат (или непосредственно, или через цепочку инте-
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граторов), не влияющих на поведение других групп выходных 
координат. Процесс «закрепления» за группами выходных пере-
менных, имеющих различную относительную степень, «своих» 
управляющих воздействий потребует также выполнения неосо-
бой замены координат вектора управления.  

Критерий разрешимости задачи слежения. В системе (1) 
задача слежения относительно выходных переменных в асим-
птотике (2) имеет принципиальное решение тогда и только 
тогда, когда существуют неособые преобразования фазовых 
координат и управляющих воздействий, позволяющих транс-
формировать ее в структурное блочное представление вида 

(4) 
,
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где ),...,,(col )1( −= i
if ηηη & , 

(6) ),,...,(col 11 µµµη xyyfxH x =Λ+ − , 0det ≠xH ,  
т.е. переменные системы (4) – координаты выходного вектора и 
их производные до )1( −µ -го порядка – связаны с фазовыми 
координатами x  неособыми преобразованиями, в которых 
задействованы компоненты вектора возмущений η  и их произ-
водные до )2( −µ -го порядка, ∗== iiiiiy yyyyH )~,(col , 

0det ≠iyH , 1,1 −= µi ,  
(7) iii myy == +1dimdim , lmm =++ µ...0 , nxl =+ µdim , 
(8) iii puy == dim~dim , 01 ... mpp =++ µ , pum =+ +10 dim µ , 
(9) ),,...,(col 11 += µµ uuuuHu , 0det ≠uH ,  
т.е. новые управления iu  являются независимыми линейными 
комбинациями компонент исходного вектора управления u . В 
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общем случае в системе (4) могут отсутствовать любые подблоки 
относительно переменных iy~  по признаку 0=ip . К переменным 
подсистемы (5), которые образуют внутреннюю динамику, 
предъявляется требование ограниченности решений:  
(10) const)( =≤ Xtxµ .  

Если в системе (4)–(5) 0dim =µx , то будем называть ее 
полной СБКФ системы (1), если при 0dim ≠µx  условие (10) 
выполняется, то неполной СБКФ.  

Блочно-каноническая форма (4) является совместной фор-
мой управляемости и наблюдаемости относительно выходных 
переменных в силу двойной функции, которую выполняют 
векторы 1+iy  в подблоках относительно переменных iy : 

– с одной стороны, при решении задачи наблюдения они 
подлежат оцениванию на i -м шаге и трактуются как фиктивный 
выход полной размерности для )1( +i -го блока [7]; 

– с другой стороны, в задаче слежения они трактуются как 
фиктивные управления полной размерности [4, 13], целенаправ-
ленно выбираемые для обеспечения требуемой динамики iy . 
Требуемая же динамика компонент iy~  обеспечивается непосред-
ственно с помощью выбора истинных управлений iu . 

Структура СБКФ (4) отражает каналы действия управляю-
щих воздействий iu  ( µ,1=i ) на выходные переменные 

)~,(col 1111 yyyH y = : 1
~y  полностью управляются посредством 

«своих» истинных 1u , 1y  – посредством фиктивных управлений 

2y , которые, в свою очередь, полностью управляются посредст-
вом «своих» истинных 2u  и фиктивных управлений 3y , и т.д., 
и, наконец, переменные µy  полностью управляются «своими» 
истинными управлениями µu . Таким образом, выходные пере-
менные 1y  не рассматриваются как фиктивные управления и 
будут отрабатывать «свои», а не «чужие» задающие воздействия, 
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что является предпосылкой разрешимости задачи слежения. 
Существенно, что в системе (4) выполняется условие инвари-
антности [11], так как все неопределенности сосредоточены в 
пространстве истинных управлений, что, в предположении об их 
гладкости, было достигнуто путем их многократного дифферен-
цирования и задействования в неособых преобразованиях. 

Особенность структуры СБКФ (4) позволит на ее основе 
синтезировать и задачу наблюдения, и задачу собственно управ-
ления относительно одного и того же координатного базиса, т.е. 
не потребуется выполнять в реальном времени прямых и обрат-
ных преобразований координат, что существенно упростит 
структуру регулятора. 

Условия существования СБКФ, ее полнота и техническая 
реализуемость обусловлены структурными свойствами операто-
ра объекта управления (1) и зависят от ранговых соотношений 
тройки матриц )),(( BAD . С целью выявить возможность 
трансформации исходной системы (1) в СБКФ, проведем анализ 
выходного отображения. Составим избыточную систему путем 
формального дифференцирования выходных переменных n  раз. 
Специфика построения выходного отображения заключается в 
том, что операции дифференцирования не предполагают порож-
дение производных управляющих воздействий, а именно: 
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или в общем виде 
(11) nfQuBxAY ++= ,  

где ))(),...,(),(),((col 211 tytytytyY n&&&= , )1(0 +∈ nmRY , nnmRA ×+∈ )1(0 , 
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pnmRB ×+∈ )1(0 , qnnmRQ ×+∈ )1(0 , ),...,,(col )1( −= n
nf ηηη & ,  
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здесь и далее O  – нулевая матрица соответствующей размерно-
сти. С учетом введенных обозначений i -ые ( 1,1 −= ni ) уравне-
ния системы (11) имеют вид BuADyy i

ii
1

1
−

+ +=& . 
Прообраз СБКФ (4) – это nlm ≤≤0  ( µmml ++= ...0 ) диф-

ференциальных уравнений системы (11) относительно перемен-
ных lRy ∈ , Yy ⊂ , которые определяются путем последова-
тельного «наращивания» базисных строк матриц )( BA  так, 
чтобы поставить в соответствие: всем компонентам вектора 

0
1

mRy ∈  линейно независимые комбинации компонент вектора 
управления u  ранга 0m ; всем переменным вектора lRy ∈  ли-
нейно независимые комбинации компонент вектора x  ранга l . 

Критерий существования СБКФ. Если оператор линейной 
стационарной системы (1), где qRt ∈)(η  – гладкие функции 
времени, ≤= 0rank mD npB <=rank , удовлетворяет условиям: 

1) 0rank mB =µ ; 2) ,)(rank 0 lmBA +=µ  nlm ≤≤0 , 

где 





















=

− BDA

DAB
DB

B

1

...
µ

µ , 

























=

−

−−

BDAO

BDADA

DBDA
OD

BA

1

21

...)(

µ

µµ
µ , n≤≤ µ1 , 

то существуют неособые преобразования (6), (9), позволяющее 
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представить систему (1) в виде СБКФ (4)–(5). 
Действительно, первое условие критерия, т.е. выполнение в 

системе (11) условия 
(12) 0rank mB ≥   
является необходимым для существования неособой замены 
координат вектора управления (9) и обеспечения 0m  выходных 
переменных «своими» управляющими воздействиями. В про-
тивном случае часть выходных переменных (размерности 

Bm rank0 − ) будет вынуждена отрабатывать «чужие» задающие 
воздействия, что противоречит постановке задачи. 

Исследуем структуру матрицы B , последовательно нара-
щивая ее блоки, определяя их совместный ранг и фиксируя 
базисные строки до набора 0m  базисных строк: 

0111 rank, mpBDBB <== ,  

0212
1

2 rank, mppB
DAB
B

B <+=







= , …,  

(13) 0111

1 ...rank, mpppB
BDA

B
B =+++=










= −−

−
µµµµ

µ
µ , n≤≤ µ1 , 

где maxνµ =  – максимальная относительная степень, при этом 
любое из чисел ip  (кроме µp ) может быть равно нулю по при-

знаку 111 ...rankrank −− ++== iii ppBB .  
Полученное структурное представление верхних блоков 

матрицы B  ( pBm ≤≤ rank0 ), т.е. ее 0m  линейно независимых 
строк, которые включают 1p  сток матрицы DB , 2p  строк мат-

рицы DAB ,…, µp  строк матрицы BDA 1−µ , обуславливает 
расщепление вектора выходных переменных на непересекаю-
щиеся группы компонент (3). Соответствующая расщеплению 
(3) цепочка интеграторов (уравнения относительно части пере-
менных избыточной системы (11) Yy ⊂ ), имеет размерность 
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(14) npppl ≤+++= µµννν ...2211 . 
Если nl < , то останутся несвязанные переменные x  раз-

мерности ln − , определяющие внутреннюю динамику СБКФ. 
Второе условие критерия определяет существование неосо-

бого преобразования (6), т.е. однозначного соответствия между 
l  фазовыми координатами исходной системы (1) с выходными 
переменными 1y  и частью их производных (11) по следующей 
схеме: со всеми 0m  переменными вектора 1y , с 110 mpm =−  
переменными вектора 2y , с 221 mpm =−  переменными вектора 

3y , …, с µµµµ pmpm ==− −−− 112  переменными вектора 1−µy .  

В тривиальной ситуации, когда 0=∀ ip  ( 1,1 −= µi ) и 

0mp =µ , т.е. все компоненты выходного вектора имеют одина-
ковую относительную степень µν =max  и 0ml µ= , преобразова-
ние (6) существует тогда и только тогда, когда матрица A  рас-
ширенной системы (11) имеет следующую структуру:  

 000 rank, mADA == , 001
0

1 rank, mmA
DA
A

A +=







= , …,  

 011

2
1 rank, mA

DA

A
A µµµ

µ
µ =










= −−

−
− . 

В нетривиальной ситуации требуется совместное рассмот-
рение матриц 1−µA  и µB . Неособое преобразование (6) сущест-
вует тогда и только тогда, когда структура данных матриц соот-
ветствует указанной выше схеме трансформации, а именно 
 000 )(rank),()( mBAODBA == , 

 )()rank(,
)(

)( 1101
0

1 pmmBA
DBDA
BA

BA ++=







= ,  

 011 mpm =+ ; 









=

DABDA

BA
BA

2
1

2
)(

)( , 
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 )()()rank( 221102 pmpmmBA ++++= , 122 mpm =+ ,…, 

 









=

−−

−
−

BDADA

BA
BA

21

2
1

)(
)(

µµ

µ
µ ,  

 )(...)()rank( 111101 −−− +++++= µµµ pmpmmBA , 

 211 −−− =+ µµµ mpm , ,
)(

)(
1

1











=

−

−

BDAO

BA
BA

µ

µ
µ  

(15) lmppmpmmBA +=++++++= −− 011110 )(...)()rank( µµµµ ,  
 1−= µµ mp . 
В противном случае, когда при определении ранга матрицы 

iBA )(  возникает ситуация 1−<+ iii mpm  ( 1,1 −= µi ), тогда 
часть выходных переменных размерности 0)(1 >+−− iii pmm  
теряют связь со «своими» управляющими воздействиями, т.е. 
становятся неуправляемыми в контексте задачи слежения. Си-
туация 1−>+ iii mpm  ( 1,1 −= µi ) невозможна в силу структуры 
матрицы наблюдаемости A  [1]. Построения (15), по сути, озна-
чают выделение наблюдаемого подпространства пары ),( AD , 
не принадлежащего пространству управления, а именно, базиса 
матрицы 1−µA , ортогонального базису матрицы 1−µB . 

Таким образом, СБКФ  – упорядоченное выходное отобра-
жение (11), которое при выполнении условий (13)–(15) может 
быть представлено в виде системы взаимосвязанных блоков 
(цепочек интеграторов), переменные которых являются укоро-
ченными (линейно независимыми) и преобразованными неосо-
бым образом (6) производными компонент вектора выходных 
переменных 1y  с выполнением согласованной неособой замены 
координат вектора управляющих воздействий (9).  

Отметим, что формализация в общем виде матриц неособых 
преобразований (6), (9), позволяющих непосредственно полу-
чить СБКФ из системы (1), в принципе выполнимая, но небла-
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годарная работа. Во-первых, потребуется предварительная 
проверка условий (13)–(15), что в случае системы большой 
размерности достаточно трудоемко. Во-вторых, практически все 
известные неособые преобразования линейных систем в те или 
иные канонические формы требуют точного знания параметров. 

В следующем разделе в рамках блочного подхода разрабо-
тана пошаговая процедура трансформации системы (1) в СБКФ 
(4)–(5), что позволяет декомпозировать задачу уже на этапе 
анализа – проверка условий (13)–(15), процедуры замены пере-
менных и преобразований подобия последовательно выполня-
ются в подсистемах размерности im . 

3. Процедура конструктивного анализа 

В данном разделе разработана пошаговая процедура анали-
за разрешимости задачи и приведения исходной системы (1) к 
СБКФ (4)–(5). Каждый i -й ( µ,1=i ) шаг процедуры состоит в 
общем случае из следующих операций: 

П1 – получение дифференциального уравнения относитель-
но переменных 1−∈ im

i Ry  ( i -го блока СБКФ) и его анализ; 
П2 – приведение i -го блока к регулярной форме относи-

тельно истинного управления (выделение ip  базисных строк 
матрицы B  (11) и обнуление линейно зависимых строк), что 
позволяет сформировать линейные комбинации i -х производ-
ных выходных переменных im

i Ry ∈+1  ( 1−≤ ii mm ), подлежащих 
повторному дифференцированию; 

П3 – закрепление за i -й группой выходных переменных 
«своих» управляющих воздействий с неособой заменой коорди-
нат вектора управления (при 0≠ip ); 

П4 – аннулирование в непреобразованной подсистеме 
управлений, закрепленных за j -ми ( ij ,1= ) группами выход-
ных переменных. 
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На каждом шаге комплексно проверяется критерий сущест-
вования СБКФ (4)–(5): условие А (все фазовые переменные x  
будут преобразованы в новые переменные iyy ,...,1 , 1−∈ im

i Ry ); 
условие В (все группы выходных переменных будут обеспечены 
«своими» группами истинных управлений); условие С (пролон-
гация процедуры на следующий шаг), а именно  

nmm i =++ −10 ...  (A i *), nmm i <++ −10 ...  (A i **);  
pmpp i ≤=++ 01 ...  (В i *), 01 ... mpp i <++  (В i **); 

1−<+ iii mpm  или 1−=+ iii mpm , ppp i =++ ...1  (С i *), 

1−= ii mm , 0=ip  (С1**),  

1−=+ iii mpm , ppp i <++ ...1 , 0>ip  (С1***). 
Процедура заканчивает на i -м шаге в следующих случаях: 
(A i *, В i **); (A i **, В i **, С i *)  – СБКФ не существует; 
(A i *, В i *) – получена полная СБКФ; 
(A i **, В i *) – получена неполная СБКФ с внутренней ди-

намикой, для которой проверяется условие (10); 
При выполнении условий (A i **, В i **, С i **(С i ***)) про-

цедура пролонгируется на следующий шаг. 
На рис. 1 показана блок-схема процедуры конструктивного 

анализа, «черным квадратом» обозначен конец процедуры. С 
практической точки важно, что при таком пошаговом рассмот-
рении оператора системы (1) появляется возможность выявления 
проблемных (нестационарных или плохо обусловленных) фраг-
ментов матриц и их резервации. Конечный вид системы форми-
руется из отдельных блоков, в ходе процедуры имеется возмож-
ность корректировать построения на каждом шаге, чтобы 
получить добротную конструкцию, тогда как в общем случае 
приходится искать различные варианты реализации (6), (9), 
работая с матрицами избыточной системы (11). Операции, 
связанные с перебором различных сочетаний базисных миноров 
и проверки их обусловленности, образуют дополнительную 
логику, не отраженную на рис.1, но являющуюся неотъемлемой 
частью процедуры.  
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Рис. 1. Блок-схема процедуры конструктивного анализа 
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Процедура трансформации системы (1) в СБКФ (4)–(5) 
Шаг 1. В тривиальном случае процедура может состоять из 

одного шага. Рассмотрим этот случай для однородности изложе-
ния, сняв априорные предположения о ранговых соотношениях 
матриц системы (1), кроме следующего: 0rank 0 ≠= mD . 

А) В системе (1) выполняется одно из условий: 
(А1*) nm =0  ( )dimdim 1 xy = , 
(А1**) nm <0  ( )dimdim 1 xy < . 

Переходим к первой операции, которая в зависимости от 
указанных вариантов имеет следующую реализацию. 

А1*, П1) Все компоненты вектора состояния x  связаны вза-
имнооднозначным соответствием с компонентами вектора вы-
ходных переменных 1

1yDx −= , 0det
00

≠×mmD . После дифферен-
цирования и обратной подстановки имеем  
(16) η111111 QuByAy ++=& , 
где 1

11
−= DADA , DBB =1 , DQQ =1 . Анализ оператора системы 

(16) позволяет сделать вывод о разрешимости поставленной 
задачи слежения.  

В) Обозначим ppB ≤= 11rank . В системе (16) выполняется 
одно из условий: 
(В1*) 01 mp =  ( 11 dimrank yB = ), 
(В1**) 01 mp <  ( 11 dimrank yB < ). 

В случае (A1*, В1*) все компоненты выходных переменных 
обеспечены своим управляющим воздействием, получена полная 
СБКФ, состоящая из одного блока (16), на основе которой пере-
ходим к задаче синтеза обратной связи.  

В случае (A1*, В1**) часть выходных переменных размер-
ности )rank( 10 Bm −  не обеспечена истинным управлением и 
будет вынуждена отрабатывать «чужие» задающие воздействия. 
Процедура заканчивается, СБКФ не существует.   

А1**, П1) Перегруппируем компоненты вектора состояния 
),~(col 11 xxx = , 0

1
~ mRx ∈ , 0

1
mnRx −∈  так, чтобы в линейном раз-
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ложении 1121111
~ xDxDDxy +==  выполнялось условие 0det 11 ≠D , 

что позволяет установить взаимнооднозначное соответствие 
между выходными переменными и координатами вектора со-
стояния 1

~x :  

 







=









1

1

1

1
11

~

x
y

x
x

Hx a , 







=

− 0

1211
11

mnIO
DD

H , 0det 11 ≠H , 

здесь и далее I  – единичная матрица указанной размерности. 
Представим систему (1) в виде двух подсистем 

(17) 
,
,

11111111

11111111

η
η

RuSxGyCx
QuBxDyAy

+++=
+++=

&

&
 

где 







=−

111

1111
1111 GC

DA
AHH , 








=

1

1
11 S

B
BH , 








=

1

1
11 R

Q
QH .  

Далее в первом уравнении (17) выполняется комплексный 
анализ матриц 11 , BD  в контексте решаемой задачи. 

В) В первом уравнении (17) выполняется одно из условий: 
(В1*) или (В1**). В случае (A1**, В1*) все компоненты выход-
ных переменных «обеспечены» своим управляющим воздействи-
ем, получена неполная СБКФ, переходим к проверке работоспо-
собности (10) системы (17). В случае (A1**, В1**) приступаем к 
проверке следующего условия. 

С) В первом уравнении (17) выполняется одно из условий:  
(С1*) ( ) 011rank mBD <  или ( ) 011rank mBD =  и pp =1 , 
(С1**) 011 rankdim mDy ==  01 =p , 
(С1***) ( ) 011111 rankdim mpmBDy =+==  и pp << 10 . 

В первом варианте (С1*) часть выходных переменных не 
обеспечивается фиктивным управлением, в качестве которого 
рассматриваются фазовые переменные 1x , а во втором – уже 
фиктивные управления 1x  не обеспечены истинным управлени-
ем. Процедура заканчивается, СБКФ не существует.  

В случаях (С1**), (С1***) все выходные переменные обес-
печены фиктивным и/или истинным управлением.  
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Результат первого шага в случае (A1**, В1**, С1**). В 
системе (17) OB =1 , т.е. весь вектор первых производных вы-
ходных переменных подлежит повторному дифференцирова-
нию. Для единообразия изложения обозначим  

η1111112 QxDyAy ++= , где 11 : DD = , 11 dimrank yD =  первая 
подсистема системы (17) примет вид первого блока СБКФ 

21 yy =& . Переходим на второй шаг процедуры, где аналогичные 
построения применяются для второй подсистемы (17) с фиктив-
ным выходом 1

2
mRy ∈ , 01 mm = .  

В случае (A1**, В1**, С1***) выполняем аннулирующие 
преобразования, которые позволят непосредственно сформиро-
вать комбинацию производных выходных переменных 1y& , 
которые не зависят от управления и подлежат второму диффе-
ренцированию.  

П2) В соответствие с логикой изложения, преобразования 
данного пункта выполняются, когда 010 mp << .  

С помощью перестановки строк выполним следующее рас-
щепление первой подсистемы (17): 

(18) 









=

1

1
1 ~B

B
B

)

, 







=

1

1
1 ~y

y
y

)

, 









=

11

11
11

A

A
A (

)

, 









=

1

1
1 ~D

D
D

)

, 









=

1

1
1 ~Q

Q
Q

)

, 

где 1111
~dim~rankrank pyBB === , 1101dim mpmy =−=) .  

Обнулим линейно зависимые строки матрицы 1B  с помо-
щью неособой замены переменных 1111

~yByy ∗−= ) , где 111
~ BBB

)
=∗ , 

и выполним соответствующие преобразования подобия: 

(19) ∗=







=








1

1

1

1

1
121 ~~ y

y
y

y
y

Hy
)

a , 












 −
=

∗
−

1

10 1
12

p

pm

IO

BI
H , 0det 12 ≠H , 











=











11

1

11

11
12 ~~~~ BD

OD

BD

BD
H

))

, 









=










−

11

111
12

11

11
12 ~A

A
H

A

A
H (

)

, 









=











1

1

1

1
12 ~~ Q

Q

Q

Q
Н

)

, 

11
1

1211 CHC =− , +∗ = 111
~BBB

)
 – реализация аннулирующей матрицы, 
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где 1
1111 )~~(~~ −+ = TT BBBB  – псевдообратная матрица матрицы 1

~B . 
Неособые преобразования не изменяют ранга матрицы, а имен-
но: ( ) 11101111 dimrankrank ymDmpmBD ==⇒=+= , 01 ≠m . 

Отметим, что если в расщеплении (18) 
(20) OB =1

)
,  

то неособая замена переменных (19) не выполняется. Для едино-
образия изложения будем полагать, что в этом случае 12H  с 
точностью до перестановок столбцов равна единичной матрице.  

П3) Во втором подблоке (19) 1p  координат вектора управ-
ления, соответствующих базисным столбцам матрицы 1

~B , фик-
сируются в качестве управляющих воздействий для 1p  компо-
нент вектора 1

~y  с помощью неособой замены 11
~ uuB = , а именно 

(21) 







=








∗∗
2

1

2

1
13

~

u
u

u
u

Hu a , 









=

− 1

1211
13

~~

ppIO
BB

H , )~~(~
12111 BBB = , 

0~det 11 ≠B , 0det 13 ≠H , ,,,~ 11
211

ppp RuRuu −∗ ∈∈  
)~(~~

2121
1

111 uBuBu −= − , 
1

1
131

~
pIHB =− , )( 111

1
131

∗− = SPHS . 
В результате преобразований (19), (21) система (17) прини-

мает вид 

(22) 

,

,~~~~
,

121111111111

11111111

21111111

η

η

η

RuSuPxGyCx

QuxDyAy

yQxDyAy

++++=

+++=

=++=

∗∗∗∗

∗

∗

&

&

&

 

где 1
2

mRy ∈  – сформированные неособым образом (19) линей-
ные комбинации первых производных выходных переменных, 
подлежащие повторному дифференцированию. Тот факт, что 
неособая замена η1111112 QxDyAy ++= ∗ , где 121 dimrank myD ==  
зависит от внешних возмущений, приведет после дифференци-
рования к появлению их производных, что допустимо в рас-
сматриваемом классе систем.  
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П4) С целью исключить из дифференциального уравнения 
относительно 2y  управляющие воздействия 1u , зарезервирован-
ные для переменных 1

~y , введем неособую замену переменных 

(23) 12122
~ˆ yByy −= , 1111121

~
PDAB += , 111111111

~~
yAyAyA +=∗ , 

 







=









2

1

2

1
14 ˆ

~~

y
y

y
y

H , 










−
=

1

1

21
14

m

p

IB

OI
H , 0det 14 ≠H , 1

2ˆ
mRy ∈ . 

Переходим на второй шаг, где аналогичные преобразования 
выполняются для последней подсистемы (22) с фиктивным 
выходом (23), который возьмем за основу изложения как более 
общий случай, по сравнению с (A1**, В1**, С1**). 

Шаг 2. А) На втором шаге с учетом 0rank 11 ≠= mD  выпол-
няется одно из условий:  
(А2*) nmm =+ 10  ( )dimˆdim 12 xy = , 
(А2**) nmm <+ 10  ( )dimˆdim 12 xy < . 

А2*, П1) Все компоненты вектора состояния 1x  связаны 
взаимнооднозначным соответствием с компонентами вектора 

2ŷ : )~ˆ( 11111212
1

11 ηQyAyByDx −−+= ∗− , 0det )(1 11
≠×mmD . После 

дифференцирования и обратной подстановки имеем  
(24) 22222221212 ˆˆ fQuByAyAy +++= ∗∗& , ),(col2 ηη &=f .  

В) Обозначим ppppB ≤+= 2122 ,rank . В системе (25) вы-
полняется одно из условий: 
(В2*) 12 mp =  ( 22 ˆdimrank yB = ), 
(В2**) 12 mp <  ( 22 ˆdimrank yB < ). 

В случае (A2*, В2*) все компоненты выходных переменных 
обеспечены своим управляющим воздействием, получена полная 
СБКФ, состоящая из двух блоков – первые две подсистемы (22) 
и (24), на основе которой переходим к задаче синтеза обратной 
связи. В случае (A2*, В2**) часть выходных переменных раз-
мерности )rank( 21 Bm −  не обеспечена истинным управлением и 
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будет вынуждена отрабатывать «чужие» задающие воздействия. 
Процедура заканчивается, СБКФ не существует.   

А2**, П1) В отличие от замены переменных 11H , начиная 
со второго шага, в неособых преобразованиях участвуют преды-
дущие переменные и внешние возмущения. Перегруппируем 
компоненты вектора состояния ),~(col 221 xxx = , 1

2
~ mRx ∈ , 

10
2

mmnRx −−∈  так, чтобы в линейном разложении −= 1112ˆ yAy  

22222111111
~~ xDxDQyPD +++− η  выполнялось условие 0det 21 ≠D , 

что позволяет установить взаимнооднозначное соответствие 
между переменными (23) и координатами вектора состояния 2

~x :  

(25) 





















=



















 ∗∗

2

2

1

2

2

1

21 ˆ~

x
y

y

x
x

y

H
ηη

, 





















−
=

−− 10

0

2221111111
21

)(

mmn

q

m

IOOO
DDQPDA

OOIO

OOOI

H ,  

где 0det 21 ≠H . После дифференцирования и обратной подста-
новки в силу (25) имеем: 

(26) 
.ˆˆ

,ˆˆ

222121222221212

2222222221212

ηRuSuPxGyCyCx

fQuBxDyAyAy

+++++=

++++=
∗∗

∗∗

&

&
 

В первом уравнении (26) выполняется комплексный анализ 
матриц 22 , BD  в контексте решаемой задачи. 

В) В первом уравнении (26) выполняется одно из условий: 
(В2*) или (В2**). В случае (A2**, В2*) все компоненты выход-
ных переменных «обеспечены» своим управляющим воздействи-
ем, получена неполная СБКФ, переходим к проверке работоспо-
собности (10) системы (26). В случае (A2**, В2**) приступаем к 
проверке следующего условия. 

С) В первом уравнении (26) выполняется одно из условий:  
(С2*) ( ) 122rank mBD <  или ( ) 122rank mBD =  и ppp =+ 21 , 
(С2**) 122 rankˆdim mDy ==  02 =p , 
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(С2***) ( ) 122222 rankˆdim mpmBDy =+== , pppp <+< 212 ,0 . 
В первом варианте (С2*) часть выходных переменных не 

обеспечивается фиктивным управлением, в качестве которого 
рассматриваются фазовые переменные 2x , а во втором – уже 
фиктивные управления 2x  не обеспечены истинным управлени-
ем. Процедура заканчивается, СБКФ не существует.  

В случаях (С2**), (С2***) все выходные переменные обес-
печены фиктивным и/или истинным управлением.  

Результат второго шага в случае (A2**, В2**, С2**). В 
системе (26) OB =2 , т.е. весь вектор первых производных вы-
ходных переменных подлежит повторному дифференцирова-
нию. Для единообразия изложения обозначим 

22222221213 ˆ fQxDyAyAy +++= ∗ , где 22 : DD = , 22 ˆdimrank yD = , 
тогда первое уравнение (26) примет вид второго блока СБКФ 

32ˆ yy =& . Переходим на третий шаг процедуры, где аналогичные 
построения применяются для второй подсистемы (26) с фиктив-
ным выходом 2

3
mRy ∈ , 12 mm = .  

В случае (A2**, В2**, С2***) выполняем аннулирующие 
преобразования, которые позволят непосредственно сформиро-
вать комбинацию вторых производных выходных переменных, 
которые не зависят от управления и подлежат повторному диф-
ференцированию.  

П2) В соответствие с логикой изложения, преобразования 
данного пункта выполняются, когда 120 mp << .  

С помощью перестановки строк выполним (аналогично 
(18)) расщепление первой подсистемы (26) 

(27) 









=

2

2
2 ~B

B
B

)

, 







=

2

2
2 ~ˆ

y
y

y
)

, 









=

22

22
22

A

A
A (

)

, 









=

2

2
2 ~D

D
D

)

 и др., 

где 2222
~dim~rankrank pyBB === , 2212dim mpmy =−=) .  

Обнулим линейно зависимые строки матрицы 2B  с помо-
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щью неособой замены переменных 2222
~yByy ∗−= ) , где 222

~ BBB
)

=∗  
(например, +∗ = 222

~BBB
)

, 1
2222 )~~(~~ −+ = TT BBBB ), и выполним соответ-

ствующие преобразования подобия: 

(28) ∗=







=








2

2

2

2

2
222 ~~ˆ y

y
y

y
y

Hy
)

a , 












 −
=

∗
−

2

21 2
22

p

pm

IO

BI
H , 

0det 22 ≠H , 











=











22

2

22

22
22 ~~~~ BD

OD

BD

BD
H

))

, 









=










−

22

221
22

22

22
22 ~A

A
H

A

A
H (

)

, и др., 

где ( ) 22212222 dimrankrank ymDmpmBD ==⇒=+= , 02 ≠m . 
Если в расщеплении (27) OB =2

)
, то неособая замена пере-

менных (28) не выполняется. Для единообразия изложения 
будем полагать, что в этом случае 22H  с точностью до переста-
новок столбцов равна единичной матрице.  

П3) Во втором подблоке (28) 2p  координат вектора управ-
ления ∗

2u , соответствующих базисным столбцам матрицы 2
~B , 

фиксируются в качестве управляющих воздействий для 2p  
компонент вектора 2

~y  с помощью неособой замены 222
~ uuB =∗ :  

(29) 







=








∗∗

∗

3

2

3

2
232

~

u
u

u
u

Hu a , 









=

−− 21

2221
23

~~

pppIO
BB

H , )~~(~
22212 BBB = , 

0~det 21 ≠B , 0det 23 ≠H , ,,,~ 212
322

pppp RuRuu −−∗ ∈∈  
)~(~~

3222
1

212
∗− −= uBuBu , 

2

1
232

~
pIHB =− , )( 222

1
232

∗− = SPHS . 
В результате (28)–(29) система (26) принимает вид 

(30) 

.

,~~~~~
,

232222121222221212

222222221212

322222221212

ηRuSuPuPxGyCyCx

fQuxDyAyAy

yfQxDyAyAy

++++++=

++++=

=+++=

∗∗∗∗∗

∗∗

∗∗

&

&

&

 

где 2
3

mRy ∈  – сформированные неособым образом (28) линей-
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ные комбинации вторых производных выходных переменных, 
подлежащие повторному дифференцированию.  

П4) С целью исключить из дифференциального уравнения 
относительно 3y  управляющие воздействия 21, uu , зарезервиро-
ванные для переменных 21

~,~ yy , введем неособую замену  
(31) 23213133

~~ˆ yByByy −−= ,  

 















=

















3

2

1

3

2

1

24

ˆ

~
~

~
~

y
y
y

y
y
y

H , 


















−−

=

1

2

1

3231

24

m

p

p

IBB
OIO

OOI

H , 0det 24 ≠H , 

где 2122131

~
PDAB += , 2222232

~
PDAB += , 121121121

~~
yAyAyA +=∗ , 

222222222
~~
yAyAyA +=∗ . 

Переходим на третий шаг, где аналогичные преобразования 
выполняются для последней подсистемы (30) с фиктивным 
выходом (31), и т.д. На следующих шагах выполняемые преоб-
разования принципиально не отличаются от преобразований 
второго шага, на каждом шаге проверяются условия окончания 
или пролонгации процедуры. Ограничимся ситуацией, когда 
процедура закончится именно на третьем шаге по одному из 
указанных ниже условий.  

Шаг 3 (последний). А) На третьем шаге с учетом 
0rank 22 ≠= mD  выполняется одно из условий:  

(А3*) nmmm =++ 210  ( )dimˆdim 23 xy = , 
(А3**) nmmm <++ 210  ( )dimˆdim 23 xy < . 

А3*, П1) Все компоненты вектора состояния 2x  связаны 
взаимнооднозначным соответствием с компонентами вектора 3ŷ  
(31), 0det )(2 22

≠×mmD . После дифференцирования и обратной 
подстановки имеем  
(32) 33333331321313 ˆˆ fQuByAyAyAy ++++= ∗∗∗& , ),,(col3 ηηη &&&=f .  
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В) Обозначим pppppB ≤++= 32133 ,rank . В системе (32) 
выполняется одно из условий: 
(В3*) 23 mp =  ( 33 ˆdimrank yB = ), 
(В3**) 23 mp <  ( 33 ˆdimrank yB < ). 

В случае (A3*, В3*) все компоненты выходных переменных 
обеспечены своим управляющим воздействием, получена полная 
СБКФ, состоящая из трех блоков – первые две уравнения систем 
(22), (30) и (32), на основе которой переходим к задаче синтеза 
обратной связи.  

В случае (A3*, В3**) часть выходных переменных размер-
ности )rank( 32 Bm −  не обеспечена истинным управлением и 
будет вынуждена отрабатывать «чужие» задающие воздействия. 
Процедура заканчивается, СБКФ не существует. Для решения 
поставленной задачи требуется аппаратная доработка системы, а 
именно, ввод в систему (32) дополнительных каналов управле-
ния так, чтобы обеспечить (В3*). 

А3**, П1) Перегруппируем компоненты вектора состояния 
),~(col 332 xxx = , 2

3
~ mRx ∈ , 210

3
mmmnRx −−−∈  так, чтобы в линейном 

разложении ++−+−= 22222222212121213
~~ˆ fQyPDyAyPDyAy  

332331
~ xDxD ++  выполнялось условие 0det 31 ≠D , что позволяет 

установить взаимнооднозначное соответствие между перемен-
ными (32) и координатами 3

~x  вектора состояния. Соответст-
вующее неособое преобразование 31H , 0det 31 ≠H , в котором 
задействованы внешние возмущения и их первые производные, 
аналогично (25). После дифференцирования и обратной подста-
новки имеем: 

(33) 
.ˆ

,ˆˆ

2333232131333332321313

3333333332321313

fRuSuPuPxGyCyCyCx

fQuBxDyAyAyAy

+++++++=

+++++=
∗∗∗

∗∗∗

&

&
 

В) В первом уравнении (33) выполняется одно из условий: 
(В2*) или (В2**). Сделанное предположение, что процедура 
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закончится на третьем шаге, означает, что в случае (A2**, В2**) 
выполняется условие  
(С3*) ( ) 233rank mBD < ; ( ) 233rank mBD = , pppp =++ 321 , 
которое означает, что СБКФ не существует, так как в первом 
варианте часть выходных переменных не обеспечивается фик-
тивным управлением, в качестве которого рассматриваются 
фазовые переменные 3x , а во втором – уже фиктивные управле-
ния 3x  не обеспечены истинным управлением. Для решения 
поставленной задачи требуется аппаратная доработка системы: 
либо ввод в первое уравнение системы (33) дополнительных 
каналов управления так, чтобы обеспечить (В3*); либо ввод 
дополнительных внутренних связей, обеспечивающих 

( ) 233rank mBD = , и дальнейшее исследование системы (33). На 
практике выбирают наиболее реализуемый вариант, вплоть до 
корректировки цели управления (2). 

В случае (A3**, В3*) все компоненты выходных перемен-
ных «обеспечены» своим управляющим воздействием, для их 
фиксации аналогично (29) выполняется неособое преобразова-
ние 333 uuB =∗ : 

 







=







∗

4

3

4

3
333

~

u
u

u
u

Hu a , 









=

−−− 321

2
3

1
3

33
ppppIO

BB
H , )( 2

3
1
33 BBB = , 

0det 1
3 ≠B , 0det 33 ≠H , ,,,~ 3213

433
ppppp RuRuu −−−∈∈  

3

1
333 pIHB =− , )( 3433

1
333 PPHS =− . 

В результате получена неполная СБКФ системы (1), которая 
в общем случае (при пролонгации первых двух шагов по при-
знаку (A**, В**, С***)) и с учетом выполненных замен перемен-
ных имеет вид, соответствующий (4)–(5), а именно 

 ,~~~~, 21131

3

1
1121 fQuxDyAyyy

j
jj +++== ∑

=

∗&&  

(34) ,~~~~, 22232

3

1
2232 fQuxDyAyyy

j
jj +++== ∑

=

∗&&  
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,33333

3

1
33 fQuxDyAy

j
jj +++= ∑

=

∗∗&  

(35) ,23

4

1
333

3

1
33 fRuPxGyCx

j
jj

j
jj +++= ∑∑

==

∗&  

где ∗= 33 :ˆ yy , для простоты изложения оставлены прежние обо-
значения матриц, изменившихся в результате выполнения пре-
образований подобия; с учетом 12H  (19), 14H  (23), 22H  (28), 

24H  (31) имеем 

(36) 1121 yHy =∗ , 










+

++
=+=

∗
∗−

1
2
212

1
3
21222

1212
1

222 ~~

~~
~

yBy

yByBy
yByHy ,  

23213133
~~ yByByy ++= ∗ . 

Система (34) будет работоспособной, если решения системы 
(35) ограничены (10). Для этого требуется, во-первых, ограни-
ченность внешних составляющих правой части уравнения (35), 
что оговаривалось в постановке задачи; во-вторых, устойчивость 
собственных движений 0)(Re 3 <Giλ , если резерв управляющих 
воздействий исчерпан и 0rank 34 =P . При 0rank 34 ≠P  требуется 
не только управляемость (стабилизируемость) пары ),( 343 PG , но 
и возможность реализации обратной связи, а именно, наблю-
даемость переменных 3x  относительно выходных переменных 

1y  с учетом возмущений [2].  
Пусть в системе (35) условие (10) выполняется. Прежде чем 

переходить к синтезу обратной связи, выполним в системе (34) 
расщепление выходных переменных на непересекающиеся 
группы с одинаковой относительно степенью (3): 1

1
~ pRy ∈  с 

относительной степенью 11 =ν , ),(col 13121 yyy = , 2
12

pRy ∈  – 
22 =ν , 3

13
pRy ∈  – 33 =ν , что с учетом (36) позволяет раскрыть 

связи между блоками и представить систему (34) в виде блочно-
децентрализованных подсистем вход–выход:  
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 2131

3

1
11

~~~~ fQxDyAy
j

jj +++= ∑
=

∗
1u& ; 

 1
2
2112

~~ yBy += 2y& , 2232

3

1
22

~~~~ fQxDyAy
j

jj +++= ∑
=

∗
2u& ; 

(37) ,~~,~~
2321312221

3
2113 yByByyByBy ++=++= ∗∗

32 yy &&  

3333

3

1
33 fQxDyAy

j
jj +++= ∑

=

∗∗
3u& , 

где жирным шрифтом выделены фиктивные и истинные управ-
ления каждого блока. 

Структурная схема системы (37) показана на рис. 2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 2. Структурная схема системы (37) 

 
Как видим, в системе (37) уравнения относительно каждой 

группы компонент вектора выходных переменных 
),,~(col 131211 yyyy =∗  являются первыми блоками блочно-

управляемых и одновременно блочно-наблюдаемых подсистем. 
Размерность переменных состояния подсистем системы (37) ip , 
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3,1=i  можно трактовать как совместные индексы управляемо-
сти и наблюдаемости системы (1) относительно выходных пере-
менных с учетом возмущений, подлежащих дифференцирова-
нию. Существенно, что если на первом шаге процедуры 
выполняются условия (С1**) или (20), то вектор ∗

1y  получен из 
вектора 1y  путем перестановки строк – операция, которая допус-
тима в задаче автономного управления [11, 13]. В этом случае на 
основе системы (37) может быть решена и задача автономного 
управления выходными переменными. 

Как будет показано в следующем разделе, в процедуре 
трансформации можно упростить промежуточные преобразова-
ния и не выполнять тотально все преобразования подобия, 
детализирующие правые части подсистем относительно пере-
менных ∗

321 ,~,~ yyy , на которые непосредственно действуют 
управляющие воздействия, благодаря используемым на этапе 
синтеза специальным методам. 

4. Декомпозиционный синтез задачи слежения 

В общем случае с учетом (19) регулируемыми переменными 
в СБКФ (37) являются линейные комбинации компонент вектора 
выходных переменных ),,~(col 131211112 yyyyyH == ∗ , 0det 12 ≠H . 
Данное преобразование не является препятствием в решении 
задачи слежения за заданными траекториями, которые одно-
значно пересчитываются в задающие воздействия для регули-
руемых переменных: ),,~(col 3212 gggggH == ∗ . 

Для системы (37) ставится задача синтеза обратной связи, 
обеспечивающей отработку выходными переменными 1y  про-
граммных траекторий ∗g  в асимптотике (2). Данная задача 
сводится к задаче стабилизации невязок 
(38) 0~~~

111 →−= gye , 1
1

~ pRe ∈ , 011 →−= iii gye , ip
i Re ∈1 , 3,2=i  

и решается процедурно на основе блочного принципа [4, 13], что 
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позволяет разделить решение задачи синтеза размерности 
321 32 pppl ++=  на последовательно решаемые элементарные 

задачи формирования фиктивных, а потом и истинных управле-
ний в каждой i -й ( 3,1=i ) цепочке (37). Информационная под-
держка базовых алгоритмов управления осуществляется с по-
мощью наблюдателя состояния на скользящих режимах. Задача 
наблюдения также разделяется на независимо решаемые элемен-
тарные подзадачи синтеза корректирующих воздействий. Ниже-
следующая процедура без ограничений общности справедлива 
для СБКФ (4) любого порядка. 

Процедура декомпозиционного синтеза 
Шаг 1. Представим первую подсистему (37) относительно 

невязки (38) 
(39) 111

~~ ue +=ϕ& ,  

где 12131

3

1
11

~~~~~ gfQxDyA
j

jj
&−++= ∑

=

∗ϕ . С учетом априорных предпо-

ложений об ограниченности внешних возмущений, задающих 
воздействий и их производных, а также фазовых переменных, 
полагаем 11

~~ F≤ϕ  0≥∀t , где 1
~F  – известная константа. 

Замечание 1. Первый способ обеспечения инвариантности в 
подсистеме (39) – подавление неопределенностей путем форми-
рования разрывных управлений  
(40) 111

~signeMu −= , )~sign,...,~sign(col~sign
11111 peee = ,  

амплитуда которых выбирается на основе достаточных условий 
существования скользящих режимов [14]:  
(41) .~0)~(~)~sign~(~0~~

11111111111 FMMFeeMeee TT >⇒<−≤−⇒< ϕ&   
При выполнении условия (41) за конечное время 01 >t  воз-

никнет скользящий режим на многообразии 111
~~0~ gye =⇒= , что 

обеспечивает решение задачи слежения (38) в подсистеме (39). 
Переменные состояния )(~)(~)(~

111 tgtyte −=  известны, реализация 
закона (40) не требует построения наблюдателя состояния.  
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Если в рассматриваемой системе не предусмотрена реали-
зация разрывного управления (40), то тогда прибегаем ко второ-
му способу – формированию комбинированного управления [10] 
с непрерывной и компенсирующей составляющими 
(42) 11111

~~ ϕ−−= eKu , 
где выбор коэффициентов )(diag ,1111 ikK = , 0cons,11 >= tk i  опре-
деляет темпы сходимости в нуль переменных замкнутой систе-
мы 1111

~~ eKe −=& . 
Для информационной поддержки закона управления (42) на 

основе системы (39) построим наблюдатель состояния на сколь-
зящих режимах [6, 7] вида 111

~~ vuz +=& , где 1
1

~ pRz ∈  – вектор 
состояния, 1

1
~ pRv ∈  – вектор корректирующих воздействий 

наблюдателя, которые выбираются в классе разрывных функций 
так, чтобы решить задачу стабилизации относительно невязок 

111
~~~ ze −=ε : 111

~~~ v−= ϕε& . Сформируем разрывные корректирую-
щие воздействия 1111

~sign~ εMv =  по измеряемым переменным 

111
~~~ ze −=ε , где 011 >M  – амплитуда разрывной коррекции, по 

аналогии с (41) .~0~~
11111 FMT >⇒<εε  Тогда за конечное время 

011 >t  возникнет скользящий режим на многообразии 
⇒== }0~{ 111 εS 11

~~ ez = . При 11tt >  из уравнения статики 
0~~~

eq111 =−= vϕε&  имеем оценки компенсирующей составляющей 

1eq1
~~ ϕ=v  закона управления (42), значения которых получим с 

выходов линейных фильтров первого порядка с малой постоян-
ной времени [14]: 
(43) 1eq

~v+−= ττλ & , 1pR∈τ , 1eq0
~lim v=

+→
τ

λ
. 

Используемая техника построения наблюдателей состояния 
на скользящих режимах позволяет обеспечить асимптотическую 
сходимость к программным траекториям (38) и не требует зна-
ния оператора подсистемы (39), в том числе, внешних возмуще-
ний и производных задающих воздействий, требуется только их 
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ограниченность. 
Шаг 2. Представим первое уравнение второй цепочки (37) 

относительно невязки (38) 12212
~ ϕ+= ye& , где 21

2
2112

~ gyB &−=ϕ , 
const1212 =≤ Fϕ , 2

~y  – фиктивное управление, которое выбира-
ется в комбинированном виде  
(44) 1212122

~ ϕ−−= eKy ,  
где )(diag ,1212 ikK = , 0cons,12 >= tk i . 

Согласно блочному принципу сформированная зависимость 
(44) обеспечивается с помощью истинного управления 2u  при 
решении задачи стабилизации невязки между реальным и вы-
бранным фиктивным управлением 12121222

~~ ϕ++= eKye . С уче-
том введенных неособых замен переменных вторая подсистема 
(37) принимает вид: 
(45) 2121212

~eeKe +−=& , ,~~
222 ue += ϕ&  

где 21
2
2121212122232

3

1
22

~)~(~~~~ gyBeeKKfQxDyA
j

jj &&& −++−+++= ∑
=

∗ϕ , 

const~~
22 =≤ Fϕ . Комбинированный закон управления  

(46) 22222
~~ ϕ−−= eKu , 

где )(diag ,2222 ikK = , 0cons,22 >= tk i , приведет к замкнутой 

подсистеме 2222
~~ eKe −=& . Другой способ – формирование в сис-

теме (45) разрывного истинного управления (см. замечание 1). 
Для информационной поддержки базового закона управле-

ния (46) на основе системы (45) построим наблюдатель состоя-
ния на скользящих режимах вида 122121212

~ vzzKz ++−=& , 
,~~

222 vuz +=&  и запишем систему дифференциальных уравнений 
относительно невязок 121212 ze −=ε , 222

~~~ ze −=ε : 
(47) 122121212

~ vK −+−= εεε& , 222
~~~ v−= ϕε& . 

Используя технику каскадного синтеза наблюдателей со-
стояния на скользящих режимах [6, 7], в первой подсистеме (47) 
сформируем разрывные корректирующие воздействия 
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121212 signεMv = . При 2121212
~0 εεε >⇒< MT &  за конечное время 

012 >t  возникнет скользящий режим на многообразии 
⇒== }0{ 1212 εS 1212 ez = . При 12tt >  из уравнения статики 

0~
eq12212 =−= vεε&  имеем оценки 2eq12

~ε=v , значения которых 
получим с выходов фильтров типа (43), и которые используем 
для формирования разрывной коррекции во второй подсистеме 
(47): 2222

~sign~ εMv = . При 22222
~0~~ FMT >⇒<εε  за конечное 

время 1222 tt >  возникнет скользящий режим на многообразии 
⇒== }0~{ 21222 εISS 22

~~ ez = . При 22tt >  из уравнения статики 
0~~~

eq222 =−= vϕε&  имеем оценки компенсирующей составляющей 

2eq2
~~ ϕ=v  закона управления (46), значения которых получим с 

выходов фильтров типа (43).  
Последняя цепочка (37) содержит три блока интеграторов. 

Это означает, что согласно идеологии блочного синтеза фиктив-
ное управление, сформированное в ее первой подсистеме, под-
лежит двухкратному дифференцированию. При этом только к 
первым производным фиктивного управления предъявляется 
требование гладкости (в контексте решаемой задачи они не 
должны зависеть от «чужих» управляющих воздействий, кото-
рые могут иметь разрывной характер и не подлежать дифферен-
цированию). Ко вторым производным требований гладкости не 
предъявляется, так они попадают в пространство истинного 
управления, где сосредотачиваются все имеющиеся неопреде-
ленности. Таким образом, начиная с третьего шага, теперь уже 
на этапе синтеза требуется формировать фиктивные управления, 
дифференцируемые требуемое число раз. Заметим, что в силу 
организации СБКФ отслеживание данного требования и в об-
щем случае (4)–(5) не составляет проблемы. 

Шаг 3. Представим первое уравнение третьей цепочки (37) 
относительно невязки (38) c учетом введенных замен перемен-
ных ( 111

~~~ gey += , 21
2
21121222

~~~ gyBeKey &+−−= ), сформированных 
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на первых двух шагах:  
,~~

21322113 yeBeBe +++= ∗∗ ϕ&  2
212

3
21 BBBB ∗∗ −= , 

где в вектор-функции 3212122113 )(~ ggeKBgB && −+−+= ∗∗ϕ  собраны 
компоненты, первые полные производные которых являются 
гладкими, const1313 =≤ Fϕ . Сформируем фиктивное управле-
ние в виде 1313132 ϕ−−= eKy , )(diag ,1313 ikK = , 0const,13 >=ik . 
Составим дифференциальное уравнение относительно невязки 

13131322 ϕ++= eKye , а именно, ∗+= 322 ye ϕ& , где вектор-функция 

1313132321312
~~ ϕϕ && +++= eKyByB  ( const22 =≤ Fϕ ) состоит из 

компонент, подлежащих дифференцированию, что позволяет 
сформировать фиктивное управление в виде 22233 ϕ−−=∗ eKy , 
где )(diag ,2323 ikK = , 0const,23 >=ik . 

С учетом введенных неособых замен переменных и составив 
дифференциальное уравнение относительно невязки 

222333 ϕ++= ∗ eKye , третья цепочка (37) принимает вид: 
(48) ,~~

2131322113 eeKeBeBe +−+= ∗∗&  32232 eeKe +−=& , 333 ue += ϕ& , 

где 22233333

3

1
33 ϕϕ && ++++= ∑

=

∗ eKfQxDyA
j

jj , const33 =≤ Fϕ . 

Комбинированный закон управления 
(49) 33333 ϕ−−= eKu ,  
где )(diag ,3333 ikK = , 0const,33 >=ik , приведет к замкнутой 
подсистеме 3333 eKe −=& .  

Для системы (48) построим наблюдатель состояния с учетом 
полученной на втором шаге оценки 2

~e  и имеющихся измерений 
,~~

132131322113 vzzKzBeBz ++−+= ∗∗&  232232 vzzKz ++−=& , 

333 vuz +=& , и запишем систему дифференциальных уравнений 
относительно невязок 131313 ze −=ε , 222 ze −=ε , 333 ze −=ε : 
(50) ,~

13213132213 vKB −+−= ∗ εεεε&  232232 vK −+−= εεε& , 
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333 v−=ϕε& . 
В первой подсистеме (50) сформируем разрывные корректи-

рующие воздействия 131313 signεMv = . При >⇒< 131313 0 MT εε &  

2ε>  за конечное время 2213 tt >  возникнет скользящий режим 
на многообразии ⇒== }0{ 132213 εISS 1313 ez = . При 13tt >  из 
уравнения статики 013 =ε&  имеем оценки 2eq13 ε=v , значения 
которых получим с выходов фильтров типа (43). 

Данные оценки используем для формирования разрывной 
коррекции во второй подсистеме (50) −+−= 32232 εεε K&  

223signεM− , где при 32322 0 εεε >⇒< MT &  за конечное время 

1323 tt >  возникнет скользящий режим на многообразии 
⇒== }0{ 21323 εISS 22 ez = . При 23tt >  из уравнения статики 

02 =ε&  имеем оценки 3eq2 ε=v , значения которых получим с 
выходов линейных фильтров типа (43), и которые используем 
для формирования разрывной коррекции в третьей подсистеме 
(50): 3333 signεMv = . При 33333 0 FMT >⇒<εε &  за конечное время 

2333 tt >  возникнет скользящий режим на многообразии 
⇒== }0{ 332333 εISS 33 ez = . При 33tt >  из уравнения статики 

03 =ε&  имеем оценки компенсирующей составляющей 3eq3 ϕ=v  
закона управления (49), значения которых получим с выходов 
линейных фильтров типа (43).  

Как видим, использование наблюдателей состояния на 
скользящих режимах значительно упрощает вычислительный 
аспект процедуры синтеза, так как аналитические выражения 
для вектор-функций 1

~ϕ , 2
~ϕ , 3ϕ  находить не требуется. Сущест-

венно, что с помощью данных наблюдателей оцениваются 
именно те линейные комбинации переменных, которые непо-
средственно фигурируют в базовых законах управления (42), 
(46), (49). Структурная схема замкнутой системы с наблюдате-
лями состояния показана на рис. 3.  
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Рис. 3. Структурная схема замкнутой системы 

3u  

32 , zz  

21321 ,,~,~ zzze  

2u  

212
~, zz  

1u  

3ε  

2ε  

13ε  

12ε
 

2
~ε  

3v  

2v  

13v  

2
~v  

12v  

2
~ϕ  

1
~ϕ  

1
~v  

1
~ε  

2z  

3z  

13z  

2
~z  

12z  

)(−  

)(−  

)(−  

1
~z  

13e  

12e  

1
~e  

321321 ,~,~,,~,~ ϕϕϕzze  u  321 ,, uuu
 

u  g−  1y  η  

1

1−

1
1
+pλ

13M  

Объект управления 

1

1−

1

1−

1

1−

1
1
+pλ

1
1
+pλ

1
1
+pλ

1
1
+pλ

11M  

23M  

12M  

∫  

∫  

1

1− ∫  

1

1−

33M  

1
1
+pλ

12H  

Регулятор 

1−
uB  

∫  

∫  

∫  

3ϕ  

22M
 



 37 

Уравнения замкнутой системы (39), (42), (45) (46), (48), (49) 
можно представить в виде eAe ∗=& , где  

(51) 
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eA . 

Нетрудно убедиться в том, что собственные числа матрицы 
∗A  (51) удовлетворяют соотношению 0)( =+∏ ijKIλ , замкну-

тая система устойчива. Поведение переменных замкнутой сис-
темы (51) описывается логическими цепочками 

11111 0 gye →⇔→ ; 2121222 00 gyee →⇔→⇒→ ; ⇒→ 033e  
⇒→⇒ 023e  (и с учетом 0,0 2211 →→ ee ) 31313 0 gye →⇔→ , 

которые обуславливают соответствующую иерархию коэффици-
ентов усиления ijK , определяющую темпы переходных процес-
сов в системе (51). 
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