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ТОЧНОЕ АГРЕГИРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИИ В МНОГОШАГОВЫХ ИГРАХ ДВУХ
ЛИЦ С ФИКСИРОВАННОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ ХОДОВ ПРИ

АГРЕГИРОВАННОЙ ИНФОРМАЦИИ О ВЫБОРЕ ПАРТНЕРА

Алиев В. С.1
(ФГОУ ВПО «Финансовая академия при Правительстве Российской Федерации», Москва)

Рассматривается многошаговая игра двух лиц с фиксированной последовательностью ходов при
информации на каждом ходу о сложившейся к моменту принятия решения предыстории игры и аг-
регированной информации о выборе игрока 2 на этом ходу. Игрок 1, обладая на каждом шаге i этой
информацией, первым выбирает на этом шаге стратегию x i ( × ) , и в начале игры, сразу на n ходов
сообщает свою стратегию x ( × )  =  ( x 1 ( × ) ,  . . . , x n ( × ) )  игроку 2. Игрок 2, получая информацию о
выборе игрока 1 и обладая информацией на каждом ходу о сложившейся к моменту принятия реше-
ния предыстории, выбором своей стратегии v  = (v1,  v2,  …,  vn) стремится к увеличению своей
функции выигрыша. В данной работе, используя результатов теории групп Ли, найдены достаточ-
ные условия точного агрегирования в рассматриваемой игре.

Ключевые слова: игра, агрегирование, оптимальная стратегия, максимальный гарантированный
результат, теория групп Ли, точное агрегирование.

1. Введение

В результате решения агрегированной задачи мы получаем значения укрупненных переменных,
которые обычно не совпадают со значениями аналогичных агрегатов, получаемых при укрупнении
точного решения первоначальной задачи. Разность между этими величинами называется ошибкой
агрегирования. Классическая теория агрегирования изучает методы нахождения наилучшего способа
агрегирования, которые дали бы точное агрегирование или максимально уменьшали бы ошибку агре-
гирования.

Теория классического агрегирования, за исключением конкретных случаев, не решила проблемы
устранения ошибки агрегирования и, главное, – проблемы дезагрегирования, т.е. получить решения
исходной задачи. Для устранения этих недостатков методов классического агрегирования в экономи-
ко-математических исследованиях появились методы итеративного агрегирования, позволяющие по-
лучать значения укрупненных и детализированнных показателей плана с любой заранее заданной
точностью.

К сожалению, для большинства оптимизационных задач, решаемых методами итеративного аг-
регирования, вопрос сходимости процесса итеративного агрегирования до сих пор остается откры-
тым, несмотря на то, что для них доказаны теоремы, дающие условие окончания процесса, а именно,
доказана оптимальность неподвижной точки этих процессов для исходной задачи.

Вопросы точного агрегирования до сих пор остаются актуальными.
Настоящая работа посвящена вопросам точного агрегирования в многошаговых играх двух лиц с

фиксированной последовательностью ходов при агрегированной информации о выборе игрока 2 на
этом ходу и информации о сложившейся к моменту принятия решения предыстории игры, рассмот-
ренных в [1].

2. Постановка задачи

Определение. Агрегирование в играх с фиксированной последовательностью ходов называется
точным, если максимальные гарантированные результаты игрока, имеющего право сделать ход пер-
вым, при агрегированной и полной информации о выборах других игроков (другого игрока) совпа-
дают.

Прежде чем сформулировать достаточные условия точного агрегирования, в соответствии с [1],
где рассматривалась игра )(1

2 TГ , введем обозначения, приведем формулировки задач и полученные
там результаты.

1 Алиев Вагиф Судеиф оглы, доцент, кандидат физико-математических наук (Aliev_VS@mail.ru, тел. 8-499-
760-9622, 8-916-128-0792).
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Рассматриваются многошаговые игры двух лиц. Функции выигрыша игроков, соответственно,
fi(x,v), i=1, 2, к увеличению значения которых каждый из них стремится, предполагаются непрерыв-
ными, а x, v  выбираются из соответствующих множеств
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где x = (x1, x2, …, xn), v = (v1, v2, …, vn), ,, im
ii

ik
ii EVvEXx ÌÎÌÎ i = 1, …, n, n < m, k1 + k2 + … + kn = k,

m1 + m2 + … + mn = m; X, V, Xi, Vi, i = 1, …, n – компактные множества; Ek, Em, imik
EE , , i = 1, …, n –

евклидовы пространства соответствующей размерности.
В отличие от [2], [3] будем предполагать, что агрегированный вектор выбора игрока 2

y = (y1, ..., yn) = (T1(v1), …, Tn(vn)) при отсутствии информации о выборе v будет известен игроку 1 по-

следовательно в n шагов, где vi Î Vi, ir
i Ey Î , ri < mi, i = 1, …, n,  а irim

i EET ®× :)(  – известные иг-
рокам непрерывные на Vi операторы, i = 1, …, n.

Введем следующие обозначения:
),...,( 1 ii xxx = , ),...,( 1 ii yyy = , ),...,( 1 ii vvv = ;

))(),...,(()( 11 iiii vTvTvT = , )))(()),...,((())(( 111 iiiiii vTxvTxvTx = ;
Yi(Ti) = Ti(Vi) – образ множества Vi;

I iiiiii VyTTyV )(),( 1-=  – пересечение прообраза yi Î Yi(Ti) с множеством Vi;
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Будем предполагать, что множеством стратегий игрока 1 на i-ом ходу является множество про-
извольных функций )(~ ×ix , аргументами, которых являются сложившаяся к моменту принятия реше-
ния агрегированная предыстория 11, -- ii yx  и агрегированный выбор игрока 2 на i-ом ходу yi где зна-
чение функции ),(~

1 iii yxx -  принадлежить множеству Xi, т.е. iiii Xyxx Î- ),(~
1 . Обозначим множество

таких функций )(~ ×ix  через iX~ :
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, i = 1, …, n.

Заметим, что стратегии игрока 1 могут быть представлены в следующем виде
)(),( 1 iiiii yxyxx =- , i = 1, …, n. В нашем изложении 00 , yx  – символы отсутствия аргумента.

Стратегией игрока 2 на i-ом ходу (1£ i £ n) является vi Î Vi, а агрегированной стратегией
yi Î Yi(Ti).

Игрок 1, обладая на каждом шаге i точной информацией о векторе ),( 1 ii yx - , первым выбирает

x i ( × ) , i = 1, …, n,  и в начале игры сразу на n ходов сообщает свою стратегию x( × )  =  (x 1 ( × ) ,  . . . ,

xn ( × ) ) игроку 2.
Введем следующие обозначения:
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Тогда ),,,( 11
1

1 TyxL iii ---  выступает как максимальный гарантированный результат игрока 2 на i-
м ходу.
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При известной стратегии игрока 1, в соответствии со своим правилом поведения, игрок 2 свою
стратегию  vÎV  выбирает из множества
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где d (×) – известный игроку 1 функционал, причем d (×) = 0, если в определении R 2 ( x ( × ) , T ) супре-
мум достигается, и равен числу d (×) = d 0 > 0  в противном случае.

Игрок 1, зная о таком правиле поведения игрока 2, выбором своей стратегии x(×), стремится по-
лучить (может быть, с e '-точностью (e ' > 0)) свой максимальный гарантированный выигрыш
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Введем следующие обозначения:
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Если s ¹ 0, то для достаточно малого числа e > 0 определим точку ),,,( ee s
sys

sx  такую, что вы-

полнились следующие соотношения
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где b > 0 – достаточно малое число.
Теорема 1. В сформулированных условиях максимальный гарантированный результат игрока 1 в

игре )(1
2 TГ  равен )(1

2 Tg = )(1 TK s . Получение такого результата (может быть, с точностью до e )
обеспечивает этому игроку стратегия xs(× )Î X~ :
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А теперь приступим к формулировке достаточных условий точного агрегирования.

3. Достаточные условия точного агрегирования

Пусть в игре )(1
2 TG  из [1] непрерывные операторы Ti(×), определены следующим образом:

))(...,),(()( 1 ××=× ir
iii ttT ,  ,  где i

j
i , r,jt ¼= ,× 1)( , i = 1, …, n непрерывно дифференцируемые и функ-

ционально независимые функции vi; функции f1(×), f2(×) – непрерывно дифференцируемые, а вектора
jiji v/f ,x/f ¶¶¶¶ , i = 1, 2; j = 1, …, n  не равны тождественно нулю.

Для того чтобы найти достаточные условия точного агрегирования в игре )(1
2 TG , рассмотрим не-

прерывную группу преобразований G пространства Ek+m  в себя, каждое преобразование
))()()(()()( 10 ×...,,×,×=× ,Î× nggggGg :

,vx,gv,vx,gx' ii0 )(')( == i = 1, …, n; EEv',x',vx, mk ´Î)()(
которой обладает свойством, ),()),(( vxfvxgf ii = , i=1, 2, т.е. функции f1(×), f2(×) являются инвариан-
тами группы G.

Найдем, как и в [4, 5], подгруппу G' группы G такую, что функции f1(×), f2(×) являются ее инвари-
антами, и любой другой ее инвариант выражается в виде функций от f1(×), f2(×).

Пусть инфинитезимальный оператор некоторой однопараметрической подгруппы группы G'
имеет вид:
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Рассмотрим систему уравнений относительно )(×j
ia , )(×p

ib ,  i = 1, …, n,  j = 1, …, ki,,
p = 1, …, mi,:
(1) 0)),((,0)),(( 21 == vxfQvxfQ .

Пусть для VXvx ´Î" ),(  ранг матрицы этой системы r  равен ее рангу на X´V (очевидно r=1
либо r=2), а коэффициенты cl(x1, x2), l = 1, …, r (cl(x1, x2) равен ),( vxa j

i либо ),( vxb p
i ), соответствуют

r линейно независимым столбцам этой матрицы.
Подставляя поочередно вместо остальных коэффициентов (cr+1,s, …, ck+m,s) = es, s=1, …, k+m-r (es

– единичный вектор с размерностью k+m-r, s-й компонент которого равен единице, а остальные рав-
ны нулю), решим рассматриваемую систему уравнений (1) относительно cl(·), l = 1, …, r. Получим

)(×j
si,a , )(×p

si,b , j = 1, …, ki,  p = 1, …, mi,  i = 1, …, n,  s = 1, …, k+m-r  решения рассматриваемой нами
системы уравнений и систему операторов
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которая является линейно независимой и якобиевой, т.е. (Ai, Aj) = AiAj – AjAi = 0, i, j = 1, …, k+m-r.
Поэтому эта система операторов в силу обратной второй основной теоремы Ли определяет  (k+m-r) –
 параметрическую группу Ли G' (см. теорему 24 [6, §8, гл.2]).



5

Теорема 2. При сформулированных условиях для того, чтобы в игре )(1
2 TG  агрегирование было

точным, достаточно, чтобы для каждой окрестности W(x,v) и для каждого шага q (1£ q £n) существо-
вали не все тождественно равные нулю функции ),(x,vvq

s,β s = 1, …, k+m-r, b = 1, …, Bq, Bq ≥ mq – rq,
q = 1, …, n  удовлетворяющие следующим условиям:
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Доказательство. Учитывая результаты примера 2 из [7] можно утверждать, что если у группы G'
существует подгруппа Hq, инфинитезимальные операторы которые имеют вид

(9) å
= ¶

¶
=×

qm

j
j

q

j
qq v

vxcC
1

,, ),()( bb , b = 1, …, Bq

и ранг матрицы [ ]
q

mj

B
j

q
q

q
vxc ...,,1

...,,1, ),(
=

=bb  равен mq – rq,  то fi(x, v), i = 1, 2  выражаются через инварианты

nk
nn

k xxxx ,,,,,, 1
1

1
1

1 KKK , 1
1

1
1 ,, mvv K , …, )(,),(1

q
r
qqq vzvz qK , …, nm

nn vv ,,1 K , q = 1, …, n этой под-

группы, т.е. существуют такие непрерывно дифференцируемые функции )(*
1 ×f , )(*

2 ×f , что

fi(x, v) = )( )(...,),(, 11
*

nni vzvzxf , где )( )(,),()( 1
q

r
qqqqq vzvzvz qK= , q = 1, …, n.

Так как инфинитезимальный оператор любой однопараметрической группы G¢  является линей-
ной комбинацией с переменными коэффициентами операторов (2), то для того, чтобы существовал
оператор вида (9), представляющий однопараметрическую подгруппу, необходимо и достаточно,
чтобы существовали функции ),(x,vvq

s,β s = 1, …, k+m-r, b = 1, …, Bq, Bq ≥ mq – rq, q = 1, …, n, для ко-
торых выполнились соотношения (3)-(6).

В этом случае операторы Cβ,q(×) будут иметь вид:
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=

qm

j
j

q

mk

s

j
sq

q
sq v

vxbvxvC
r

bb , b = 1, …, Bq; q = 1, …, n.

Значить выполнение условий (7)-(8) являются достаточными условиями, чтобы
)(,),(1

q
r
qqq vtvt qK , q = 1, …, n были инвариантами подгруппы Hq,  q = 1, …, n, т.е. выполнились соот-

ношения fi(x, v) = )( )(...,),(, 11
*

nni vTvTxf , i = 1, 2 для произвольных стратегий xÎX, vÎV.

Напомним, что игра )(1
2 TГ   является агрегированным аналогом игры, рассмотренной в [4], где

выбор игроком 1 i-й компоненты стратегии на i-м ходе производится при полной информации о сло-
жившейся предыстории )( 11 -- ii v,x  к моменту принятия решения и о выборе игрока 2  vi  на i-м хо-
ду.

Для завершения доказательство теоремы, в соответствии с [8], введем обозначения:
Ln(x, v) = f2(x, v);

)( 111 --- iii v,xL  = )(minmax iii
iiii

v,xL
XxVv ÎÎ

, i = 1, …, n;
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)( 1 ii
*
i v,xX - = )(min iii

ii

v,xL
Xx

Arg
Î

,   i = 1, …, n;

)( 11 -- iii v,xE  =
ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Î
=Î --- )(min)( 111 iii

ii
iiiii v,xL

Xx
v,xLVv , i = 1, …, n;

1
iD =

þ
ý
ü

î
í
ì >´Î

-££
)(max)()(

10 kkkikiiiiiii v,xLv,xLVXv,x | , i = 1, …, n.

Введем также обозначения:
Mn(x, v) = f1(x, v);

)( iii v,xM  = )(
)(

sup
)(

inf 111

11111

+++

+++++ ÎÎ
iii

ii
*
iiiiii

v,xM
v,xXxv,xEv

, i = 1, …, n-1;

)(
)(

sup
1 iii

iii

i v,xM
Dv,x

K
Î

= , i = 1, …, n, K0 = M0;

þ
ý
ü

î
í
ì ===

££ ipnp
KKn...,,,iI |

0
max}10{ ; is

IiÎ
= max .

Введем достаточно малое число e > 0. Если s ¹ 0, определим точку 1)( s
s,ε
s

s,ε
s Dv,x Î   такую,

что выполнилось неравенство .)( εKv,xM s
s,ε
s

s,ε
ss -³

Определим точки )()( 1 ii
*
ii

*ε
i v,xXvx -Î , i = 1, …, n,  удовлетворяющие условиям:

n
v,xM

v,xXx
v,vx,xM iii

ii
*
ii

ii
*ε
iii

e
-

Î
³

-

- )(
)(

sup))((
1

1 ,  i = 1, …, n.

Тогда легко проверить, что выполняются следующие соотношения:
Fi(x, y, T) = ),(* yxfi  = fi(x, v) – при фиксированном уÎY(Т)  и для любого vÎV(у, Т)  или при фикси-
рованном vÎV  и для у = Т(v);
V+(x, y, T) = V(y, T) – для произвольных xÎX, yÎY;

),,(1 TyxL iii  = )( iii v,xL ,  i = 0, 1, …, n-1;
),,,(1

1 TyxE iii+  = )( )(11 iiii v,xET ++ ,  i = 0, 1, …, n-1;

),,( 1 TyxX ii
н
i -  = )( 1 ii

*
i v,xX - ,  i = 1, …, n;

)(),(1
iiiiii v,xMTy,xM = , i = 1, …, n-1 – при фиксированном )( iii TYy Î  и для любого ),( iiii TyVv Î  или

при фиксированном ii Vv Î  и для )( iii vTy Î ;

)(~)( 11
iii DTTD = , i = 1, …, n –  где отображения )(~ ×iT  определяются следующим образом:

)( )(,),(~
iiiiii vTxvxT =  для любых ii Xx Î , ii Vv Î , i = 1, …, n;

ii KTK =)(1 , i = 0, 1, …, n;
Отсюда, учитывая результаты, полученные в теореме 1 и в работе [8], получаем, что максималь-

ный гарантированный результат игрока 1 в игре )(1
2 TG  совпадает с соответствующим результатом

игры с полной информацией на каждом шаге о выборе игрока 2, рассмотренный в [8], т.е. агрегиро-
вание в рассматриваем игре точное. Теорема доказана.
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ARTICLE TITLE: EXACT AGGREGATION INFORMATION IN MULTISTAGE GAMES OF TWO-
PERSONS WITH A FIXED ORDER OF MOVES WITH AGGREGATE INFORMATION ABOUT
THE PARTNER’S CHOICE

Vagif Aliev, Federal state educational establishment of the supreme vocational training «Financial academy
at the Government of the Russian Federation», Moscow, The candidate of physical and mathematical sci-
ences, assistant professor (Aliev_VS@mail.ru).

Abstract: Multistage game of two persons with the fixed order of moves at the information on everyone or-
der about usual to the moment of decision making of background of game and the aggregated information
on a choice of the player 2 on it order. The player 1, having on each step i this information, the first chooses
on this step strategy x ( × ) , and in the beginning of game, at once on n courses informs the strategy
x ( × )  = ( x 1 ( × ) ,  . . . ,  x n ( × ) )  to the player 2. The player 2, receiving the information on a choice of the
player 1 and having the information on everyone to a course about usual to the moment of decision making
of background, a choice of the strategy v = (v1, v2, …, vn) aspires to increase of the function of a prize. In
the given work, whether using results of the Lie group theory, sufficient conditions exact aggregation in
considered game are found.

Keywords: game, aggregation, optimum strategy, the maximal guaranteed result, the Lie group theory,
exact aggregation.
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