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1. Введение.  

В статье исследуются необходимые условия оптимальности 

управления нелинейными стохастическими системами с запаз-

дыванием. Используя расширение фазового пространства [4], 

исходный процесс, описываемый системой стохастических 

дифференциальных уравнений с запаздыванием, сводится к 

диффузионному Марковскому процессу [4,9]. Это позволяет 

представить исходную стохастическую задачу с запаздыванием 

в виде последовательности детерминированных задач с распре-

деленными параметрами относительно плотности распределе-

ния компонент расширенного вектора состояний, удовлетво-

ряющих параболическому уравнению Колмогорова-Фоккера-
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Планка (КФП) [7]. Для исследования необходимых условий 

оптимальности используются конструкции доказательств, изло-

женные в работах [6,7]  

2. .Постановка задачи.  

Требуется определить оптимальное управление u, достав-

ляющее минимум терминальному функционалу 

(1)   dx)x,t(p)x(ФuI k


 00 , 

характеризующему эффективность функционирования управ-

ляемой системы, поведение которой на отрезке времени [t0,tk] 

описывается нелинейными стохастическими дифференциаль-

ными уравнениями с запаздыванием 

(2) 
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Здесь t – время; t0, tk  – начальная и конечная точка рассмат-

риваемого интервала времени [t0,tk];  – постоянное запаздыва-

ние; X(t) – n-мерная вектор-функция состояния фазовых коорди-

нат системы, определенная на отрезке времени [t0-,t0] 

векторфункцией (t); dj(t) − стохастические дифференциалы 

Стратоновича некоррелированных Винеровских процессов j(t), 

с интенсивностями Gj

; u(t) – кусочно-непрерывная детермини-

рованная r-мерная вектор-функция управления. p(tk,x) − плот-

ность распределения компонент вектора состояний системы в 

конечный момент времени tk. x – реализация вектора состояний. 


n

 








 − n-кратный интеграл. 0(x) заданная функция, 

определяющая эффективность управления системы. 

Как известно [9] процесс, описываемый уравнениями (2), в 

общем случае не является Марковским и к нему не применим 
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аппарат КФП-уравнений. Поэтому, для сведения процесса (2) к 

Марковскому, расширим фазовое пространство [4], исключив из 

системы (2) запаздывание. Для этого покроем отрезок времени 

[t0,tk] сеткой с шагом  и узлами tq=t0+q, q=1,…,N, где q номер 

интервала [tq-1,tq] длиной tq-tq-1=, N − количество интервалов, 

tk=t0+N. Точки tq представляют собой «правильные точки» в 

смысле [5]. Обозначим через s текущее время на интервале  

[tq-1,tq]=. Введем на интервале [tq-1,tq] вектор состояния системы 

X
q
(s)=[X1(tq-1+s), X2(tq-1+s), …, Xn(tq-1+s)], где s[0,], верхний 

индекс обозначает номер интервала, а нижний − номер компо-

ненты вектора состояний. 

Аналогично обозначим управление на интервале [tq-1,tq] век-

торфункцией u
q
(s)=[u1(tq-1+s), u2(tq-1+s), …, ur(tq-1+s)] и аддитив-

ные возмущения q
(s)=[1(tq-1+s), 2(tq-1+s), …, n(tq-1+s)]  

Введем расширенный вектор состояний X1,2,…,q(s)=[X
1
(s), 

X
2
(s), …, X

q
(s)] с компонентами фазовых состояний системы на 

последовательно примыкающих интервалах [tq-1,tq], q=1,…,N. 

Тогда, в соответствии с принципом оптимальности Беллма-

на, исходная задача (1) – (2) сводится к определению по интер-

валам оптимального управления u1,2,…,q(s)=[u
1
(s), u

2
(s), …, u

q
(s)] с 

компонентами управления системы на последовательно примы-

кающих интервалах [tq-1,tq], q=1,…,N, которое доставляет мини-

мум функционалу 

(3)   mindx)x,(p)x(ФuI

N

N,...,,N,...,,
q  



212100  , 

характеризующему эффективность управления системы, пове-

дение которой на отрезке времени [t0,tk] по последовательно 

примыкающим участкам [tq-1,tq], q=1,…,N описывается стохас-

тическими дифференциальными уравнениями 
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(4) 
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Здесь (tm-1+s,x
m
,x

m-1
,u

m
), ij(tm-1+s,x

m
) заданные неслучайные, 

неупреждающие функции. Правые части (4) равномерно по 

управлению u
m
 удовлетворяют известным требованиям [2] 

существования (4). 

Управление u
q
(s), определяемое на интервале [tq-1,tq], в соот-

ветствии с принципом оптимальности Беллмана, не ухудшает 

оптимальное управление на предшествующих интервалах. 

Поэтому при расширении вектора состояния системы по после-

довательно примыкающим участкам [tq-1,tq] в уравнениях (4) 

рассматривается управление u1,2,…,q(s)=[u
*1

(s), u
*2

(s), …, u
q
(s)], 

где звездочкой обозначены оптимальные управления, опреде-

ленные на предшествующих интервалах. 

Уравнения (4) описывают на отрезке времени [t0,tk] после-

довательно по примыкающим участкам [tq-1,tq] диффузионный 

Марковский процесс. Плотность вероятности p(s,x1,2,…,q) состоя-

ний процесса X1,2,…,q(s)=[X
1
(s), X

2
(s), …, X

q
(s)] по последователь-

но примыкающим участкам [tq-1,tq] удовлетворяет уравнению 

КФП (6), а в узлах tq условиям сопряжения (7).  

Таким образом, при расширении вектора состояний систе-

мы стохастическая задача (3), (4) сводится к эквивалентной 

детерминированной задаче с распределенными параметрами  

(5) − (7) относительно плотности вероятности p(s,x1,2,…,q) вектора 

состояний системы: 

(5)    mindx)x,(p)x(ФuI

N

N,...,,N,...,,
q  



212100 , 
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(6)  
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где Ai
m
(s,x

m
,x

m-1
,u

m
) коэффициенты сноса процесса (4) 
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ii(s,x
m
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3. Необходимые условия оптимальности.  

Для исследования необходимых условий оптимальности за-

дачи (5) − (7) используется конструкция доказательств [6,7]. 

Необходимые условия оптимальности управляемой стохастиче-
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ской системы в форме принципа минимума, устанавливаются 

теоремой 1. 

Теорема 1  (слабый принцип минимума). Пусть (p
*
,u

*q
) − 

оптимальное решение задачи (5) − (7). Тогда существует не 

равная тождественно нулю функция (s,x1,2,…,q)C
1,2

 такая, что 

а) (s,x1,2,…,q) удовлетворяет решению задачи Коши 

(8)  
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в (9) Rq=L
*
(s,x1,2,…,q,u

q
)(s,x1,2,…,q). 

Следствие. Оптимальное управление удовлетворяет соот-

ношению 

0











q

q

u

R
M . 

Для установления необходимых условий оптимальности 

сильного экстремума, используется преобразование времени [1] 

s, которое переводит [tq-1,tq] в отрезок единичной длины 

[0,1]: 

(10) .)(w,)(],,[,d)(w)(s 0110
0
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Тогда задача (5) − (7) приводится к эквивалентной задаче 

(11) − (15)  

(11)   mindx)x),((p)x(ФuI

N

N,...,,N,...,,
q  
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Совершенно очевидно, что решение (p
*
,u

*q
,w

*
) задачи (11) − 

(15) является также решением задачи, которая отличается от 

(11) − (15) тем, что управление u
*q

 фиксируется и решение (11) − 

(15) ищется по w(). 

Поскольку ограничение (15) имеет вид w()ME1, M – 

выпуклое в E1 множество с внутренней точкой (положительная 

полуось), то, применяя к задаче (11) − (15) при фиксированном 

управлении u
*q

 локальный принцип минимума (теорема 1), 

относительно управления w() получим, что для w
*
() согласно 

(9) выполняется условие  

(16)   0















 *q
ww

w

R
M , 



 8 

где   )x,(u,x,L)(wR q,...,,
q*

q,...,,
*

q 2121  . Принимая во внима-

ние определение qR  из (16) получим 

(17) 00
21  )ww)](,u,x,(R[M q*

q,...,,q   

для почти всех [0,1] и w()0. Отсюда следует:  

а) M[Rq(,x1,2,…,q,u
*q

,)]=0 для почти всех R1={:w
*
()>0}, 

б) M[Rq(,x1,2,…,q,u
*q

,)]0 для почти всех R1={:w
*
()=0}. 

Проводя аналогично [1] построение w
*
(), u

*
(), где w

*
() 

задается в виде 










,R\],[R,

,R,
)(w*
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после перехода s: (s) = inf{: s() = s}  получим: 

а) M[Rq(,x1,2,…,q,u
*q

,)]=0 для почти всех s[0,], 

б) M[Rq(,x1,2,…,q,u
q
,)]0 для почти всех s[0,]. 

Таким образом, используя редукцию задачи (11) − (15) и 

применяя к ней теорему 1, получим необходимые условия опти-

мальности сильного экстремума, сформулированного в форме 

принципа минимума теоремой 2 . 

Теорема 2 (сильный локальный минимум). Пусть (p
*
,u

*q
) − 

оптимальное решение задачи (5) − (7). Тогда существует не 

равная тождественно нулю функция (s,x1,2,…,q) такая, что 

а) (s,x1,2,…,q) удовлетворяет решению краевой задачи (8),  

б) при почти всех s[0,] оптимальному управлению u
*q

 со-

ответствует минимум M[Rq(,x1,2,…,q,u
q
,)] по переменной 

u
q
. 

4. Необходимые условия оптимальности управления 

с обратной связью. 

Из теоремы 2 при фиксировании реализации вектора со-

стояний X
q
(s), как предельные вытекают условия оптимальности 

управления с обратной связью. 

Оптимальное управление u
*q

=u
*q

(s,x
q
) определяется как ло-

кальное управление, связанное в каждый момент времени s и 
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соответствующим ему состоянием x
q
= X

q
(s) с программным 

управлением u
*q

(t)=u
*q

(s,x
q
,t), t[s,] относительно фиксирован-

ной начальной точки (s,x
q
) соотношением: 

     qq*
st

qq*q* x,su|t,x,sutu   . 

Относительно точки (s,x
q
) решение уравнения КФП (6) оп-

ределяется плотностью вероятности перехода p(t,y
q
|s,x

q
), где 

y
q
=X

q
(t) состояние системы в момент времени t[s,] на отрезке 

времени [tq-1,tq]. 

В качестве оценки эффективности управления рассматрива-

ется критерий 

(18)      )N,,q(,)(XMminx,sI q

x,s

qq
q 100   . 

представляющий собой функцию точки x
q
= X

q
(s) фазового про-

странства системы в момент времени s, который характеризует 

эффективность управления u
q
(t) на отрезке времени [s,] при 

условии, что в момент времени s изображающая точка в фазо-

вом пространстве находилась в состоянии X
q
(s)=x

q
. Функционал 

(18) относительно точки (s,x
q
) и плотности вероятности перехо-

да p(t,y
q
|s,x

q
), рассматривается при этом как условное математи-

ческое ожидание в момент времени  при условии, что в момент 

времени s система находилась в состоянии X
q
(s)=x

q
. 

Необходимые условия оптимальности управления 

u
q
=u

q
(s,x

q
) устанавливает теорема 3. 

Теорема 3. Пусть u
*q

=u
*q

(s,x
q
) − оптимальное управление, 

доставляющее при каждом (s,x
q
) минимум критерию (18). Тогда 

существуют, не равная тождественно нулю функция 

(s,x1,2,…,q)C
1,2

, что 

а) функция (s,x1,2,…,q) удовлетворяет уравнению Беллмана 

(19) 
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б) оптимальное управление u
*q

=u
*q

(s,x
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) при всех s[0,] 

удовлетворяет условию 

(20)        q,...,,q,...,,
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Доказательство приводится аналогично конструкциям дока-

зательств в [6,7]. 

5. Пример. 

В качестве примера рассмотрим задачу синтеза оптималь-

ного управления, которая формулируется следующим образом. 

Требуется определить управление u=u(t,x) при ограничении 

|u|1, которое минимизирует разброс состояния системы X(t) 

относительно математического ожидания mx(t)=0 при t=3: 

(21)    min)(X)(mM x 
2

33 . 

Функционирование системы описывается уравнением  

(22) )t(u.)t(X.)t(X.)t(X  2312323  

с постоянным запаздыванием =1 и аддитивным возмущением 

белого шума (t) на отрезке [0,3] с начальным состоянием x(t)=0 

на отрезке [-1,0]. 

Для исключения запаздывания введем следующие обозна-

чения: 

(23) 

)s()s();s()s();s()s(

)s(u)s(u);s(u)s(u);s(u)s(u

)s(X)s(X);s(X)s(X);s(X)s(X

;s









21

21

21

]10[

321

321

311



. 

Тогда с учетом (23) задача (21) − (22) сводится к следую-

щей последовательности задач: 

(24) 
 

)s()s(u.)s(X.)s(X

min)(X)(mM x

1111

21

2323

11








 


; 

(25) 

 
















 

)s()s(u.)s(X.)s(X.)s(X

)s()s(u.)s(X.)s(X

min)(X)(mM

*

x

22122

1111

22

232323

2323

22








; 
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(26) 

 





















 

)s()s(u.)s(X.)s(X.)s(X

)s()s(u.)s(X.)s(X.)s(X

)s()s(u.)s(X.)s(X

min)(X)(mM

*

*

x

33233

22122

1111

23

232323

232323

2323

33











 , 

где u
*1

 и u
*2

 оптимальные управления на отрезках времени [0,1] 

и [1,2], определенные из решений задач (24) и (25). 

В соответствии с теоремой 3 оптимальное управление u
*1

 

задачи (24) определяется из условия (20) минимума функции 

 
 21

1
2

1

11

1

11
1

11
1

2

1
2323

xx
u.

x
x.,u,x,sR

















 . 

Отсюда следует, что  

(27) 
1

11

x
sign)s(u*







 

где 1(s,x
1
) определяется на отрезке времени [0,1] решением  

(28)  
    






























211
1

21

1
2

1

1

1

111

111

2

1
2323

x)(mx,

xx
.

x
x.

s

x

)(





 

Введение обратного времени =1-s, позволяет свести (28) к 

виду (29): 

(29)  
    






























211
1

21

1
2

1

1

1

111

110

2

1
2323

x)(mx,

xx
.

x
x.

x







 

Решение 1(,x
1
) в (29), будем искать в виде линейно-

квадратичной формы с неопределенными коэффициентами 

(30)  21
11

1
10

1
1 x)(kx)(k)(k)x;(   , 

при начальных условиях, которые в общем случае, согласно 

работе [3], определяются по формуле:  

(31) 

0

21

1
21

211

1
0
























mxxx

m

m

m,..,,
x...xx)!m(

)(k




. 
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Подставляя значения производных 1(,x
1
), в уравнение (29) 

и приравнивая коэффициенты при x
1
, получим следующие сис-

темы обыкновенных дифференциальных уравнений для опреде-

ления k(s) на отрезке [0,1], которые связаны с производными 

функции в начале координат [3] начальными условиями (31): 

(32) 
















1111

1111

1110

46

4623

23

k.k

k.k.k

kk.k







; 

(33) 
















1111

1111

1110

46

4623

23

k.k

k.k.k

kk.k







; 

при начальных условиях: k0(0) = k1(0) = 0, k11(0) = 2.  

Решив (32) и (33), получим: 















46
11

1

14623

1

12346

1

2

044

044

.

..

..

e)(k

x
приee

x
приee

)(k































 

Принимая во внимание, что 1
1111

1 2 x)(k)(k
x








, опреде-

лим оптимальное управление на отрезке [0,1]: 

(34) 

3.2 6.4 1 6.41

1
*1

6.4 3.2 1 6.41

1

1, 4( ) 0

1, 4( ) 0

при e e x e
x

u

при e e x e
x

  

  





  

  


    

 
    

 

 

Для определения оптимального управления u
*2

=u
*2

(s,x
2
) 

подставим полученные значения для u
*1

 (34) в (25). 

Тогда для 04 4612346

1

1 


  )exee(
x

... 
 



 13 

 


















22122
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232323

2323

1





)s(u.)s(x.)s(x.)s(x

.)s(x.)s(x

min)(xM



 . 

Для 04 4614623

1

1 


  )exee(
x

... 
 

 


















22122

111

22

232323

2323

1





)s(u.)s(x.)s(x.)s(x

.)s(x.)s(x

min)(xM



 . 

Оптимальное управление будем определять из условия (20) 

минимума функции R2, которая с учетом (34) имеет вид: 

(35) и

 

   

 

1 2 2 1 22 2 2
2 2 1 1 2

2 2
1 22 2 2 2

2 22 2 1 2

6.4 3.2 1 6.41

1

1 2 2 1 22 2 2
2 2 1 1 2

1 2

2

, , , , 3.2 3.2 3.2

1 1
3.2 3.2

2 2

для 4( ) 0

, , , , 3.2 3.2 3.2

3.2 3.

R s x x u x x
x x x

x u
x x x x

e e x e
x

R s x x u x x
x x x

x
x

  

  


   



  




  

  
    

  

   
   

   


   



  
    

  


 

    

2 2
2 2 2 2

2 22 1 2

3.2 6.4 1 6.41

1

1 1
2

2 2

для 4( ) 0

u
x x x

e e x e
x

  

  

   

  
 

  


   



. 

Из (35) следует, что 

2

22

x
sign)s(u*




 , 

где 2(s,x
1
,x

2
) удовлетворяет уравнению 
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(36) 

 

   
    

04для
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2
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, 

и 

(37) 
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2

1

2

1
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1

1

2221
2
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2
2

21

2
2

2

2

2

21

2
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21
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x
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xxx
.

x
x.

x
x.

x
.

x
x.

s

x,x,s

...
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. 

Введение замены переменных =1-s позволяет привести (36) 

и (37) к виду: 

(38) 
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(39) 

 

   
    

04для

120

2

1

2

1
2323

232323

4614623

1

1
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2
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2

2

2

21

2
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 )exee(
x

x)(mx,x,

xxx
.

x
x.

x
x.

x
.

x
x.

x,x,

...

x













. 

Решение (38) и (39) также определяется в линейно-

квадратичной форме с неопределенными коэффициентами: 

(40) 
   

 22
22

2
2

21
12

21
11

1
10

21
2

x)(kx)(kxx)(k

x)(kx)(k)(kx,x,








. 

Подставляя значения производных 2(,x
1
,x

2
), в уравнения 

(38)-(39) и приравнивая коэффициенты при x
1
 и x

2
, получим 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений для 

определения коэффициентов в (40) на отрезке [1,2]. Решая эти 

уравнения, получим 

 

  2
222

1
122

21
2 2 x)(k)(kx)(k

x

x,x,








. 

и управление: 

1 6.4 6.4 2 6.42

2

*2 1 6.4 6.42

2

3.2 6.4 2 6.4

6.4 3.2 1 6.41

1
при условии, что

1, 12.8 12.8 4 0

( ) 1, 12.8 8

8 12.8 4 0

4( ) 0

при x e e x e
x

u s при x e e
x

e e x e

e e x e
x
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1 6.4 3.2 6.42

2

*2 6.4 2 6.4

1 6.4 6.4 2 6.42

2

3.2 6.4 1 6.41

1
при условии, что

1, 12.8 8 12.8

( ) 8 4 0

1, 12.8 12.8 4 0

4( ) 0

при x e e e
x

u s e x e

при x e e x e
x

e e x e
x

  

 

  

  


 


 



  

 

  

  


    


   
 
    




   



. 

Поиск оптимального управления u
*3 

задачи (26) осуществ-

ляется аналогично, поиску оптимального управления задач (24) 

и (25). Решая (26) с учетом значений u
*1

 и u
*2

 определенных на 

отрезках [0,1] и [1,2], получим: 

3.2 2 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

*3

3.2 2 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

1

при условии, что

1, 4 10.24 4

10.24 6.4 4 0
( )

1, 4 10.24 4

10.24 6.4 4 0

при e e e
x

x e x e x e
u s

при e e e
x

x e x e x e

  

  

  

  




 




 



  

  

  

  


   


   

 
     

 


   

 6.4 3.2 1 6.4

1

1 6.4 6.4 6.4 2 6.42

2

4( ) 0

12.8 12.8 8 4 0

e e x e и
x

x e e e x e
x
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2 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

*3

3.2 2 6.4 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

1, 10.24 12.8

10.24 6.4 4 0
( )

1, 8 10.24 12.8 8

10.24 6.4 4 0

при услов

при e e
x

x e x e x e
u s

при e e e e
x

x e x e x e
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1

1 6.4 6.4 3.2 6.4 2 6.42

2

ии, что
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12.8 8 8 12.8 4 0

e e x e
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x e e e e x e
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3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

*3

2 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

1, 8 10.24 12.8 8

10.24 6.4 4 0
( )
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10.24 6.4 4 0
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x e x e x e
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при e e
x

x e x e x e
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1 6.4 3.2 6.4 6.4 2 6.42

2

ии, что
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e e x e
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x e e e e x e
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3.2 2 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

*3

3.2 2 6.4 6.43

3

1 2 6.4 2 6.4 3 6.4

при условии, что

1, 4 10.24 4

10.24 6.4 4 0
( )

1, 4 10.24 4

10.24 6.4 4 0

при e e e
x

x e x e x e
u s

при e e e
x

x e x e x e

  

  

  

  




 




 



  

  

  

  


    


   

 
     

 


   

 3.2 6.4 1 6.41

1

1 6.4 6.4 2 6.42

2

4( ) 0 и

12.8 12.8 4 0

e e x e
x

x e e x e
x

  

  
 

  

  

   



   


 

6. Заключение. 

Расширение фазового пространства позволяет применить к 

поиску оптимального управления стохастических систем с 

запаздыванием теорию Марковских процессов.  

Сформулированный принцип минимума позволяет приме-

нять единую методологию исследования стохастических диф-

ференциально-разностных систем с постоянным запаздыванием, 

а также устанавливает взаимосвязь с принципом оптимальности 

Беллмана. Эта связь обусловлена тем, что сопряженное (обрат-

ное) уравнение КФП позволяет дать единообразное и компакт-

ное представление уравнения Беллмана для различных типов 

Марковских процессов, а различные способы определения 

решения 1,2,...,( , )qs x  сопряженного уравнения КФП определяют 

соответственно разные способы построения управления и алго-

ритмы решения рассматриваемых задач 

Следует отметить, что использование сформулированных 

условий оптимальности требует нахождения решений уравнения 

Беллмана и КФП. Решение этих уравнений в явном виде, как 
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известно [3], можно получить только для линейных систем и для 

некоторых типов нелинейных систем не выше второго порядка. 

Для нелинейных систем более высокого порядка условия опти-

мальности позволяют строить численные методы поиска опти-

мального управления со сходимостью алгоритмов к условиям 

оптимальности сформулированных теорем. 

В тех случаях, когда решение уравнения КФП невозможно, 

целесообразно использовать приближенные методы [8], бази-

рующиеся на разложении плотности вероятности в функцио-

нальный ряд по семиинвариантам случайного процесса. 
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