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Обсуждается новый метод исследования иерархических игр. 

Вычисляется максимальный гарантированный результат 

игрока верхнего уровня в иерархической игре двух лиц. Анализи-

руется устойчивость этой задачи по отношению к изменени-

ям функции выигрыша второго игрока. 
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1. Введение 

В данной статье обсуждается новый метод исследования 

иерархических игр. Он уже показал свою эффективность при 

исследовании нескольких трудных задач [6–13]. Но именно 

потому, что исследовались сложные модели, простые основные 

идеи метода «обрастали» сложными техническими деталями. 

Ниже делается попытка продемонстрировать метод на простой 

задаче, но более подробно. Метод основан на альтернативном 

способе определения максимального гарантированного резуль-

тата. 

Традиционное определение максимального гарантирован-

ного результата было, видимо, впервые дано Ю.Б. Гермейером 

[3] и затем многократно использовалось в теории иерархических 
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игр [4–5], теории активных систем [1–2], теории контрактов 

[15–16]. 

Для вычисления максимального гарантированного резуль-

тата в играх со сложными информационными обменами Ю.Б. 

Гермейером был предложен метод, основанный на угадывании 

структуры оптимальных решений. Этот метод оказался весьма 

плодотворным, но почему-то плохо воспринимается представи-

телями других научных школ. 

Новое определение позволяет решать аналогичные задачи, 

используя, главным образом, тождественные преобразования 

формул исчисления предикатов. Возможно, для кого-то такой 

подход будет более понятным. И как показывает опыт, в неко-

торых задачах, где угадать структуру решения трудно, этот 

метод оказывается работоспособным. 

Статья построена следующим образом. В параграфе 2 при-

водятся два определения максимального гарантированного 

результата, и обсуждается связь между ними. В §3 новый метод 

демонстрируется на примере классической задачи вычисления 

максимального гарантированного результата в игре 2. Сле-

дующий параграф посвящен неформальному обсуждению неко-

торых особенностей метода и полученных результатов. В пятом 

параграфе показано, как модифицируется новое определение и, 

соответственно, метод для игр с доброжелательным или ограни-

ченно рациональным вторым игроком. Последний параграф 

посвящен демонстрации того, что новое определение удобно и 

для исследования устойчивости задачи вычисления максималь-

ного гарантированного результата по отношению к изменениям 

параметров игры. 

2. Определения  

Рассмотрим конфликт, в котором принимают участие два 

игрока. Первый из них выбирает свои управления (стратегии) из 

множества U, второй – из множества V. Интересы первого 

игрока описываются стремлением к максимизации функции g, 

отображающей декартово произведение U  V в множество 

действительных чисел R. Второй игрок стремится максимизи-
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ровать значение функции h: U  V  R. Таким образом задается 

игра  = U, V, g, h. 

Результат, полученный в данной ситуации каждым из уча-

стников конфликта, зависит не только от его выбора, но и от 

выбора его партнера. Этот выбор, вообще говоря, может быть 

ему неизвестен рассматриваемому игроку в момент принятия 

решений. Поэтому, чтобы получить замкнутую модель кон-

фликта, нужно задать отношение игроков к такого рода неопре-

деленности. Традиционно это делается заданием принципа 

оптимальности. В данной статье в качестве такового будет 

использоваться принцип максимального гарантированного 

результата. Классическое определение, идущее от Ю.Б. Гермей-

ера, выглядит следующим образом. 

Определение 1. Множество рациональных ответов второго 

игрока на стратегию u  U первого определяется равенством  

(1)  ( ) : ( , ) max ( , )
w V

BR u v V h u v h u w


   , 

если максимум в этой формуле достигается, и формулой 

(2)  ( ) : ( , ) sup ( , )
w V

BR u v V h u v h u w 


     

в противном случае (здесь  – заранее заданное положительное 

число). Максимальный гарантированный результат первого 

игрока в игре  равен 

 
( )

( ) sup inf ( , )
v BR uu U

R g u v





  . 

Содержательный смысл этих конструкций таков. Предпола-

гается, что игрок номер 1 первым выбирает свою стратегию 

u  U и этот выбор становится известным его партнеру. В этом 

случае результат второго игрока уже зависит только от его 

собственного выбора. А поскольку его цель состоит в максими-

зации функции h, естественно предположить, что он выберет 

стратегию из множества, определенного формулой (1). Пробле-

ма возникает в том случае, когда это множество оказывается 

пустым из-за того, что максимум не достигается. В этом случае 

нужна «заплатка». Довольно естественно использовать в таком 

качестве формулу (2). Зная функцию выигрыша партнера, пер-
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вый игрок может просчитать такую логику его действий. По-

этому игрок 1 может рассчитывать на получение выигрыша, не 

меньшего 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v


в случае выбора стратегии u. А при 

оптимальных действиях он может получить выигрыш, сколь 

угодно близкий к R(). 

Дадим альтернативное определение максимального гаран-

тированного результата. Теперь начнем с мотивации. 

Предположим, первый игрок выбрал свою стратегию u  U 

и этот выбор стал известен его партнеру. В таком случае второй 

игрок может разделить все множество своих стратегий на две 

части: выгодные стратегии и невыгодные. Вполне естественно 

предположить, что это разделение производится с помощью 

некоторого порогового значения  его функции выигрыша: 

стратегии, для которых выигрыш больше или равен этому поро-

говому значению являются выгодными, а все прочие – невыгод-

ными. При такой логике поведения партнера первый игрок 

может рассчитывать на гарантированное получение выигрыша 

, если для любой выгодной стратегии v второго игрока выпол-

няется неравенство g(u,v) ≥ . В данном случае не предполагает-
ся возможности отказа второго игрока от игры, поэтому множе-

ство его выгодных стратегий при любой стратегии u должно 

быть непустым. 

Таким образом, приходим к следующему определению. 

Определение 2. Число  называется гарантированным ре-

зультатом первого игрока в игре , если существуют такие 

стратегия u  U и число , что выполняются условия 

1. существует стратегия w  V, для которой h(u,w) ≥ ; 

2. для любой стратегии v  V либо g(u,v) ≥ ; либо 

h(u,v) < . 

Точная верхняя грань R() гарантированных результатов назы-

вается максимальным гарантированным результатом первого 

игрока в игре . 

Естественно возникает вопрос о соотношении этих двух 

определений. Начнем со следующего простого результата. 



 

Математическая теория управления 

 5 

Лемма 1. Для любой игры  и любого числа  > 0 справед-

ливо неравенство R() ≥ R(). 

Доказательство. Достаточно доказать, что любое число 

 < R() является гарантированным результатом в смысле 

определения 2. Если последнее неравенство выполнено, то 

существует стратегия u  U для которой 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





 . Фик-

сируем одну из таких стратегий. 

Если эта стратегия такова, что максимум max ( , )
w V

h u w


 дос-

тигается, то положим max ( , )
w V

h u w


 . При таком выборе мно-

жество тех стратегий v, для которых h(u,w) ≥  будет непустым. 

Следовательно, пункт 1 определения 2 выполнен. Далее, если 

v  BR(u), то 
( )

( , ) inf ( , )
v BR u

g u v g u v





  . А в противном случае 

h(u,w) < , то есть выполняется и второй пункт определения 2. 

Если для стратегии u максимум max ( , )
w V

h u w


 не достигается, 

то положим sup ( , )
w V

h u w 


  . Тогда для любого w  BR(u) 

неравенство h(u,w) ≥  будет справедливым, поэтому пункт 1 

определения 2 выполнен. И вновь, если v  BR(u), то 

( )
( , ) inf ( , )

v BR u
g u v g u v 


  , а если v  BR(u), то h(u,w) < , значит, 

выполнен и пункт 2. 

Лемма доказана. 

Равенство R() = R(), вообще говоря неверно, как пока-

зывает следующий пример. 

Пример 1. Пусть U = [0,1], V = (0,1), g(u,v) = h(u,v) = u – v. 

Для любой стратегии u максимум max ( , )
w V

h u w


 не достигает-

ся, поэтому BR(u) = (0,]. Следовательно, 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v u





   и 

R() = 1 – . 

С другой стороны, при любом  < 1, u = 1 и  =   множест-

во {v  V: h(u,v) ≥ } не пусто, а при совпадающих интересах 

игроков и  =   условие 2 определения 2 выполняется автома-
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тически. Значит, любое  < 1 является гарантированным резуль-

татом и R () = 1. 

В приведенном примере результаты R () и R() мало от-

личаются при небольших значениях . Этот факт имеет общую 
природу, как показывает следующее утверждение. 

Лемма 2. Для любой игры  справедливо равенство  

 
0

( ) lim ( )R R
 

   . 

Доказательство. Из леммы 1 немедленно следует неравен-

ство 
0

( ) lim ( )R R
 

   . Чтобы доказать обратное неравенство, 

заметим, что множество BR(u) не может расшириться при 

уменьшении . Поэтому величина R() с уменьшением  может 

только возрасти. Следовательно, достаточно доказать, что для 

любого гарантированного (в смысле определения 2) результата 

  найдется такое значение , что R() ≥ . 

Итак, пусть  – гарантированный результат, а u  U, w  V  

и  – стратегии и число, существование которых предусмотрено 

определением 2. 

Если стратегия u такова, что максимум max ( , )
v V

h u v


 достига-

ется, то для любой стратегии v  BR(u) имеем 

 ( , ) max ( , ) ( , )
v V

h u v h u v h u w 


    

следовательно, g(u,v) ≥ . Значит, 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





 , и тем более 

R() ≥   (не зависимо от ). 

Если же max ( , )
v V

h u v


 не достигается, то sup ( , ) ( , )
v V

h u v h u w


 . 

Положим sup ( , ) ( , )
v V

h u v h u w


  . Тогда для любой стратегии 

v  BR(u) выполняются условия 

 ( , ) sup ( , ) ( , )
v V

h u v h u v h u w 


    . 

Поэтому 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





  и, следовательно, R() ≥ . 

Пример 1 указывает основную причину, по которой 

R() > R(). Это в свою очередь позволяет выделить важный 
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класс «хороших
1
» игр, для которых верно равенство 

R() = R(). 

Определение 3. Игру  назовем хорошей, если для любой 

стратегии   U найдется такая стратегия u  U, что 

 
( ) ( )

inf ( , ) inf ( , )
v BR u v BR

g u v g v
  


 

  

и максимум max ( , )
v V

h u v


 достигается. 

Хорошими являются, например, игры, у которых множест-

ва V наделены топологиями и компактны, и при любой фикси-

рованной стратегии u функция (v)=h(u,v) непрерывна. Но на 

самом деле класс хороших игр гораздо шире. Об этом речь 

пойдет в следующем параграфе. Пока же констатируем сле-

дующий простой факт. 

Лемма 3. Для любой хорошей игры  и любого  > 0 спра-

ведливо равенство R() = R(). 

Доказательство. Фиксируем произвольное  > 0.Пусть  – 

произвольное число, меньшее R(), а стратегия  такова, что 

( )
inf ( , )

v BR
g v

 
 


 . Фиксируем стратегию u, существование 

которой предусмотрено определением 3. Тогда 

( )
inf ( , )

v BR u
g u v






 . Но стратегия u выбрана так, что 

BR(u) = BR(u). Следовательно, 
( )

inf ( , )
v BR u

g u v





 , а тогда 

R() ≥ . Так как  произвольно, получим неравенство 

R() ≥ R(). Значит, 
0

( ) lim ( )R R 
 

   . Из этого неравенства и 

леммы 2 следует, что R()  R(). А в силу леммы 1 

R() ≥ R(), что и доказывает нужное утверждение. 

Замечание 1. Практически теми же рассуждениями можно 

доказать обратное неравенство 
0

( ) lim ( )R R 
 

   . Как следст-

                                           

1
 Возможно, более уместными были бы термины «регулярная» или 

«согласованная», но эти и похожие термины уже перегружены 

другими значениями. 
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вие, для хороших игр результат R() от  на самом деле не 

зависит. 

3. Игра 2 

Теперь можно продемонстрировать новое определение в 

действии. Рассмотрим модификацию игры , в которой первый 

игрок до выбора своего управления получает достоверную 

информацию об управлении, выбранном партнером. Таким 

образом, он может выбрать сове управление u в зависимости от 

выбранного вторым игроком управления v, и стратегиями пер-

вого игрока становятся  функции u*:V  U. Множество всех 

таких функций обозначим через U*. 

Получим новую игру * = U*, V, g*, h*, в которой функции 

выигрыша g* и h* определяются условиями g*(u*,v) = g(u*(v),v) и 

h*(u*,v) = h(u*(v),v) соответственно. Прежде всего, отметим, что 

два определения максимального гарантированного результата в 

этой игре при стандартных предположениях совпадают. Это 

вытекает из следующего утверждения. 

Лемма 4. Если множества U и V наделены топологиями и 

компактны, а функции g и h непрерывны на U  V, то игра * 

является хорошей. 

Доказательство. Начнем с объяснения основной идеи до-

казательства. Если стратегия * такова, что верхняя грань 

* *sup ( , ) sup ( ( ), )
v V v V

h v h v v 
 

  достигается, то все очевидно. Это 

может быть не так, если функция *:V  U разрывна, и соответ-

ственно, разрывной в какой-то точке v0 будет функция 

(v) = h(*(v),v). Ее график будет выглядеть, например, как на 

рисунке 1. Множество BR(*) на этом рисунке показано жир-

ной линией. Если мы поменяем значение функции * так, чтобы 

этот график стал выглядеть как на рисунке 2, то интересующая 

нас верхняя грань будет достигаться в одной точке v0, и, соот-

ветственно, из одной этой точки будет состоять множество 

рациональных ответов второго игрока на полученную страте-

гию. Точка v0 не принадлежит множеству BR(*), но принадле-
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жит его замыканию, а поэтому выигрыш первого игрока в этой 

точке будет достаточно большим. Формальные рассуждения 

могут выглядеть следующим образом. 

 

 
Если стратегия * такова, что верхняя грань * *sup ( , )

v V

h v


 

достигается, то можно положить u* = *
 
 и утверждение будет 

доказано. 

В противном случае рассмотрим произвольную последова-

тельность v1,v2,…, для которой * * * *lim ( , ) sup ( , )k
k v V

h v h v 
 

 . 

Множество V компактно, следовательно, из этой последова-

тельности можно выделить сходящуюся подпоследователь-

ность. Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что 

сама эта последовательность сходится к точке v0. Поскольку 

верхняя грань * *sup ( , )
v V

h v


 не достигается, можно считать, что 

vk  v0 при k = 1,2,… Последовательность *(v1),*(v2),… при-

надлежит компактному множеству U, значит, перейдя еще раз к 

подпоследовательности, можно добиться того, что и последова-

тельность *(v1),*(v2),… будет сходиться к некоторой точке u0. 

Определим функцию u* условием 

 
0 0

*

*

, если ,
( )

( ) в противном случае.

u v v
u v

v


 


 

В силу непрерывности функции h 
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 * * 0 * 0 0 0 0 *( , ) ( ( ), ) ( , ) lim ( ( ), )k k
k

h u v h u v v h u v h u v v


     

 
* *lim ( ( ), ) sup ( ( ), )k k

k v V

h v v h v v 
 

  . 

А при v  v0 имеем 

 
* * * * *( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) sup ( ( ), )

v V

h u v h u v v h v v h v v 


    

(поскольку верхняя грань 
* *sup ( , )

v V

h v


 не достигается). 

Поэтому верхняя грань * *sup ( , )
v V

h u v


 достигается в единственной 

точке v0 и, значит, BR(u*) = {v0}. 

Тогда в силу непрерывности функции g 

 

*
* * * 0 0 *

( )
inf ( , ) ( ( ), ) lim ( ( ), )k k

v BR u k
g u v g u v v g u v v

 
    

*lim ( ( ), )k k
k

g v v


 . 

Но поскольку верхняя грань * *sup ( , )
v V

h v


 не достигается и 

* * * *lim ( , ) sup ( , )k
k v V

h v h v 
 

 , для достаточно больших значений k 

имеем vk  BR(*). Следовательно, для этих значений k выпол-

няются неравенства 
*

* * *
( )

( ( ), ) inf ( , )
k

k k
v BR

g v v g v


 


  а, значит, 

верно неравенство 
*

* * *
( )

lim ( ( ), ) inf ( , )
k

k k
k v BR

g v v g v


 
 

 . Итак, 

 
* *

* * * *
( ) ( )

inf ( , ) inf ( , )
v BR u v BR

g u v g v
  


 

 . 

Лемма доказана. 

Теперь можно продемонстрировать эффективность нового 

определения. 

По определению число  является гарантированным резуль-

татом первого игрока в игре *, если 

(3) 
 

 
* * * *

* * * *

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

u U w V h u w

v V g u v h u v

 

 

     

    
 

В этом условии фигурирует функциональное пространство 

U*. Ближайшая цель состоит в том, чтобы переформулировать 

это условие в терминах исходной игры . 
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Условие (3) равносильно условию 

(4) 
 

 
* * * * * *

* * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

u U w V h u w g u w

v V g u v h u v

  

 

      

    
 

В самом деле, достаточность условия (4) для выполнения усло-

вия (3) очевидна. Необходимость следует из того, что для 

управления w, существование которого предусмотрена первой 

частью условия (3), в силу второй части того же условия должно 

выполняться неравенство h*(u*,w) ≥ . 
В условии (4) поменяем порядок кванторов существования 

 
 

 
* * * * * *

* * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , )

u U w V h u w g u w

v V g u v h u v

  

 

      

    
 

и перепишем его в виде 

(5) 
 

 
* * * * * *

* * * * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w g w

U v V g v h v

     

    

      

      
 

Условие (5) равносильно условию (4). В самом деле, необ-

ходимость условия (5) для выполнения условия (4) очевидна. 

Для доказательства достаточности придется использовать функ-

циональную структуру множества U*. Если функции * и * 

удовлетворяют условию  

 
 

 
* * * * * *

* * * * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) ,

U w V h w g w

U v Vg v h v

    

    

     

      
 

то функция 

 
* * *

*

*

( ), если ( ( ), ) ,
( )

( ) в противном случае,

v g v v
u v

v

  




 


 

удовлетворяет условию 

 
 

 
* * * * * *

* * * * * *

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w g w

U v Vg v h v

    

    

     

      
 

Условие 

 * * * * * *: ( , ) & ( , )U w V h w g w           

или 

 * * * *: ( ( ), ) & ( ( ), )U w V h w w g w w          , 
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очевидно, эквивалентно условию 

 : ( , ) & ( , ) .U w V h w g w           

А условие 

 
* * * * * *( , ) ( , )U v V g v h v            

или, что то же самое, 

 * * *( ( ), ) ( ( ), )U v V g v v h v v           , 

равносильно условию 

 ( , ) ( , )v V U g v h v           . 

Таким образом, условие (5) может быть заменено условием 

 
 

 

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) ,

U w V h w g w

v V U g v h v

     

    

      

      
 

или более простым условием 

(6) 
 

 

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w

v V U g v h v

   

    

     

      
 

Итак, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 1. Число   является гарантированным результа-

том в игре * тогда и только тогда, когда выполнено условие (6). 

Основная цель достигнута. Можно переписать полученный 

результат в более привычных терминах, заменив кванторы 

общности и существования операторами максимума и миниму-

ма. 

Теорема 2. Пусть множества U и V наделены топологиями 

и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Обозначим 

  ( ) :max ( , )
u U

v V g u v 


    , 

  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      . 

Число  является максимальным гарантированным результатом 

в игре * тогда и только тогда, когда либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
   

 , 

либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
   

  

и верхняя грань в правой части этого равенства не достигается. 
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Доказательство. Докажем достаточность. Можно взять 

( , ) ( )
max ( , )

u v
h u v





  и в качестве  и w одну из точек максимума в 

последней формуле. Тогда первая часть условия (6) будет вы-

полнена. Кроме того, для v  () будем иметь inf ( , )
u U

h u v 


 , 

значит, найдется u, для которого h(u,v) < . А для v  () вы-

полнено неравенство max ( , )
u U

g u v 


 , следовательно, найдется 

такое u, что g(u,v) ≥ . Таким образом, выполнена и вторая часть 
условия (6). 

Для доказательства необходимости заметим, что условие   

 ( , ) ( , )v V U g v h v            

выполнить тем легче, чем больше . Единственным препятстви-

ем для увеличения  является условие 

 : ( , )U w V h w       . 

Поэтому, не ограничивая общности, можно считать, что 

( , ) ( )
max ( , )

u v
h u v





 , а тогда заключение теоремы немедленно 

следует из условия (6). 

Впрочем, из теоремы 1 нетрудно получить и классическую 

формулу для максимального гарантированного результата в 

игре 2. Будем считать, что множества U и V наделены тополо-

гиями и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. 

Пусть  – гарантированный результат. Фиксируем  так, 

чтобы выполнялось условие 

(7) 
 

 

: ( , ) & ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w g w

v V U g v h v

    

    

     

      
 

Как уже отмечалось, можно считать, что точки  и w выбраны 

так, что 
( , ) ( )

( , ) max ( , )
u v

h w h u v





 . А в таком случае, не ограничи-

вая общности, можно считать, что  = h(,w). Но в таком случае 

  L, где 

 maxmin ( , )
u Uv V

L h u v


 . 

В самом деле, для любого v  V найдется u  U, для которого 

h(u,v)   (для v  () это следует из второй части условия (7), 
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а для остальных v из соглашения о выборе ). Но это и есть 

нужное утверждение. 

Если  = L, то для любого v из множества 

  :min ( , ) maxmin ( , )
u U u Uw V

E v V h u v h u w
 

    

и любого u  U выполнено неравенство h(u,v) ≥ , а потому в 

силу условия (7) для любого v  E должно существовать u  U, 

для которого g(u,v) ≥ , то есть  не превосходит величины 

 minmax ( , )
v E u U

M g u v
 

 . 

Обратно, если   M, то  – гарантированный результат, по-

скольку для v  E найдется u  U,для которого g(u,v) ≥ M ≥ , а 

для v  E существует такое u  U, что h(u,v) < L = . 

Если же  > L, то автоматически выполняется условие 

 v  V u  U: h(u,v) < . 

Поэтому единственным ограничением на величину  будет 
условие 

   Uw  V: h(,w) ≥  & g(,w) ≥ . 

Следовательно, любое число , меньшее чем 

 
( , ) ( )

sup max ( , )
w DL

g w
 




 

где 

 D() = {(,w)  U  V: h(,w) ≥ }. 

Но если обозначить 

 D = {(,w)  U  V: h(,w) > L}, 

то 

 
( , ) ( ) ( , )

sup max ( , ) sup ( , )
w DL w D

g w g w K
  

 
 

  . 

Таким образом, справедливо следующее утверждение. 

Теорема 3 (Ю.Б. Гермейер). Если множества U и V наде-

лены топологиями и компактны, а функции g и h непрерывны на 

U  V, то R(*) = max{K,M}. 
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4. Неформальное обсуждение полученных 

результатов 

Приведем еще несколько аргументов в пользу нового опре-

деления максимального гарантированного результата. 

Обычно исследование иерархической игры проводится в 

интересах игрока, обладающего правом первого хода. Таким 

образом, функция выигрыша второго игрока h отражает пред-

ставления оперирующей стороны о целях партнера. Максималь-

ный гарантированный результат в смысле определения 2 не 

меняется при любом монотонном преобразовании функции h, то 

есть эта функция задает лишь порядок на множестве U  V, 

описывающий предпочтения второго игрока. Если пользоваться 

определением 1, то величина  вводит уже некоторую количест-

венную меру на «шкале ценностей» второго игрока, то есть в 

данном случае необходимо предполагать гораздо лучшую ин-

формированность оперирующей стороны о противнике. 

Попробуем выписать определение гарантированного ре-

зультата в смысле определения 1 «в кванторах». Число  являет-
ся гарантированным результатом, тогда и только тогда, когда 

выполняется условие 

 u  U: {[v  V: w  V h(u,v) ≥ h(u,w)]   

  [v  V g(u,v) <   w  V: h(u,w) ≥ h(u,v)] &  

 & [v  V: w  V h(u,v) < h(u,w)]   

  [v  V g(u,v) <   w  V: h(u,w) > h(u,v) + ]}. 

Эта формула гораздо сложнее формулы (3). Если измерять 

сложность формулы количеством использованных кванторов, то 

сложность увеличивается более чем вдвое. В значительной 

степени с этим и связана бо льшая эффективность определения 2 

при исследовании сложных задач. 

Наконец, чисто эстетически «заплатка» в определении 

множества BR(u) выглядит не слишком привлекательно, а 

красота при построении теории – не последнее дело. 

Из леммы 3, в частности, следует, что если множество V 

конечно, то два определения максимального гарантированного 

результата совпадают. Предположение о бесконечности множе-
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ства V – это, конечно же, идеализация. Но во многих случаях 

замена большого конечного множества континуумом бывает 

очень удобна. В этой связи стоит отметить следующее. Если два 

определения дают разные результаты, то выбор одного из них 

должен решаться в каждом случае на основе анализа модели-

руемой системы. Но нужно понимать, что вопрос о предпочти-

тельности одного из определений, это вопрос о том, какое из 

определений лучше согласуется с идеализацией бесконечности. 

К этому добавим еще, что различие двух определений сви-

детельствует о том, что получившаяся задача не устойчива по 

отношению к аппроксимации конечными сетками. А потому 

постановка задачи требует существенного уточнения. 

Обратимся к анализу полученных результатов. 

Если  является гарантированным результатом в игре *, то 

анализ формулы (6) позволяет построить стратегию, гаранти-

рующую получение такого результата. Для простоты
1
 предпо-

ложим, что множества U и V наделены топологиями и компакт-

ны, а функции g и h непрерывны на U  V. 

Определим стратегии *u  и *u  условиями 

 *( ( ), ) max ( , )
w V

g u v v g u w


 ,  *( ( ), ) min ( , )

w V
h u v v h u w


  

(для любого v  V). Тогда непосредственно проверяется, что 

искомой является стратегия 

 0 * *

*

*

( ), если ( ( ), ) ,
( )

( ) в противном случае.

u v g u v v
u v

u v

 



 
 


 

Стратегию *u  можно естественным образом интерпретиро-

вать, как стратегию наказания второго игрока. Ее появление в 

структуре оптимальной стратегии естественным образом объяс-

няется наличием квантора общности в сочетании с неравенст-

вом «<» в формуле (6). А они, в свою очередь, присутствуют 

уже в определении 2, то есть появление «наказания» в данном 

случае немедленно вытекает из постановки задачи. 

                                           

1
 В данном случае это действительно не принципиально. 
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Отметим, что такая структура оптимальной стратегии была 

изначально угадана Ю.Б. Гермейером. Справедливости ради 

отметим, что его стратегия была даже более «кровожадной», 

чем построенная только что. 

Наконец, отметим, что классическая теорема 3 и теорема 1 

предполагают два разных подхода к численному поиску макси-

мального гарантированного результата в игре *. Теорема 3 

предполагает вычисление относительно простого максимина L, 

решение оптимизационной задачи, и, самое главное, вычисле-

ние минимакса M со сложно определяемым множеством E. Если 

же исходить из теоремы 1, то нужно найти корень функции, для 

вычисления одного значения которой необходимо решить зада-

чу оптимизации и потом вычислить максимин на множестве 

U  V. Какой из подходов проще, наверное, зависит от конкрет-

ной задачи. Но наличие двух подходов само по себе приятно. 

Сказанное в предыдущем абзаце даже в еще большей сте-

пени относится к вычислению максимального гарантированного 

результата в игре , не наделенной дополнительной структурой 

информационного расширения. 

5. Другие определения 

Часто рассматривают игры с доброжелательным вторым 

игроком, то есть считают, что, принимая свое решение, второй 

игрок стремится максимизировать собственный выигрыш, а 

если вариантов получить максимальный выигрыш несколько, то 

будет выбран тот, который более выгоден первому игроку. 

Классическое определение максимального гарантированного 

результата в этом случае дает величину 

(8) 
( )

( ) sup sup ( , )
u U v BR u

R g u v
 

   , 

где множество BR(u) задается условием 

(9)  ( ) : ( , ) max ( , )
w V

BR u v V h u v h u w


   . 

Во многих случаях предположение о доброжелательности уп-

рощает рассматриваемую задачу, но есть и подводные камни. 
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Во-первых, предположение о доброжелательности – это 

дополнительная гипотеза, которую на практике проверить 

достаточно сложно. Поэтому ее широкое применение за преде-

лами чисто академических исследований вызывает вопросы. 

Подробнее обсуждать эту проблему вряд ли стоит. 

Во-вторых, вновь возникает вопрос: а что делать, если мак-

симум в формуле (9) не достигается? И в данном случае, как ни 

странно, проблема оказывается более острой, чем в рассмотрен-

ном выше. Дело в следующем. Из рассуждений двух предыду-

щих параграфов видно, что при отсутствии гипотезы о добро-

желательности в большинстве интересных игр среди 

оптимальных стратегий первого игрока непременно найдется 

такая, что максимум в формуле (1) достигается. Поэтому «за-

платка», даваемая формулой (2), делает постановку задачи 

логически корректной, но ничего не меняет по существу. В 

предположении доброжелательности второго игрока это не так. 

Если мы дополним определение аналогичным образом, то в 

такой модели первому игроку будет выгодно выбирать страте-

гию, так, чтобы максимум в формуле (9) не достигался. В этом 

случае максимальный гарантированный результат будет суще-

ственно зависеть от «порога чувствительности» второго игрока, 

что приведет к усложнению решаемой задачи и т.д. 

Альтернативный вариант определения снимает вторую из 

указанных проблем. Выглядит он так. 

Определение 4. Число   называется гарантированным ре-

зультатом первого игрока в игре  с доброжелательным вторым 

игроком, если существуют такие стратегия u  U и число , что 
выполняются условия 

1. существует стратегия w  V, для которой h(u,w) ≥ ; 

2. для любой стратегии v  V либо g(u,v) ≥ ; либо 

h(u,v)  . 

Точная верхняя грань R() гарантированных результатов назы-

вается максимальным гарантированным результатом первого 

игрока в игре  с доброжелательным вторым игроком. 

Если игра такова, что при любой стратегии u максимум в 

формуле (9) достигается, то формула (8) дает выражение для 
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максимального гарантированного результата в смысле опреде-

ления 4. 

Определение 4 отличается от определения 2 лишь заменой 

знака «<» знаком «» в пункте 2. Поэтому и работать с новым 

определение можно практически так же. Например, аналоги 

теорем 1–3 выглядят следующим образом. 

Теорема 4. Число   является гарантированным результа-

том в игре * тогда и только тогда, когда выполнено условие 

 
 

 

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w

v V U g v h v

   

    

     

      
 

Теорема 5. Пусть множества U и V наделены топологиями 

и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Обозначим 

  ( ) :max ( , )
u U

v V g u v 


    , 

  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      . 

Число  является максимальным гарантированным результатом 

в игре * тогда и только тогда, когда 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
   

 . 

Теорема 6. Если множества U и V наделены топологиями и 

компактны, а функции g и h непрерывны на U  V, то макси-

мальный гарантированный результат первого игрока в игре  с 

доброжелательным вторым игроком равен 

 
( , )
max ( , )
u v D

g u v


, 

где 

D = {(,w)  U  V: h(,w) ≥ L}, 

 maxmin ( , )
u Uv V

L h u v


 . 

Доказательство теоремы 4 практически дословно повторяет 

доказательство теоремы 1. Доказательства теорем 5 и 6 следуют 

схемам доказательства теорем 2 и 3 соответственно, с некото-

рыми упрощениями. 

Еще один вариант модели возникает, когда предполагают 

второго игрока ограниченно рациональным, то есть считают, 

что он может пойти на небольшие потери своего выигрыша, не 
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считая их принципиальными. По-видимому, во многих случаях 

такое предположение даже лучше описывает реальность, чем 

предположение абсолютной рациональности, сделанное в пара-

графе 2. Классический вариант определения в этом случае 

выглядит следующим образом. 

Определение 5. Максимальный гарантированный резуль-

тат первого игрока в игре с ограниченно рациональным игроком 

нижнего уровня равен 

 
( )

( ) sup inf ( , )
v BR uu U

R g u v






  , 

где множество рациональных ответов второго игрока определя-

ется равенством 

  ( ) : ( , ) sup ( , )
w V

BR u v V h u v h u w 


    , 

а  – заданное положительное число. 

Альтернативное определение может быть сформулировано 

следующим образом. 

Определение 6. Число   называется гарантированным ре-
зультатом первого игрока в игре в игре с ограниченно рацио-

нальным игроком нижнего уровня , если существуют такие 

стратегия u  U и число , что выполняются условия 

1. существует стратегия w  V, для которой h(u,w) ≥ ; 

2. для любой стратегии v  V либо g(u,v) ≥ ; либо 

h(u,v) <  – . 

Точная верхняя грань R

() гарантированных результатов назы-

вается максимальным гарантированным результатом первого 

игрока в игре в игре с ограниченно рациональным игроком 

нижнего уровня. 

В данном случае эти два определяют одно и то же число 

R

() для произвольной игры . Доказательство в целом повто-

ряет доказательства лемм 1  и 3. 

Аналогами теорем 1–2 являются следующие утверждения. 

Теорема 7. Число   является гарантированным результа-

том в игре с ограниченно рациональным игроком нижнего 

уровня * тогда и только тогда, когда выполнено условие  
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 

 

: ( , ) &

& ( , ) ( , ) .

U w V h w

v V U g v h v

   

     

     

       
 

Теорема 8. Пусть множества U и V наделены топологиями 

и компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Обозначим 

  ( ) :max ( , )
u U

v V g u v 


    , 

  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      . 

Число   является максимальным гарантированным результатом 
в игре с ограниченно рациональным игроком нижнего уровня  

* тогда и только тогда, когда либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
 


 

  , 

либо 

 
( , ) ( ) ( )

max ( , ) sup inf ( , )
u Uu v v

h u v h u v
 


 

   

и верхняя грань в правой части этого равенства не достигается. 

Аналог теоремы 3 тоже может быть сформулирован [14], 

правда, выглядит он заметно сложнее. Поэтому в данном случае 

больше оснований предпочесть теорему 8 теореме из [14]. 

6. Устойчивость и регуляризация 

При исследовании любой модели встает вопрос об устой-

чивости решения задачи по отношению к изменениям парамет-

ров модели. В данном параграфе будет показано, как новое 

определение максимального гарантированного результата рабо-

тает при анализе устойчивости по отношению к изменениям 

функции выигрыша второго игрока. Такой выбор постановки 

обусловлен, во-первых, тем, что такая задача нетривиальна, но и 

не приводит к слишком сложным формулам. А, во-вторых, 

обычно исследование иерархических игр обычно производится 

в интересах игрока, обладающего правом первого хода. А в 

таком случае интересы партнера – это элемент модели, извест-

ный исследователю операции хуже всего. 
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В общем случае задача вычисления максимального гаран-

тированного результата неустойчива, что показывает следую-

щий пример. 

Пример 2. Рассмотрим игру   = U, V, g, h, в которой 

U = V = [0,1], g(u,v) = v, h(u,v) = u. 

В этой игре второму игроку безразлично, какую стратегию 

выбрать. Поэтому в наихудшем для первого игрока случае он 

выберет v =0, следовательно, R() = 0. 

Рассмотрим «возмущенную» игру 

 = U, V, g, h


, где 

h

(u,v) = u+v. Если  > 0, то при любой стратегии v второму 

игроку выгодно выбирать v = 1, значит, R(

) = 1. 

Таким образом, при сколь угодно малом положительном  

разница между R() и R(

) остается большой. 

На самом деле, данный простой пример демонстрирует ти-

пичную причину появления неустойчивости в рассматриваемой 

задаче. 

Для постановки задачи в общем случае нужна мера близо-

сти игр с разными критериями второго игрока. Будем использо-

вать в качестве такой меры величину 

 
( , )

( , ) sup ( , ) ( , )
u v U V

h u v f u v
 

    , 

где  = U, V, g, h,  = U, V, g, f. 

Предположим, исследователю операции не известна «точ-

ная» модель , а известно лишь, что построенная им модель  

мало отличается от . Тогда возникает необходимость в полу-

чении оценки величины R() в терминах параметров модели . 

Рассмотренные выше конструкции подсказывают нижнюю 

оценку. 

Лемма 5. Если (,)  , то R2
()  R(). 

Доказательство. Пусть  – произвольное число, меньшее 

R
2

(). Фиксируем стратегию u и число , существование кото-
рых предусмотрено определением 6. Тогда  

 [w  V: f(u,w) ≥ ] & [v  V g(u,v) ≥    f(u,v) <  – 2]. 

В силу условия (,)   справедливы неравенства 

h(u,w) ≥ f(u,w) –  и h(u,v)  f(u,v) + . Поэтому выполняется 

условие 
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 [w  V: h(u,w) ≥ ] & [v  V g(u,v) ≥    h(u,v) < ], 

где  =  – . 
Непосредственно в силу определения 2 отсюда следует, что 

 – гарантированный результат в игре  и, значит, R() ≥ . В 

силу произвольности  отсюда получается нужная оценка. Лем-
ма доказана.  

Полученная оценка является неулучшаемой. Чтобы избе-

жать излишних технических деталей, докажем это при некото-

ром дополнительном предположении. А именно, будем считать, 

что игра  такова, что множество 

 {(x,y) (u,v)  U  V : x = g(u,v), y = f(u,v)} 

компактно. 

Заметим, что если в игре  множества U и V наделены то-

пологиями и компактны, а функции g и f непрерывны на U  V, 

то и сама игра , и любое ее квазиинформационное расширение 

удовлетворяют сформулированному условию. 

Пусть число   является гарантированным результатом для 

любой игры , удовлетворяющей условию (,)  . Покажем, 

что тогда   R
2

(). 

Итак, фиксируем число , удовлетворяющее сформулиро-

ванному условию. Пусть  ( ) ( , ) : ( , )u v U V g u v      и 

 0

( , ) ( )
max ( , )

u v
f u v





  

(максимум достигается в силу сделанного предположения об 

игре ). Рассмотрим игру  = U, V, g, h, в которой 

 
0 0

0

min{ ( , ) , }, если ( , ) ,
( , )

max{ ( , ) , ) в противном случае.

f u v f u v
h u v

f u v

    

  

    
 

 
 

Очевидно, тогда (,)  . Поэтому   является гарантирован-

ным результатом в игре .  

Следовательно, найдутся стратегия u и число , для кото-

рых выполняется условие 

(10) [w  V: h(u,w) ≥ ] & [v  V g(u,v) ≥   h(u,v) < ]. 

В этой формуле должно быть   0
 – . В самом деле, если 

 > 0
 – , то h(u,w) ≥  > 0

 – , а тогда f(u,w)  > 0
 и, в силу 
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выбора числа 0
, имеем g(u,w) <  . Следовательно, условие 

g(u,w) ≥   h(u,w) <  неверно, что противоречит условию (10). 

Но тогда, не ограничивая общности можно считать, что 

 = 0
 – . Действительно, при таком выборе  первая часть 

условия (10) выполняется в точке максимума функции f(u,v) на 

множестве (), а вторая часть условия (10) выполняется при 

этом значении , если она выполняется при каком-то значении 

  0
 – . 

Но при таком выборе  из условия (10) и способа построе-

ния функции h следует, что 

 [w  V: f(u,w) ≥ 0
] & [v  V g(u,v) ≥   f(u,v) < 0

 – 2]. 

Следовательно,   R
2

(), что и требовалось доказать. 

Эти результаты получены в самом общем виде. Если игра 

наделена какой-то дополнительной структурой, то и результат 

может быть детализирован. Например, если мы рассматриваем 

задачу вычисления максимального гарантированного результата 

в информационном расширении * игры , то лемма 5 в сочета-

нии с теоремой 7 или 8 дают «конечномерную» регуляризи-

рующую оценку для R(*). При традиционном подходе соответ-

ствующую задачу приходилось решать отдельно. 

Верхняя регуляризирующая оценка, видимо, представляет 

меньший практический интерес. Но и она может быть получена 

аналогично нижней оценке. 

Пусть число R
*

() – точная верхняя грань чисел , для ко-

торых существуют такие стратегия u  U и число , что выпол-
няются условия 

1. существует стратегия w  V, для которой h(u,w) ≥ ; 

2. для любой стратегии v  V либо g(u,v) ≥ ; либо 

h(u,v) <  + . 

Справедлива 

Лемма 6. Если (,)  , то R*2
() ≥ R(). 

Доказательство этой леммы мало отличается от доказатель-

ства леммы 5. 

Содержательную интерпретацию величины R
*

() приду-

мать не удается, но работать с ней можно так же, как с величи-

ной R

(). Например, для вычисления величины R

*
(*) можно 
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доказать аналоги теорем 7 и 8, причем доказательства аналогов 

повторяют доказательства этих теорем практически дословно. 

Оценка леммы 6 тоже неулучшаема. Доказательство этого 

факта в целом следует доказательству неулучшаемости нижней 

оценки, но в данном случае удобно использовать следующую 

конструкцию: 

(11) 
( , ) , если ( , ) ,

( , )
( , ) в противном случае.

f u v g u v
h u v

f u v

 



 
 


 

Эта конструкция делает доказательство даже попроще. Но 

здесь есть одна тонкость. Рассматриваемые игры могут удовле-

творять некоторым топологическим условиям. Например, мно-

жества U и V могут быть наделены такими топологиями, что U и 

V компактны, а функции g и h непрерывны на U  V. Или игра 

является информационным расширением другой игры, которая 

обладает таким топологическим свойством. Конструкция фор-

мулы (11) очевидно нарушает это свойство. Поэтому если такое 

топологическое свойство следует из природы моделируемого 

конфликта, придется повозиться со «сглаживанием» формулы 

(11). Впрочем, эти детали выходят за рамки данной статьи. 

7. Заключение 

В настоящее время нет точного определения термина «тео-

рия иерархических игр». Но значительная часть результатов, 

традиционно относящихся к этой области науки, имеет сле-

дующий вид. Имеется игра  и ее информационное расширение 

#. Тем или иным способом задается понятие оптимального 

решения игры #, а затем оно описывается в терминах более 

простой игры . Возникло понимание того, что соответствую-

щую часть теории можно рассматривать как прикладной раздел 

исчисления предикатов. Относительно решений типа равнове-

сия по Нэшу это стало ясно довольно давно [5]. Теперь стало 

понятно, что то же относится и к вычислению максимального 

гарантированного результата. 
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Возможно, такой способ построения теории является более 

предпочтительным, чем традиционный. И уж во всяком случае 

наличие двух способов будет полезно. 
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Abstract: New method of investigation of hierarchical games is 

discussed. Maximal guaranteed result of high level player in hier-

archical game of two players is calculated. Stability of this problem 

according to variation of payoff function of second player is ana-

lyzed. 
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