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Введение 

 

Задачи стимулирования в организационных системах, т.е. по-

буждения управляемых субъектов к выбору определенных действий 

в интересах субъекта, осуществляющего управление, являются 

предметом исследований в теории управления организационными 

системами [12, 13] и в теории контрактов [21, 28], причем в рам-

ках последней основное внимание уделяется ситуациям, когда ре-

зультаты деятельности управляемых субъектов зависят не только от 

их собственных действий, но и от внешних случайных факторов. 

Если взаимодействие участников организационной системы повто-

ряется во времени неоднократно, то возникает необходимость рас-

смотрения динамических контрактов, описываемых в рамках теории 

повторяющихся игр (в дискретном [10, 24, 27] или в непрерывном 

[22, 29] времени) – см. обзоры в [11, 23, 27]. Однако возможны 

ситуации, когда характеристики внешней неопределенности изме-

няются во времени, следовательно, необходимы разработка и иссле-

дование моделей, учитывающих эффекты обнаружения участниками 

оргсистемы подобных изменений и эффективной реакции на них. 

Изложение материала настоящей работы имеет следующую 

структуру. В первом разделе вводится система классификаций 

моделей контрактов в организационных системах, рассматриваются 

статические модели контрактов, в том числе, в условиях аддитивной 

неопределенности (подраздел 1.4) и в рамках т.н. модели простого 

агента (подраздел 1.5), для которых получены новые достаточные 

условия оптимальности скачкообразных и компенсаторных систем 



стимулирования. Второй раздел посвящен контрактам в многоагент-

ных системах, третий и четвертый разделы – динамическим моде-

лям, соответственно, освоенного объема и процессов адаптации 

участников организационной системы к изменению характеристик 

внешней среды. 

 

1. Статическая модель 

 

Рассмотрим организационную систему (ОС) [13], состоящую из 

одного управляющего органа – центра – и одного управляемого им 

субъекта – агента. Агент выбирает неотрицательное действие y ≥ 0, 

которое совместно с реализацией неопределенного параметра - 

состояния природы   [0; ∆] - однозначно определяет результат 

z = y -  его деятельности (т.н. аддитивная модель учета неопреде-

ленности, в которой, содержательно, неопределенность «аддитивно 

ухудшает» действие агента). Предположим, что размер затрат 

агента c(y, r) зависит от его действия y и типа r > 0 (параметр аген-

та, отражающий эффективность его деятельности), причем будем 

считать, что с(∙, r) – строго монотонно возрастающая гладкая выпук-

лая функция первого аргумента, равная нулю в случае выбора аген-

том нулевого действия (в случаях, когда тип агента фиксирован 

и/или несущественен с содержательной точки зрения, будем его 

опускать в записи функции затрат, используя для последней обозна-

чение c(y)), и монотонно убывающая функция второго аргумента. 

Центр предлагает агенту заключить контракт σ(z), определяю-

щий размер неотрицательного вознаграждения (и условия его полу-

чения) в зависимости от достигнутого результата. Целевая функция 

агента имеет вид разности между стимулированием и затратами: 

(1) f(σ(∙), y, z) = σ(z) – c(y, r). 

Центр получает доход H(z) от деятельности агента (где H(∙) – 

непрерывная неубывающая функция) и несет затраты на стимулиро-

вание, т.е. его целевая функция равна разности между доходом и 

стимулированием: 

(2) Φ(σ(∙), z) = H(z) - σ(z). 

Примем традиционный для задач стимулирования в рамках тео-

рии управления организационными системами [2, 12, 13] и теории 

контрактов [21, 26, 28, 30] порядок функционирования: сначала 

центр и агент согласовывают контракт (центр предлагает агенту 

контракт, от которого агент может «отказаться», выбирая нулевое 



действие, т.е. не получая вознаграждения, но и не неся затрат), затем 

агент выбирает действие, после чего производятся выплаты. 

Будем считать, что при принятии решений участники ОС стре-

мятся максимизировать свои целевые функции. Так как результат 

деятельности агента зависит и от его действия, и от состояния при-

роды, то для устранения неопределенности относительно значения 

состояния природы и центр, и агент должны использовать всю 

имеющуюся у них информацию. В зависимости от информирован-

ности участников, выделяют: 

- детерминированный случай (неопределенность отсутствует 

(∆ ≡ 0), и это является общим знанием для центра и агента); 

- случай полной информированности (когда субъект, принима-

ющий решение, знает истинное значение состояния природы); 

- интервальную неопределенность (когда субъект, принимаю-

щий решение, знает лишь множество возможных значений [0; ∆] 

неопределенного параметра – состояния природы); 

- вероятностную неопределенность (когда субъект, принима-

ющий решение, знает распределение вероятностей на множестве 

возможных значений неопределенного параметра – состояния при-

роды или результата деятельности агента); 

- нечеткую неопределенность (когда субъект, принимающий 

решение, знает функцию принадлежности неопределенного пара-

метра, определенную на множестве его возможных значений). 

Обозначим через <f(σ(∙), y)> и <Φ(σ(∙), y)> «детерминирован-

ные» целевые функции агента и центра, т.е. получающиеся после 

устранения ими неопределенности относительно состояния приро-

ды. Для устранения интервальной неопределенности обычно – см. 

обзор методов устранения неопределенности в задачах стимулиро-

вания в [12] - используют принцип максимального гарантированно-

го результата, в случае вероятностной неопределенности – принцип 

ожидаемой полезности, в случае нечеткой – принцип максимально 

недоминируемых альтернатив. 

Обозначим через P(σ(∙)) = Arg 
0

max
y

 <f(σ(∙), y)> – множество 

реализуемых действий агента в рамках контракта σ(∙), через M – 

множество допустимых контрактов. Примем гипотезу благоже-

лательности [12, 13], в соответствии с которой агент выбирает из 

множества реализуемых действий то действие, которое наиболее 

предпочтительно для центра. Тогда задача стимулирования будет 



заключаться в нахождении оптимального контракта σ
*
(∙), т.е. 

допустимого контракта, максимизирующего выигрыш центра: 

(3) σ
*
(∙) 

( )
Argmax max

M y P  
 <Φ(σ(∙), y)>. 

Если гипотеза благожелательности не выполнена, то ищется система 

стимулирования (контракт), имеющая максимальную гарантирован-

ную эффективность: *

g (∙) 
( )

Argmax min
y PM  

 <Φ(σ(∙), y)>. 

Отметим, что даже при наличии одного неопределенного пара-

метра число возможных комбинаций информированности центра и 

агента достаточно велико (точнее, равно 17 = 1 + 4
2
; случаи нетри-

виальной взаимной информированности [14] лежат вне рассмотре-

ния настоящей работы). Проанализируем некоторые из них. 

1.1. Детерминированный случай. В его рамках z ≡ y, и опти-

мальной (решением задачи (3)) является скачкообразная система 

стимулирования, использующая принцип компенсации затрат 

агента [1, 3, 13]: 

(4) σС(x0, y) = 
0 0

0

( )

0

c x , y x ,

, y x ,





 

где оптимальный план по действию (желательное для центра дей-

ствие агента) равен 

(5) x0 = arg 
0

max
z

 [H(z) – c(z)]. 

Подставляя (4) и (5) в (2), легко найти оптимальный выигрыш 

центра 

(6) K0 = 
0

max
z

 [H(z) – c(z)]. 

Значение целевой функции агента при этом равно нулю. 

Если гипотеза благожелательности не выполнена, то ε-

оптимальной является система стимулирования 

(7) σСg(x0, y) = 
0 0

0

( )+

0

c x , y x ,

, y x ,

 



 

где ε > 0 – сколь угодно малая константа. 

1.2. Случай полной информированности центра и агента. 

Пусть на момент принятия решений о выбираемом действии и раз-

мере выплат соответственно, агент и центр знают реализовавшееся 

значение состояния природы. Тогда центр может использовать т.н. 

механизм гибкого планирования [9], в котором и оптимальный план 

(8) x
*
() = arg 

0
max

y
 [H(y - ) – c(y)], 



и система стимулирования 

(9) σС(x
*
(), z) = 

( ( )), ( ) ,

0, ( )

* *

*

c x z x

z x

  

 

  


 
 

зависят в явном виде от состояния природы . Значение целевой 

функции агента при этом равно нулю, а оптимальный выигрыш 

центра равен 

(10) K() = 
0

max
y

 [H(y - ) – c(y)]. 

Очевидно, что в силу неубывания функции затрат агента, 0   

K() ≤ K0, то есть влияние неопределенности на выигрыш центра 

негативно. 

1.3. Интервальная неопределенность. В ситуациях неполной 

информированности целесообразно разделять случаи симметричной 

(одинаковой) и асимметричной информированности центра и аген-

та (обычно считается, что агент информирован о неопределенных 

параметрах не хуже центра [13], поэтому в рамках асимметричной 

информированности ниже предполагается, что агент на момент 

принятия решений знает реализовавшееся значение состояния при-

роды, а центр принимает решения в условиях неопределенности). 

Отметим, что возможность сообщения агентом центру информации 

[2, 13] мы не рассматриваем. 

Асимметричная информированность. В этом случае центр, зная 

только диапазон [0; ∆] возможных значений состояния природы, 

вынужден гарантировать агенту компенсацию затрат: 

(11) xМГР = arg 
0

max
y

 
[0 ]

min
; 

 [H(y - ) – c(y)] = arg 
0

max
y

 [H(y - ∆) – c(y)], 

т.е. использовать систему стимулирования 

(12) σС(xМГР, z) = 
МГР МГР

МГР

( ), ,

0 .

c x z x

, z x

 


  
 

Агент при этом, зная реализовавшееся значение состояния при-

роды , выбирает действие 

(13) y
*
() = xМГР - ∆ + , 

приводящее к «ожидаемому» центром результату xМГР - ∆ его дея-

тельности (то, что агенту выгодно выполнять план, легко проверяет-

ся сравнением размеров его выигрышей при выполнении и невы-

полнении плана). 

Оптимальный выигрыш центра 

(14) K∆ = 
0

max
y

 [H(y - ∆) – c(y)] 



в случае асимметричной информированности при любом значении 

состояния природы не выше, чем в случае полной информированно-

сти (ср. (10) и (14)). 

Значение целевой функции агента при этом равно 

(15) f(σС(xМГР, xМГР), y
*
(), xМГР) = с(xМГР) - с(xМГР - ∆ + ) ≥ 0. 

Величина (15) называется информационной рентой, т.е. выиг-

рышем, который получает субъект (в данном случае - агент) за счет 

лучшей своей информированности по сравнению с другими субъек-

тами (центром). 

Симметричная информированность. В этом случае ни центр, ни 

агент на момент принятия решений не знают реализации состояния 

природы, а им известен только диапазон [0; ∆] его возможных зна-

чений. Поэтому центр использует систему стимулирования (12) и 

получает выигрыш (14), а агент вынужден выбирать действие, га-

рантирующее ему получение ненулевого вознаграждения: 

(16) yМГР = xМГР, 

что приносит ему нулевой выигрыш. При этом в организационной 

системе реализуется «перепроизводство», равное ∆ -  ≥ 0. 

1.4. Вероятностная неопределенность: аддитивная модель. 

Пусть состояние природы , относительно которого в ОС имеет 

место симметричная информированность, является случайной вели-

чиной с непрерывной функцией распределения F̂ (∙): [0; ∆] → [0; 1], 

для которой существует п.р.в. p(∙). В дальнейшем нам будет удобно 

пользоваться функцией распределения Fθ(∙): (-∞; +∞) → [0; 1]: 

Fθ(ξ) = 

0 0

( ), [0; ],

1

, ,

F̂

, .





 






 
  

 

При заданном действии агента y, в силу определения результата 

деятельности z = y - , последний является случайной величиной с 

функцией распределения Fz(∙, y): [y - ∆; y] → [0; 1], равной 

(17) Fz(q, y) = 1 - F(y - q). 

Предположим, что центр ограничен параметрическим классом 

(параметры: π ≥ 0, λ ≥ 0 – см. выражение (18)) скачкообразных си-

стем стимулирования (как показано в [6, 12], в рассматриваемом 

случае скачкообразные системы стимулирования могут быть не 

оптимальны – см. также ниже, но, тем не менее, они просты и широ-

ко распространены на практике): 



(18) σС(π, z) = 
, ,

0, ,

z

z

 







 

где π – план по результату (желательный для центра результат 

деятельности агента). 

При выборе агентом действия y ≥ π математическое ожидание 

размера его вознаграждения (18) равно 

(19) Ez σС(π, z) = λ F(y - π). 

Будем считать, что агент выбирает действие, максимизирующее 

его ожидаемую полезность [12, 13, 21], поэтому из условий первого 

порядка можно записать, что действие агента y
*
(π, λ) ≥ π должно 

удовлетворять уравнению 

(20) λ p(y
*
(π, λ) - π) = ( ( , ))*c y   . 

Задача центра заключается в выборе параметров π ≥ 0, λ ≥ 0 си-

стемы стимулирования (контракта), максимизирующих его ожидае-

мую полезность: 

(21) 
0

( ( ) ) ( )*H y , p d    


  - λ F(y
*
(π, λ) - π) → 

0, 0
max
         

. 

Пример 1. Пусть центр имеет линейную функцию дохода 

H(z) = γ z, где γ > 0 – известная константа; агент имеет квадратичную 

функцию затрат c(y, r) = y
2
 / 2 r, где r > 0 – тип агента [13], отража-

ющий эффективность его деятельности; а распределение F(∙) рав-

номерное: F(v) = v / ∆, v  [0; ∆]. 

Из выражения (19) следует, что математическое ожидание раз-

мера вознаграждения агента равно λ (y - π) / ∆. Следовательно, при 

выборе агентом действия y ≥ π математическое ожидание значения 

его целевой функции равно 

(22) Ez f(σС(π, z), y, z) = λ (y - π) / ∆ - y
2
 / 2 r. 

Максимизируя свой ожидаемый выигрыш (22), агент выберет 

действие (см. также выражение (20)) 

(23) y
*
(π, λ) = 

, при ,
2

0, при .
2

r r

r

 






  


 
 

 

Математическое ожидание значения целевой функции центра 

равно: 

(24) Ez Φ(σС(π, z), z) = γ (y - ∆ / 2) - λ (y - π) / ∆. 



Подставляя (23) в (24), получим задачу (см. (21)) выбора цен-

тром параметров системы стимулирования (18) 

(25) γ (λ r / ∆ - ∆ / 2) - λ (λ r / ∆ - π) / ∆ → 
0, /(2 )
max

r    
. 

Решение задачи (25) имеет вид λ
*
 = γ ∆, π

*
 = γ r / 2. Ожидаемый 

выигрыш центра при этом равен γ (γ r - ∆) / 2, а ожидаемый выиг-

рыш агента равен нулю. •1
 

Решим задачу синтеза оптимальной системы стимулирования 

для рассматриваемой вероятностной аддитивной модели. Общая 

схема решения вероятностных задач стимулирования такова [12]: 

сначала для каждого действия агента x ищется минимальная (с точки 

зрения ожидаемых затрат центра на стимулирование) реализующая 

его система стимулирования min ( , )x  , то есть побуждающая агента 

выбирать именно это действие: min( ( , ))x P x  . Затем ищется 

действие, реализация которого наиболее выгодна для центра (мак-

симизирует его ожидаемый выигрыш – см. также выражение (3)): 

(26) x
*
 = arg 

0
max

x
 EΦ( min ( , )x  , x), 

где E – оператор вычисления математического ожидания. 

Обозначим через x
**

 = arg max
x

 [
0

( ) ( )H x p d  


  - c(x)]. 

Лемма 1. В вероятностной задаче стимулирования для любого 

действия агента x ≥ 0 не существует системы стимулирования, реа-

лизующей это действие с ожидаемыми затратами центра на стиму-

лирование, строго меньшими затрат агента, т.е. min ( , )x   ≥ c(x). 

Доказательство. Пусть существует действие агента 0x   и си-

стема стимулирования ( )z , такие, что выполнено 

(27) Ez ( )|z x  = 
0

( ) ( )zz p v, x dv


  < ( )c x , 

и система стимулирования ( )z  реализует действие 0x  , т.е. 

0y   выполнено 

(28) Ez ( )|z x  - ( )c x  ≥ Ez ( )|z y  - c(y). 

Для y = 0 выражение (28) с учетом условия c(0) = 0 примет вид: 

                                                      
1
 Символ «•» здесь и далее обозначает окончание примера или доказатель-

ства. 



Ez ( )|z x  ≥ ( )c x  + Ez ( )|0z , 

что в силу неотрицательности стимулирования (и, следовательно, 

его математического ожидания) противоречит (27). • 

Найдем достаточные условия оптимальности системы стимули-

рования типа (18), а именно контракта 

(29) σС(x, z) = 
( ), ,

0,

c x z x

z x .

  


  
 

Утверждение 1. Если [ ; ]** **x x x    выполнено 

(30), 𝑝𝜃(𝑥 − 𝑥
∗∗) ≥

𝑐′(𝑥)

𝑐(𝑥∗∗)
 

то в аддитивной модели учета вероятностной неопределенности 

система стимулирования (29) реализует действие x
**

 агента с мини-

мальными ожидаемыми затратами центра на стимулирование, рав-

ными c(x
**

) и является оптимальной. 

Доказательство. Вычислим математическое ожидание возна-

граждения агента при выборе им действия y при плане x: 

Ez σС(x, z)|y = 
0

( ) (, )С px d y    


  . Из выражения (19) следует, 

что Ez σС(x, z)|y = c(x) F(y – x + ∆). Ожидаемая полезность агента 

равна 

Ez σС(x, z)|y – c(y) = 

( ), ,

( )  ( ) ( ), [ , ],

( ) ( ),

c y y x

c y y x x

c x

c

c

x F y  x

y y x

   

.







  


  
  





  

При плане x = x
**

 в силу условия (30), максимум данной ожидаемой 

полезности достигается при выборе агентом либо нулевого дей-

ствия, либо действия, совпадающего с планом x (условие (30) гаран-

тирует неубывание ожидаемой полезности агента по его действию 

на отрезке [ ; ]** **x x ). В силу гипотезы благожелательности агент 

выберет действие x
**

, что приведет к ожидаемым затратам центра на 

стимулирование в точности равным затратам агента. Следовательно, 

в силу результата леммы 1, система стимулирования (29) оптималь-

на. • 



Очевидно, что, если гипотеза благожелательности не выполне-

на, то ε-оптимальной системой стимулирования в рамках условия 

(30) будет система стимулирования σСg(x, z) = 
( ) , ,

0,

c x z x

z x .

   


  
 

Пример 2. В условиях примера 1 условие (30) примет вид: 

γ r ≥ 2 ∆. • 

Теперь исследуем достаточные условия оптимальности компен-

саторной системы стимулирования. Для этого найдем систему сти-

мулирования ( )ˆ z , которая обращает в ноль ожидаемую полезность 

агента для любых его действий, т.е. для которой выполнено 

(31) ( ) ( ) ( )

y

y

ˆ z p y z dz c y,r


  . 

Утверждение 2. Если существует контракт ( ) 0ˆ z  , удовлетво-

ряющий выражению (31), то он является оптимальным в аддитивной 

модели учета вероятностной неопределенности. 

Справедливость утверждения 2 следует из свойства (31) систе-

мы стимулирования ( )ˆ z  и результата леммы 1. 

Итак, система стимулирования ( )ˆ z  является оптимальной, ес-

ли существует положительнозначное решение интегрального урав-

нения (31). Сформулируем условия существования такого решения. 

Утверждение 3. Если функции ( )yc y,r  и ( )p v
  непрерывны в 

областях определения, то интегральное уравнение (31) имеет един-

ственное решение, которое может быть найдено методом последова-

тельных приближений: 

(32) {
0̂ (𝑧) =

𝑐′(𝑧,𝑟)

𝑝𝜃(0)
 ,                                                 

̂
𝑖+1
(𝑧) =

𝑐′(𝑧,𝑟)

𝑝𝜃(0)
− ∫ ̂

𝑖
(𝑢)

𝑝′𝜃(𝑧−𝑢)

𝑝𝜃(0)
𝑑𝑢, 𝑖 = 1, 2, … .

𝑧

0

 

Для положительнозначимости решения интегрального уравне-

ния (32) необходимо 

(33)  𝑐′(𝑦, 𝑟) ≥ ∫ ̂
𝑖
(𝑢)𝑝′𝜃(𝑦 − 𝑢)𝑑𝑢, 𝑖 = 1, 2, … .

𝑦

0
  

Доказательство. Продифференцируем выражение (31): 

(34) 𝑝𝜃(0)̂ (𝑧) − 𝑝𝜃(∆)̂ (𝑧 − ∆) + ∫ ̂ (𝑢)𝑝′𝜃(𝑧 − 𝑢)𝑑𝑢
𝑧

𝑧−∆
=

= 𝑐′(𝑧, 𝑟). 
Сначала решаем (34) при 𝑧 ≤ ∆: 

𝑝𝜃(0)̂ (𝑧) + ∫ ̂ (𝑢)𝑝′𝜃(𝑧 − 𝑢)𝑑𝑢
𝑧

0
= 𝑐′(𝑧, 𝑟). 



Перепишем данное выражение в виде: 

(35)  ̂ (𝑧) =
𝑐′(𝑧,𝑟)

𝑝𝜃(0)
− ∫ ̂ (𝑢)

𝑝′𝜃(𝑧−𝑢)

𝑝𝜃(0)
𝑑𝑢.

𝑧

0
 

Уравнение (35) является интегральным уравнением Вольтерра 

второго рода. Известно (см., например, [17]), что в рамках условий 

доказываемого утверждения оно имеет единственное решение, 

которое может быть найдено методом последовательных приближе-

ний (32). Для положительнозначимости решения необходимо вы-

полнения (33). Таким образом, решение для z ≤ ∆ получено. 

Используя (34), аналогичное решение можно получить для 

𝑧𝜖[𝑗∆; (𝑗 + 1)∆]; 𝑗 = 1,2… : 

𝜎̂(𝑧) =
{𝑐′(𝑧, 𝑟) + 𝑝𝜃(∆)𝜎̂(𝑧 − ∆)}

𝑝𝜃(0)
− ∫𝜎(𝑢)

𝑝′𝜃(𝑧 − 𝑢)

𝑝𝜃(0)
𝑑𝑢,

𝑧

0

 

причем доказательство положительности решения ( )ˆ z  достаточно 

выполнить только для решения на первом интервале, далее  

𝑐′(𝑧, 𝑟) + 𝑝𝜃(∆)𝜎(𝑧 − ∆) ≥ 𝑐
′(𝑧, 𝑟). 

Пример 3. Пусть п.р.в. 𝑝𝜃(∙) является равномерной, то есть 

𝑝𝜃(𝑣) = {

1

∆
  при 𝑣 ∈ [𝑎0; 𝑎1],

0   при 𝑣 ∉ [𝑎0; 𝑎1],
  

где  0 < 𝑎0; 𝑎1 = 𝑎0 + ∆. 

Тогда (31) примет вид ∫ 𝜎(𝑢)𝑑𝑧
𝑧−𝑎0
𝑧−𝑎1

= ∆𝑐(𝑧, 𝑟). Дифференцируя 

обе части, получим функциональное уравнение: 

𝜎(𝑧−𝑎0) − 𝜎(𝑧 − 𝑎1) = ∆𝑐
′(𝑧, 𝑟). 

Учитывая, что 𝑐(𝑦, 𝑟) = 0 и 𝑐′(𝑦, 𝑟) = 0 при 𝑦 ≤ 0, решение 

итогового уравнения получится в виде функционального ряда: 

𝜎(𝑧−𝑎0) = ∆∑ 𝑐′(𝑧 − ∆𝑖, 𝑟)∞
𝑖=0 . 

Так как 𝑐(∙, 𝑟) непрерывно дифференцируема и выпукла, сумма 

функционального ряда положительна и возрастает, что соответству-

ет основному требованию к функции стимулирования 𝜎(∙). 

В частности, в условиях примера 1 𝑐(𝑦, 𝑟) = 𝑦2 / 2 𝑟, а 

𝑐′(𝑦, 𝑟) = 𝑦 /  𝑟, при 𝑦 > 0 тогда 

𝜎(𝑧−𝑎0) = ∆/𝑟 ∑ 𝜃(𝑧 − ∆𝑖)∞
𝑖=0 (𝑧 − ∆𝑖); 

где 𝜃(∙) - функция Хевисайда: 𝜃(𝑢) = {
1 при 𝑢 ≥ 0 
0 при 𝑢 < 0

•  

1.5. Вероятностная неопределенность: модель с простым 

агентом. Альтернативой рассмотренной выше в подразделе 1.4 

аддитивной модели учета неопределенности является т.н. модель 



простого агента [3, 5, 6, 12], в которой функция распределения 

результатов деятельности имеет вид: 

(36) Fz(q, y) = 
( ),

1

G q q y,

, q y,





 

где G(∙): [0; +∞) → [0; 1] – известная функция распределения (соот-

ветствующую ей п.р.в. обозначим через g(∙)), G(0) = 0, т.е., как и в 

аддитивной модели, действие агента определяет максимально воз-

можный результат, а распределение G(∙) не зависит явным образом 

от действия. П.р.в., соответствующую функции распределения (36), 

обозначим через pz(q, y). 

При использовании центром скачкообразной системы стимули-

рования (18) и выборе агентом действия y ≥ π математическое ожи-

дание размера его вознаграждения равно λ (G(y) – G(π)). Аналогом 

условия первого порядка (20) для модели простого агента является 

λ g(y
*
(π, λ)) = ( ( , ), )*c y r  . 

В [12] доказано, что в модели нейтрального к риску простого 

агента оптимальны компенсаторные системы стимулирования, а в 

[6] доказано, что в этом классе моделей оптимальны: 

- для несклонного к риску агента - компенсаторные системы 

стимулирования вида 

(37) σK(z) = 
0

( )

1 ( )

z
c v,r dv

G v



 ; 

- для склонного к рискe агента – скачкообразные системы сти-

мулирования следующего вида: 

(38) σC(x, z) = 

( , )
, ,

1 ( )

0, .

c x r
z x

G x

z x





 

 

Легко убедиться, что функция стимулирования (37) является 

неотрицательной, возрастающей и выпуклой. По аналогии с леммой 

1 в [6] можно доказать следующие свойства систем стимулирования 

(37) и (38). 

Утверждение 4. В модели простого агента 0y   выполнено: 

1) 

0

( ) ( , ) ( , )K zq p q y dq c y r


 ; 



2) 

0

( ) ( , ) ( , )C zq p q y dq c x r


 . 

Содержательно результат первого пункта утверждения 4 озна-

чает, что для любого действия агента математическое ожидание его 

вознаграждения (37) в точности равно затратам агента по выбору 

этого действия. Следовательно, при выборе центром функции сти-

мулирования (37), для любых действий агента его ожидаемая полез-

ность обращается в ноль, что делает его индифферентным к выбору 

действий, следовательно, в рамках гипотезы благожелательности, 

агент выберет действие, которое наиболее предпочтительно с точки 

зрения центра. 

При использовании центром системы стимулирования (38) 

агент индифферентен между нулевым действием (отказ от контрак-

та) и выполнением плана. Для того чтобы ожидаемая полезность 

агента достигала единственного максимума при выборе действия, 

совпадающего с планом, необходимо увеличить размер выплат за 

выполнение плана на сколь угодно малую положительную величину 

ε. Но такая система стимулирования будет уже не оптимальной, а ε-

оптимальной. Легко убедиться, что справедливо следующее утвер-

ждение. 

Утверждение 5. В модели простого агента 0x   система сти-

мулирования 

(39) 
C

 (x, z) = 

( , )
, ,

1 ( )

0, ,

c x r
z x

G x

z x





 

 

ε-оптимальна (т.е. реализует действие агента x с минимальными 

ожидаемыми затратами центра на стимулирование). 

Независимо от того какую – компенсаторную или скачкообраз-

ную – систему стимулирования использует центр, оптимальным с 

его точки зрения будет план (по действию): 

(40) x
*
 = arg 

0
max

y
 [

0

( ) ( )

y

H z g z dz  + (1 – G(y)) H(y) - c(y, r)]. 

Условием первого порядка для выражения (40) является: 

(41) H(x
*
) + (1 - G(x

*
)) H’(x

*
) = c’(x

*
, r). 



Пример 4. Пусть в условиях примера 1 G(z) = z / (1 + z). Из вы-

ражения (37) следует, что σK(z) = 
2 2

(1+ )
2 3

z z

r
, а из выражения (41) 

находим x
*
 = 

1

2
[

1 3

1

r

r








 - 1]. • 

Так как в рассматриваемой в настоящей работе модели простого 

агента последний нейтрален к риску, то, выбирая из систем стиму-

лирования (37) и (38), наверное, следует отдать предпочтение скач-

кообразной системе стимулирования, так как она, во-первых, проще, 

а, во-вторых, ее ε-оптимальный аналог побуждает агента выбирать 

действие, совпадающее с планом (см. утверждение 5). 

Основными результатами первого раздела, в котором рассмат-

ривалась статические задачи теории контрактов, являются «анали-

тические» зависимости типа (31), (37), которые позволяют ставить и 

решать более сложные задачи – в частности динамические, в кото-

рых изменяются характеристики агентов и/или состояния природы 

(например, изменяются параметры его функции распределения). 

Однако сначала рассмотрим непосредственное обобщение модели с 

одним агентом и аддитивной неопределенностью на многоагентный 

случай (раздел 2), а затем обобщение статической модели с простым 

агентом на случай нескольких последовательных периодов его 

деятельности (раздел 3). 

 

2. Многоагентная модель 

 

Пусть в ОС центру подчинены n агентов, принимающих реше-

ния одновременно и независимо (через N = {1, …, n} обозначим 

множество этих агентов), а функция затрат i-го агента 

ci(yi, ri) = c(yi, ri), где yi ≥ 0 – его действие, ri > 0 – его тип (нижним 

индексом здесь и далее будем обозначать номер агента). 

Обозначим через Y = 
i

i N

y


  сумму действий всех агентов. Пред-

положим, что задачей центра является обеспечение суммарного 

результата X ≥ 0 деятельности всех агентов с вероятностью не 

меньшей заданного значения α [0; 1]. Величина α называется 

надежностью контракта [4]. 

Для аддитивной модели учета неопределенности это условие 

примет вид следующего ограничения на действия агентов: 



(42) Y ≥ X + n 
1F


(α). 

Величина n 
1F


(α) может рассматриваться как «плата за не-

определенность» в терминах действий агентов. 

Рассмотрим следующую задачу: каковы должны быть опти-

мальные планы (по действиям)? Воспользовавшись утверждением 1, 

получаем, что ожидаемые затраты центра на стимулирование каждо-

го агента в точности равны затратам последнего от выбора соответ-

ствующего действия (так как при использовании центром системы 

стимулирования (31) ожидаемый выигрыш агента постоянен при 

любом его действии, то, в силу гипотезы благожелательности, он 

выберет действие, совпадающее с планом). Так как затраты агентов 

– неубывающие, то в оптимальном решении условие (42) выполня-

ется как равенство. Следовательно, поиск оптимальных планов 

сводится к следующей задаче условной оптимизации: 

(43) 
{ 0}

1

( ) min

( ).

i
i i

x
i N

i

i N

c x ,r ,

x X nF 








 



 





 

Применяя метод множителей Лагранжа, получаем, что справед-

ливо следующее утверждение. 

Утверждение 6. В аддитивной модели учета вероятностной не-

определенности оптимальные планы {
*

ix } в контракте по обеспече-

нию суммарного результата X ≥ 0 с надежностью α имеют вид: 

(44) 
*

ix  = 
1( )ic ,r , i  N, 

где μ > 0 – решение следующего уравнения: 

(45) 1( )i

i N

c ,r



  = X + n 
1F


(α). 

В силу монотонности функции распределения получаем из ана-

лиза задачи (43), что справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 7. В аддитивной модели учета вероятностной не-

определенности с ростом надежности контракта минимальные 

затраты центра на обеспечение заданного суммарного результата 

деятельности агентов не убывают. 

Пример 5. Пусть агенты имеют функции затрат типа Кобба-

Дугласа, т.е. c(y, r) = 
1


y

μ
r

1-μ
, μ > 1. Из выражений (44) и (45) полу-

чаем: 



(46) 
*

ix  = i

j

j N

r

r



 (X + n 

1F


(α)), i  N. 

Зная оптимальные планы (46), вычисляем оптимальное значе-

ние критерия эффективности: 

(47) ( )*

i i

i N

c x ,r


  = 
1

1

( ( ))

( )j

j N

X nF

r




















. 

Правая часть выражения (47) не убывает по α (см. утверждение 

5). 

Размер «платы за неопределенность» (разность между (47) и 

значением критерия эффективности в соответствующей детермини-

рованной задаче) в терминах критерия эффективности составляет 
1

1

( ( ))

( )j

j N

X nF X

r

 















 


 и не убывает с ростом надежности контракта. • 

 

3. Модель освоенного объема 

 

Рассмотрим взаимодействие центра и одного агента в течение 

выполнения некоторого проекта - нескольких последовательных 

периодов дискретного времени. К концу периода T0 (планового, 

называемого планируемым сроком завершения проекта) центру 

требуется обеспечить заданный суммарный результат X0 ≥ 0 дея-

тельности. Пусть значения состояния природы 1 2{ }t t , ,...   в различ-

ные периоды – независимые одинаково распределенные случайные 

величины с функцией распределения F(∙), а центр заключает с 

агентом оптимальный (см. утверждение 2) контракт ( )tˆ z , удовле-

творяющий выражению (31) и определяющий размер вознагражде-

ния агента в зависимости от результата его деятельности в периоде t, 

t = 1, 2, … . 

Так как тип агента и его функция затрат не зависят от номера 

периода, то при заданной надежности α каждого однопериодного 

контракта центру следует назначать агенту в каждом периоде один и 

тот же план (по действию), равный (ср. с выражением (42)) 

(48) x0 = X0 / T0 + 
1F


(α), 

причем, в силу (31), агенту выполнять этот план выгодно. 



Плановый результат (суммарный) деятельности агента в мо-

мент времени t равен 

(49) 
0

tX  = t x0 – t 
1F


(α) = t X0 / T0. 

Последовательность (49) в терминах методики освоенного объ-

ема, принятой в современном управлении проектами [7, 16], называ-

ется планируемой динамикой объемов работ (BQWS – Budgeted 

Quantity of Work Scheduled). 

Так как результат 
0z x    деятельности агента в периоде   

– случайная величина, то суммарный результат X
t
, достигнутый к 

периоду t, также является случайной величиной: 

(50) X
t
 = t x0 - 

1

t







  = t (X0 / T0 + 
1F


(α)) - 

1

t







  =  

= 
0

tX  + t 
1F


(α) - 

1

t







 . 

Последовательность (50) в терминах методики освоенного объема 

является фактической траекторией (фактическая динамика объема 

работ: AQWP – Actual Quantity of Work Performed). 

Определим другие показатели освоенного объема в терминах 

рассматриваемой аддитивной модели учета неопределенности 

(t = 1,T ) [7]: 

- плановые ожидаемые (в смысле математического ожидания) 

затраты центра (Budgeted Cost of Work Scheduled – BCWS), дирек-

тивный график: 

(51) 0

tc  = t с(X0 / T0 + 
1F


(α), r); 

- фактические затраты центра (Actual Cost of Work Performed 

– ACWP): 

(52) c
t
 = 

1

0 )(
t

ˆ x     






 ; 

- отставание от плана (временное, может в общем случае быть 

как положительным, так и отрицательным): 

(53) δ(t) = min {δ | 
0

t tX X  }; 

- освоенный объем (EV – Earned Value, Budgeted Cost of Work 

Performed – BCWP), как плановая стоимость фактически выполнен-

ных работ: 

(54) 
t

ec  = 
( )

0

t tc 
. 

- текущий прогноз T(t) времени завершения проекта: 



(55) T(t) = T0 + ε(t); 

- общие плановые затраты C0 (BAC – Budget at Completion или 

BC – Budget Cost): 

(56) C0 = T0 с(X0 / T0 + 
1F


(α), r); 

- текущая линейная оценка общих затрат: 

(57) C(t) = T(t) c
t
 / t. 

- фактический срок завершения проекта: 

(58) T’ = min {t ≥ 0 | X
t
 ≥ X0}; 

– разность между фактическими и освоенными затратами (Cost 

Overrun – «перерасход» средств): 

(59) ∆сe(t) = c
t
 – 

t

ec ; 

- показатель освоенного объема (SPI – Schedule Performance In-

dex): 

(60) a
t
 = 

t

ec  / 0

tc ; 

- показатель динамики (освоения) затрат (CPI – Cost Perfor-

mance Index): 

(61) b
t
 = 

t

ec  / c
t
. 

Показатели освоенного объема (48)-(61), которые подразделя-

ются на первичные: (48)-(52) и производные - (53)-(61), являются 

эффективным инструментом планирования проектов и оперативного 

управления их реализацией. 

Пример 6. Пусть в условиях примера 1 r = 1, T0 = 100, X0 = 100, 

∆ = 1, α = 0,2. Плановая (см. выражение (49)), фактическая (см. 

выражение (50)) и ожидаемая (X
t
 = 

0

tX  + t (
1F


(α) – E θ)) траекто-

рии приведены на Рис. 1 (моделирование осуществлялось в про-

граммном комплексе РДС [15]). 

 



 
Рис. 1. Динамика результатов в примере 6 

 

Динамика плановых и фактических затрат, а также освоенного 

объема приведены на Рис. 2. • 

 

 
Рис. 2. Динамика затрат и освоенного объема в примере 5 

 

Получаем: T’ = 145, BAC = 72, ∆сe(T’) ≈ 60 %. • 

 

4. Модель адаптации 



 

Классификацию задач стимулирования в динамических органи-

зационных системах можно осуществлять по различным основаниям 

– взаимосвязь периодов, дальновидность участников, режим приня-

тия решений и др. (см. [11]). В настоящем разделе сначала вводится 

классификация динамических задач стимулирования в условиях, 

когда на протяжении рассматриваемого промежутка времени может 

однократно (в момент времени tp) измениться один из параметров 

модели – целевая функция центра, функция затрат агента или функ-

ция распределения результатов деятельности агента (подобное 

событие будем условно называть «разладкой»). Участники органи-

зационной системы при этом предполагаются недальновидными, то 

есть принимающими в каждом периоде решения только на данный 

период, не принимая во внимание возможные будущие последствия 

этих решений. Затем изучается одна из моделей, в которой предме-

том разладки является функция распределения, а момент разладки 

не известен ни центру, ни агенту. Изменение поведения участников 

организационной системы при обнаружении факта разладки можно 

условно трактовать как их адаптацию к новым условиям функцио-

нирования [8, 18]. 

4.1. Классификация динамических задач стимулирования. В 

Табл. 1 перечислены все возможные варианты информированности 

центра и агента о «новых» функциях (дохода, затрат и распределе-

ния) после наступления момента разладки (эти функции будем 

обозначать, используя верхнюю тильду). При этом будем считать, 

что перед принятием решения на период t относительно «истории 

игры» центр знает 𝑍𝑡−1 =  (𝑧1, … , 𝑧𝑡−1), а агент – и 𝑍𝑡−1, и 𝑌𝑡−1 =

 (𝑦1, … , 𝑦𝑡−1). Информированность агента и центра отражены в 

третьем и четвертом столбцах Табл. 1. 

 

Табл. 1. Классификация динамических задач стимулирования 

№ Предмет 

разладки 

Агент знает Центр знает Задача 

1 

𝐻(𝑧) → 𝐻(𝑧) Не важно 

𝑡𝑝; 𝐻(𝑧) Типовая задача 

2 Ничего 

или 𝑡𝑝 

Не имеет смысла 

3 
𝑐(𝑦, 𝑟)
→ 𝑐̃(𝑦, 𝑟) 

𝑡𝑝; 𝑐̃(𝑦, 𝑟) 
𝑡𝑝; 𝑐̃(𝑦, 𝑟) Типовая задача 

4 𝑐̃(𝑦, 𝑟) Screening 

5 Ничего Не имеет решения 



6 

𝑐̃(𝑦, 𝑟) 

𝑡𝑝; 𝑐̃(𝑦, 𝑟) Типовая задача 

7 𝑐̃(𝑦, 𝑟)  Типовая задача 

8 Ничего Не имеет решения 

9 Ничего Не важно Не имеет решения 

10 

𝐹𝜃(𝑧, 𝑦)
→ 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) 

𝑡𝑝; 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) 
𝑡𝑝; 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) Типовая задача 

11 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦)  Screening 

12 Ничего Не имеет решения 

13 

𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) 

𝑡𝑝; 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) Типовая задача 

14 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦)  Р1 

15 Ничего Не имеет решения 

16 Ничего Не важно Не имеет решения 

 

1-2. Изменение функции дохода центра (𝐻(𝑧) → 𝐻̃(𝑧)) рассмот-

рено в строках 1 и 2 Табл. 1. Если новая функция дохода и момент 

времени tp (момент разладки) известны центру (первая строка Табл. 

1), то постановка сводится к набору типовых – рассмотренных в 

первом разделе – статических задач стимулирования, решаемых 

отдельно для каждого периода. Если новая функция дохода центра 

𝐻̃(𝑧) или момент времени 𝑡𝑝 неизвестны центру, то такая постанов-

ка не имеет смысла, так как центр не имеет достаточной информа-

ции для принятия решений (не знает своей функции дохода). 

3-9. Изменение функции затрат агента (𝑐(𝑦, 𝑟) → 𝑐̃(𝑦, 𝑟)) рас-

смотрено в строках 3 - 9 Табл. 1. 

Если момент изменения и новая функция затрат известны и 

агенту, и центру (строка 3 Табл. 1), то постановка сводится к набору 

типовых задач, последовательно и независимо решаемых в различ-

ные моменты времени. 

Если центр знает новую функцию затрат агента, но не знает мо-

мента её изменения (строка 4 Табл. 1), то рациональным поведением 

для него является предлагать всякий раз агенту меню контрактов, 

являющихся оптимальными для набора вариантов функции затрат – 

известный принцип screening’а, используемый в условиях асиммет-

ричной информированности (см. [13, 21]). 

Если агент знает и новую функцию затрат, и момент изменения, 

а центр – ничего из этого (строка 5 Табл. 1), то задача не имеет 

решения по следующим причинам. Для того чтобы получить самому 

выигрыш больший нуля, центр должен побудить агента действовать 

хотя бы каким-то образом, а для этого он должен сформировать 

контракт, который даст агенту выигрыш не меньший нуля. Но в 



условиях, когда центр не знает функции затрат агента, он не сможет 

сформировать такой контракт. По аналогичным причинам не имеют 

решения задачи в строках 8, 12 и 15 Табл. 1, когда центр не знает 

новых функций затрат 𝑐̃(𝑦, 𝑟) или распределения 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦). 
Если центр знает и новую функцию затрат агента, и момент её 

изменения, а агент – только функцию затрат (строка 6 Табл. 1), то 

данный случай сводится к типовой задаче: центр обладая полной 

информацией будет предлагать до момента разладки контракт, 

соответствующий 𝑐(𝑦, 𝑟), а после нее - 𝑐̃(𝑦, 𝑟); агент может иденти-

фицировать момент разладки через момент смены предложения 

центра и реагировать оптимально. Т.е. в этом случае получаем набор 

типовых задач. 

Рассмотрим случай, когда центр и агент знают новую функцию 

затрат, но не знают момент её изменения (строка 7 Табл. 1). Выше 

мы предполагали, что функция затрат агента непрерывно дифферен-

цируема и строго монотонна, а это означает, что, наблюдая свои 

фактические затраты, агент может идентифицировать факт разладки 

(если последняя имела место), причем изменения функции затрат 

достоверно обнаруживаются агентом непосредственно по оконча-

нию периода, наступившего после разладки, и в котором агент 

выберет некоторое действие y, для которого 𝑐(𝑦, 𝑟) ≠ 𝑐̃(𝑦, 𝑟). Одна-

ко в этом одном периоде (выбирая свое действие) он гарантированно 

не знает своей функции затрат. Поэтому в условиях недальновидно-

сти агента, центр должен будет всегда предлагать контракт, рассчи-

танный на наихудший для агента вариант функции затрат, т.е. на 

функцию ( , ) max{ ( , ); ( , )}с̂ y r c y r c y r , причем и до, и после наступ-

ления разладки и обнаружения её агентом. Таким образом, в этом 

случае возникает типовая задача с дополнительными затратами 

центра, величина которых может быть оценена обоими игроками (и 

центром, и агентом). 

Если агент не знает новой функции затрат, задача также не име-

ет решения в данной постановке независимо от информированности 

центра (строка 9 Табл. 1): в этом случае он не может оценить своих 

возможных потерь в течение периодов, пока он не идентифицирует 

новую функцию затрат и поэтому предпочтет отказ от действий. 

10-16. Изменение функции распределения результата деятель-

ности агента в зависимости от его действия или функции распреде-

ления состояния природы (𝐹𝜃(𝑧, 𝑦) → 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦)) рассмотрено в стро-

ках 10-16 Табл. 1. 



Если центр знает и новую функцию распределения 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦), и 

момент разладки, а агент знает хотя бы новую функцию 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦), то 

возникает набор типовых задач (строки 10 и 13 Табл. 1). 

Если агент знает и новую функцию распределения 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦), и 

момент разладки, а центр – только новую функцию 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦), то 

возникает последовательная задача screening’а (строка 11 Табл. 1). 

Если агент не знает новой функции распределения 𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦), за-

дача также не имеет решения в данной постановке независимо от 

информированности центра (строка 16 Табл. 1): в этом случае он не 

может оценить своих возможных ожидаемых выигрышей и потерь в 

течение периодов, пока он не идентифицирует новую функцию 

𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) и поэтому предпочтет отказ от действий. 

Модель Р1 (строка 14 Табл. 1) является многопериодной моде-

лью контрактов с изменением функции распределения 𝐹𝜃(𝑧, 𝑦) в 

некоторый момент времени. В этой модели и центр, и агент знают 

новую функцию 𝐹̃𝜃(𝑦, 𝑟) и знают, что она может измениться не 

более одного раза, но априори не знают момента разладки. 

Перед первым периодом взаимодействия и агент, и центр не 

имеют никакой информации о разладке кроме априорной, поэтому 

они обязаны действовать в предположении, что в первом периоде 

результат будет соответствовать одному из вариантов функции 

𝐹𝜃(𝑧, 𝑦) или  𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦). При этом в условиях недальновидности агента 

центр должен предлагать контракт, рассчитанный на наихудший для 

агента вариант. Потому что если центр этого не сделает, то агент 

откажется от контракта, а следовательно ни агент, ни центр не полу-

чат новой информации о состоянии природы, и дальнейшее их 

взаимодействие потеряет смысл. 

Если центр сформировал такой контракт, а агент рационален, то 

центр может прогнозировать действие агента y. Результат z наблю-

даем центром, поэтому центр апостериори будет обладать той же 

информацией, что и агент. Этот факт можно обобщить в виде прин-

ципа «прозрачности стимулирующего контракта», сформулировав 

его в следующей форме: если условия задачи позволяют центру 

сформировать стимулирующий контракт, агент рационален и не 

осуществляет манипулирования, то центр может достоверно прогно-

зировать действия агента и обладать, таким образом, той же полно-

той информации, что и агент. 

Следовательно, после окончания первого периода центр сможет 

построить контракт для второго периода на основании не только 



априорных знаний о функциях 𝐹𝜃(𝑧, 𝑦) и  𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦), но также и 

«наблюдений» 𝑍1 и 𝑌1. Аналогично центр будет поступать и в даль-

нейшем, формируя контракт 𝜎𝑡(𝑧) для периода 𝑡 с использованием 

знаний о функциях 𝐹𝜃(𝑧, 𝑦) и  𝐹̃𝜃(𝑧, 𝑦) и наблюдениях 𝑍𝑡−1 и 𝑌𝑡−1. 

Альтернативой является использование недальновидным цен-

тром контракта, оптимального в условиях распределения 𝐹𝜃(𝑧, 𝑦), до 

тех пор, пока центр не примет решение о том, что разладка произо-

шла (именно такая ситуация рассматривается ниже при анализе 

модели Р1). Отметим, что в силу одинаковой информированности, 

центр и агент примут решение о наличии разладки, условно говоря, 

одновременно. 

В зависимости от наличия дополнительной априорной инфор-

мации у центра и агента возможны несколько постановок задачи 

формирования таких контрактов. 

Если обоим участникам доступна априорная информация о рас-

пределении вероятности момента разладки, то может быть сформи-

рован последовательный оптимальный байесовский алгоритм фор-

мирования контракта 𝜎𝑡(𝑧). 
Если оба участника не имеют дополнительной информации о 

возможности наступления разладки в различные моменты времени и 

знают, что их взаимодействие может прерваться после любого 

количества периодов, то оптимальным будет минимаксный подход. 

4.2. Задача о разладке (задача Р1 – см. Табл. 1). Пусть в рамках 

многопериодной модели (с несвязанными периодами [10]) простого 

агента центр использует оптимальную систему стимулирования (38) 

с оптимальным планом (40), причем первоначально и центр, и агент 

имели одинаковую информацию о функции распределения G(∙). 

Предположим, что в некоторый момент времени tp > 0 происходит 

разладка – распределение G(∙) меняется на ( )G  . Предполагается, 

что новое распределение ( )G   известно априори и центру, и агенту, 

но момент разладки неизвестен никому из них. Изменение в резуль-

тате разладки значения ожидаемой полезности агента в одном пери-

оде равно 

(62) ∆f(G(∙), ( )G  ) = c(x
*
) 

* *

*

( ) ( )

1 ( )

G x G x

G x




. 

Выбирая в каждый момент времени действие x
*
, агент и центр 

наблюдают последовательность результатов Zt (агент дополнительно 

наблюдает последовательность Yt = (x
*
, …, x

*
) и должны принять 



решение, произошла разладка или нет. Получается, что последова-

тельная задача распадается (из-за независимости периодов) на «од-

ношаговые задачи с дополнительной информацией»: 

На период t агент и центр перезаключают контракт, имея ин-

формацию о двух возможных распределениях 𝐺(∙) и 𝐺̃(∙) и дополни-

тельные наблюдения 𝑍𝑡−1. 

Определим величину: Lt = ln( ( , ) ln( ( , ))t t t tg z y g z y , которая 

позволяет сформировать оптимальное последовательное правило 

максимального правдоподобия обнаружения разладки: в каждый 

момент времени t > 0 вычисляется значение 𝑙𝑡 (𝑙0 = 0): 

(63) 𝑙𝑡 = {
0;               если 𝑙𝑡−1 + 𝐿𝑡 ≤ 0,
𝑙𝑡−1 + 𝐿𝑡; если 𝑙𝑡−1 + 𝐿𝑡 > 0.

 

Если в какой-то момент 𝑙𝑡 > 𝛿, то принимается решение, что 

разладка имела место, где порог δ задает значения характеристик 

ошибок первого и второго рода. 

Известно (например, [19], что статистика максимального прав-

доподобия позволяет сформировать решающее правило, наиболее 

эффективное (по сравнению с другими статистиками) по следующе-

му критерию эффективности: когда одна из ошибок фиксируется на 

уровне не ниже заданного, а вторая – оптимизируется. Порог δ 

выбирается исходя из значений характеристик ошибок первого и 

второго рода. 

Пример 7. Пусть в условиях примеров 1 и 4 G(z) = z / (β1 + z), 

( )G z  = z / (β2 + z). Тогда Ez(y) = βi ln (1 + y / βi). Из условия (41) 

находим: 

x
*
 = 

4
1 1

2 ( -1)

r
r

r

 


 

 
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 
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Выражение (38) примет вид: 

(64) σC(x
*
, z) = 

* 2 *
*

*

( ) ( )
, ,

2

0, .

x x
z x
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z x
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Тогда согласно условиям примера и принципу прозрачности 

стимулирующего контракта агент будет всегда выбирать действие 

𝑦 = 𝑥∗ =
𝛽1

2
(√𝛾𝑟 − 1 −

4𝛾𝑟

(𝑦𝑟−1)𝛽1
− 1). До момента разладки резуль-

тат действий агента будет иметь распределение 



𝑔(𝑧; 𝑥∗) =
𝛽1

𝛽1+𝑥
∗ 𝛿(𝑧 − 𝑥

∗) +
𝛽1

(𝛽1+𝑧)
2 при 𝑧 ∈ [0, 𝑥∗], 

а после разладки - распределение 

𝑔̃(𝑧; 𝑥∗) =
𝛽2

𝛽2+𝑥
∗ 𝛿(𝑧 − 𝑥

∗) +
𝛽2

(𝛽2+𝑧)
2 при 𝑧 ∈ [0, 𝑥∗], 

где 𝛿(∙) - 𝛿-функция. Тогда  

𝐿𝑡 =

{
 
 

 
 ln (

𝛽2
𝛽1
) + 2 ln (

𝛽1 + 𝑧𝑡
𝛽2 + 𝑧

) при 𝑧𝑡 ∈ [0, 𝑥
∗),

ln (
𝛽2
𝛽1
) + ln (

𝛽1 + 𝑥
∗

𝛽2 + 𝑥
∗
)      при 𝑧𝑡 = 𝑥

∗.

 

Пусть T = 500, Tp = 200, r = 1, γ = 10, β1 = 100, β2 = 60. Плановая, 

ожидаемая (в смысле математического ожидания) и фактическая 

траектории (кумулятивная сумма результатов деятельности агента) 

приведены на Рис. 3 (пунктиром изображены кривые, соответству-

ющие необнаружению разладки). 

 

 
Рис. 3. Динамика кумулятивных результатов 

деятельности агента в примере 7 

 

Графики динамики кумулятивных затрат агента и затрат центра 

на стимулирование приведены на Рис. 4 (пунктиром изображены 

кривые, соответствующие необнаружению разладки). 



 

 
Рис. 4. Динамика кумулятивных затрат 

агента и центра в примере 7 

 

В рамках метода кумулятивных сумм величины 

(65) 1

1

( )
t

*tS t Ezz x

 

   

или 

(66) 2

1

( ) ( )* *

C

t
t x zS , c ,x rt






   

могут служить показателями разладки (их графики для рассматрива-

емого примера приведены на Рис. 5). 

 



 
Рис. 5. Динамика показателей разладки S1 и S2 в примере 7 

 

Воспользуемся выражением (63). Динамика его значений при-

ведена на Рис. 6. Средние значения статистики 𝐿𝑡 до и после разлад-

ки равны -0,04 и +0,04 соответственно, а среднеквадратичные от-

клонения – 0,29 и 0,27. Причем до разладки статистика 𝐿𝑡 будет 

принимать значение (ln (
𝛽2

𝛽1
) + ln (

𝛽1+𝑥
∗

𝛽2+𝑥
∗) = −0,29 с вероятностью 

𝛽1

𝛽1+𝑥
∗ = 0,5, а после разладки – с вероятностью 

𝛽2

𝛽2+𝑥
∗ = 0,38. 

В рассматриваемом примере при δ = 2 разладка обнаруживается 

спустя 10 периодов после того, как она происходит. • 

 



 
 

Рис. 6. Динамика показателей разладки в примере 7 

 

Заключение 

 

В настоящей работе рассмотрены контракты между недально-

видными центром и агентами, функционирующими в условиях 

внешней вероятностной неопределенности (измеримой неопределен-

ности в терминах F. Knight [25]), характеристики которой могут 

меняться со временем (отражение истинной неопределенности в его 

же терминах). Именно реакция на истинную неопределенность 

является одной из основных функций управляющих органов, обес-

печивающих адаптивность поведения подчиненных им структурных 

элементов деятельности [1, 20]. 

Перспективными направлениями будущих исследований пред-

ставляются рассмотрение других методов описания влияния внеш-

ней неопределенности на результаты деятельности агентов, изуче-

ние условий перезаключения контрактов дальновидными центром и 

агентами и анализ задач «разладки» в многоэлементных динамиче-

ских организационных системах. 
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