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Статья посвящена формализации задачи распределения ограни-
ченных ресурсов в иерархической социальной системе, причем
ресурсы выделяются агенту в соответствии с ролью агента
системе. Рассматривается применение предлагаемой матема-
тической модели к организации системы связи специального на-
значения. Предлагается алгоритм автоматического разбиения
системы связи на радиосети в соответствии с предназначени-
ем групп абонентов системы связи. При этом ни один абонент
заранее не обладает полным знанием обо всей системе связи, а
неизвестные заранее сведения о предназначении абонентов уста-
навливаются в процессе обмена маячками.
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Введение

Задачи распределения ограниченных ресурсов и построения
оптимального расписания в сетевых структурах, в том числе и
иерархических структурах транспортного типа, достаточно хоро-
шо известна и каждый год появляется большое количество статей
по этой теме. Например, можно упомянуть работу [9] посвящен-
ную планированию железнодорожных перевозок, [13], в которой
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исследуются задачи распределения ресурсов в иерархических си-
стемах, [14], в которой рассматривается задача согласования вход-
ных и выходных параметров участка газотранспортной системы
и др. Обычно в таких задачах необходимо распределить ресурсы
между вершинами некоторого графа, причем поток ресурсов че-
рез ребра графа так или иначе ограничен. Решением таких задач
будет, например, оптимальное в каком-либо смысле расписание
или распределение ресурсов (не являющихся элементами самого
графа) по вершинам графа.

В данной статье, однако, будет описан принципиально иной
тип задач распределения ресурсов, часто встречающийся в за-
дачах планирования военной связи (и, в меньшей степени, в
гражданской связи), точнее, в задаче распределения и назначе-
ния частот. В описываемой задаче ресурсом являются сами реб-
ра некоторого графа (соответствующие каналам связи), которые
необходимо распределить между парами вершин в соответствии
с заданным шаблоном. Сам шаблон, который далее будет име-
новаться графом потребностей, аналогичен сети потребностей и
возможностей из работы [3]. Вершинами-потребителями ресур-
сов являются пользователи системы связи или(и) их технические
средства.

При этом характер взаимоотношений между агентами опре-
деленных типов в системе намного более постоянен, чем кон-
кретный состав агентов. Решением такой задачи является вариант
распределения каналов, отвечающий некоторым требованиям. Бу-
дет предложен подход к решению таких задач, ориентированный
на работу не с конкретными агентами системы, а с абстрактной
структурой системы агентов, «отвязанной» от самих агентов.

Также стоит отметить, что несмотря на большое количество
литературы по частотному планированию (см., например, моно-
графию [1]), в ней основное внимание уделяется вопросу физи-
ческой совместимости частот и оптимального расположения ра-
диостанций. Вопросы распределения и перераспределения уже
заведомо электромагнитно-совместимых частот по нескольким
тысячам мобильных радиостанций (а это обычная ситуация для
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воинского формирования тактического уровня) затрагиваются до-
вольно мало. Обычно принято формулировать задачу оптималь-
ного назначения частотных каналов как задачу минимальной рас-
краски графа, в которой, в отличие от классической постановки
задачи, смежность вершин определяют ограничения на исполь-
зование не только одного цвета, но и некоторых их комбинаций
(см., например, [2, 10]). Однако, такая постановка обычно не учи-
тывает ни иерархии агентов, которым надо назначить частоты, ни
возможных изменений в составе агентов, ни случая недостатка ча-
стот. При этом, подготовка списка электромагнитно-совместимых
частот – довольно трудная вычислительно задача и решать ее каж-
дый раз заново при каждом изменении состава радиостанций, как
иногда предлагается в более специализированных изданиях, – де-
ло крайне непростое.

Возможны и другие подходы к управлению спектром, приме-
няемые, в основном, в сетях когнитивного радио и основанные,
например, на теории игр [12], но ориентированные также на суще-
ственно более простую систему связи (фактически, состоящую из
равноправных средств, соединяющихся по типу «точка-точка»),
чем рассматриваемая в настоящей статье.

1. Постановка задачи

Для дальнейшего изложения нам необходимо дать матема-
тическое описание системы связи и «настройки системы связи»
(распределения канального ресурса), воспользовавшись понятия-
ми, предложенными автором в работе [6]. Задача распределения
ресурсов, упомянутая во введении, в самом простом виде обычно
формулируется следующим образом.

1.1. ОБЪЕКТЫ
Даны такие объекты:

1) Задано множество классов средств

𝐶𝐶𝑜𝑚𝑚 = {𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚1, . . . , 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚𝑠}.
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2) Задано множество средств

𝐶𝑜𝑚𝑚 = {(𝑐𝑜𝑚𝑚1; 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖1), . . . , (𝑐𝑜𝑚𝑚𝑛; 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖𝑛)},

где 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖 – идентификатор 𝑖-го средства, а 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖𝑗 – класс
𝑖𝑗-го средства, 1 6 𝑖 6 𝑠.

3) Задано множество агентов

𝐴𝑔 = {𝑎𝑔1, . . . , 𝑎𝑔𝑚}.

4) Между множествами 𝐴𝑔 и 𝐶𝑜𝑚𝑚 задано отношение при-
надлежности

𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒 : 𝐶𝑜𝑚𝑚 → 𝐴𝑔,

и если для 𝑐𝑜𝑚𝑚 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑚 𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚) = 𝑎𝑔, то будем
говорить, что агент 𝑎𝑔 обладает средством 𝑐𝑜𝑚𝑚.

5) Задано множество классов каналов

𝐶𝐹 = {𝑐𝑓1, . . . , 𝑐𝑓𝑙}.

В реальных задачах класс соответствует частоте или про-
пускной способности или подобным характеристикам кана-
ла.

6) Задана функция возможностей средств

𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚 : 𝐶𝐶𝑜𝑚𝑚× 𝐶𝐹 → Z,

определяющая, сколько максимально каналов заданного ти-
па может образовать средство заданного типа одномомент-
но.

7) Задано множество каналов

𝐹 = {(𝑓1; 𝑐𝑓𝑖1), . . . , (𝑓𝑝; 𝑐𝑓𝑖𝑝)},

где 𝑓𝑖 – идентификатор 𝑖-го канала, а 𝑐𝑓𝑖𝑗 – класс 𝑖𝑗-го ка-
нала, 1 6 𝑖 6 𝑝.
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8) Задан не содержащий петель маркированный мультиграф
потребностей (пример такого графа показан на рис. 1)

Req = (𝐴𝑔,𝐸Req, 𝜙Req), 𝐸Req ⊆ 𝐴𝑔2 × 𝐶𝐹,

𝜙Req : 𝐴𝑔 × 𝐸Req → Z – функция инцидентности, который
показывает, какие именно агенты каким количеством кана-
лов какого класса должны быть соединены между собой. В
качестве меток ребер выступают классы каналов.

Рис. 1: Граф потребностей Req

9) Задана функция емкости класса канала

𝑓𝑒 : 𝐶𝐹 → N,

определяющая, сколько максимально агентов могут одно-
временно использовать канал данного класса.

1.2. УСЛОВИЯ

Необходимо распределить каналы из 𝐹 по всем средствам из
𝐶𝑜𝑚𝑚, получив в результате граф связи

Γ = (𝐶𝑜𝑚𝑚,𝐸,𝜙), 𝐸 ⊆ 𝐹,

𝜙 : 𝐶𝑜𝑚𝑚× 𝐸 → {0, 1} – функция инцидентности, так чтобы
5
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Рис. 2: Граф связи Γ

1) Каждому ребру графа Req соответствовало одно ребро гра-
фа Γ или непрерывный путь в графе Γ (случай ретрансля-
ции).

2) Каждой вершине 𝑎𝑔 графа Req соответствовала бы вершина
𝑐𝑜𝑚𝑚 графа Γ, такая что 𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚) = 𝑎𝑔.

3) Количество ребер 𝑒 графа Γ, маркированных одним и тем же
каналом (𝑓, 𝑐𝑓) ∈ 𝐹 не превышает емкости канала данного
класса 𝑓𝑒(𝑐𝑓).

4) Количество ребер 𝑒 графа Γ, маркированных каналом
(𝑓, 𝑐𝑓) и инцидентных вершине 𝑐𝑜𝑚𝑚, не превзойдет воз-
можности средства 𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚(𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚, 𝑐𝑓).

Пример графа Γ, соответствующего графу Req, показанному на
рис. 1, изображен на рис. 2.

Подытожим, что в исследуемой модели искомой переменной
является матрица инцидентности графа Γ, неформально иногда
называемая «вариант распределения радиочастот». Известными
параметрами модели являются каналы 𝐹 , средства 𝐶𝑜𝑚𝑚, агенты
𝐴𝑔, отношения 𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒, 𝑓𝑒, 𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚 и граф Req.

Процесс распределения каналов из множества 𝐹 между аген-
тами и принадлежащими им средствами часто неформально на-
зывается «настройкой системы связи». Для упрощения, мы будем
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считать, что все каналы из 𝐹 заведомо совместимы электромаг-
нитно, иначе необходимо будет добавлять еще метки длин ребер
Γ и ограничения на возможные назначения каналов для близких
друг к другу средств, после чего применять уже известные мето-
ды типа метода координационных колец.

1.3. НЕДОСТАТКИ МОДЕЛИ
Хотя автору и не приходилось видеть статьи с описанием за-

дачи распределения ресурсов такого типа, но она вполне типична
в определенных сферах деятельности и решается обычным пе-
ребором. Применительно к военной связи (в которой агентами
являются должностные лица Вооруженных сил) такой алгоритм
был реализован автором в составе большого коллектива в виде
разработанного в АО «Концерн «Созвездие» программного обес-
печения ЕСВП [8]. При традиционном подходе к обсуждаемой
задачи распределения наблюдаются следующие недостатки:

1) Граф Req в буквальном смысле рисуется оператором в тече-
нии достаточно продолжительного времени и при каждом
изменении состава множеств 𝐶𝑜𝑚𝑚, 𝐴𝑔 необходимо пере-
рисовывать его заново, что при мощности множеств 𝐶𝑜𝑚𝑚,
𝐴𝑔 в сотни элементов может затянуться на неопределенный
срок.

2) Более того, в реальности множество каналов 𝐹 не постоян-
но – обычно каналы выбывают из него со временем непред-
сказуемым образом в силу преднамеренных или непредна-
меренных помех. При существенном изменении множества
каналов граф Γ, разумеется, необходимо конструировать за-
ново. При этом отношения между новыми агентами будут
иметь примерно такую же структуру, что и между их пред-
шественниками.

3) В реальности агенты из 𝐴𝑔, как правило, неравноправны
и для каждого 𝑎𝑔𝑖 ∈ 𝐴𝑔 может быть задан вес 𝛼𝑖, опре-
деляющий, какую долю имеющихся в 𝐹 каналов следует
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выделить данному агенту в ситуации нехватки каналов на
всех агентов.

4) Граф Γ доводится до средств (радиостанций) с помощью
запоминающих устройств разного типа. Эта методология
восходит к временам, когда средств связи было относитель-
но немного и сгруппировать их было несложно.

5) Граф Γ может быть послан и по каналу связи, но возникает
вопрос – ведь именно Γ и задает настройку канала связи
(частоту, как минимум) и как послать Γ, когда каналы вооб-
ще еще никак не настроены?

6) Наконец, при случайном выходе из строя центра планирова-
ния, способного рассчитывать графы Γ, вся система вообще
постепенно выходит из строя.

Цель настоящей статьи двояка:

1) Дать расширенную формулировку ранее сформулированной
задачи, учитывающую вышеупомянутые недостатки.

2) Описать систему связи (безразлично, гражданскую ли, во-
енную ли, хотя первоначально автор работал именно с воен-
ными системами связи), в которой каналы назначаются не
централизовано, а выбираются каждым средством исходя из
характеристик самого средства и положения этого средства
в общей системе, продолжив, тем самым, работу, начатую в
[5].

Отметим, что в разрабатываемых сейчас за рубежом пер-
спективных системах военной связи [17] проблемы (1) – (6) ак-
тивно решаются с помощи технологии «когнитивной радиосети»
(cognitive network), в которой все узлы обладают «осознанием»
как изменений частотного спектра (spectrum sensing), как и в
предлагавшейся ранее методологии «когнитивного радио», так
и общей «плоскостью знаний» (knowledge plane) сети, в которой
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содержатся, в том числе, сведения о виде, предназначении и со-
стоянии узлов сети. В числе прочих технологий применяется ди-
намическое управление спектром, в ходе которого узлы согласо-
ванно занимают или освобождают те или иные частотные каналы
в зависимости от своего положения в иерархии узлов, изменений
помеховой обстановки или других обстоятельств. В настоящей
работе, по сути, рассматривается частная задача динамического
управления спектром в когнитивной радиосети – начальное вы-
деление частот в соответствии с ролями агентов.

Ранее автором в работе [5] рассматривалась организация на-
стройки радиосети по заранее не организованному каналу связи
посредством обмена маячками настройки (МН) и маячками ответа
(МО) между центром управления связью (ЦУС) и настраиваемы-
ми радиостанциями. Для этого все радиостанции снабжались оди-
наковой сеткой технических каналов, ЦУС рассылает на одном из
выбранных из предустановленной сетки каналов МН, тогда как
радиостанции сканируют вышеупомянутую сетку каналов, и при
обнаружении МН отправляют МО. После получения МО ЦУС
направляет радиостанции сгенерированные заблаговременно на-
строечные данные, включающие рабочую частоту и другие пара-
метры. Предполагалось, что настроечные данные рассчитывают-
ся, исходя из сведений о составе и структуре настраиваемой си-
стемы связи. Вопросы закрытия передаваемых данных решались
с помощью асимметричной криптосистемы типа RSA, исключа-
ющей необходимость предварительного распространения ключей
(автор сознательно не будет касаться возможности использова-
ния RSA в России для такой цели, поскольку это вопрос более
политический, чем технический).

Стоит отметить, что алгоритмы автоматической кластериза-
ции известны достаточно давно (см., например [18]), однако они
применяются, в основном, для организации сенсорных сетей, в
которых основным принципом построения кластеров является
энергетическая эффективность, а не положение средства в какой-
либо иерархии.
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2. Распределение ресурсов в зависимости от роли
агента и в условиях недостатка ресурсов

Ранее уже упоминалась неравноправность агентов из 𝐴𝑔. Я
не буду касаться конкретной организации агентов, которая может
определяться графом воинской иерархии или иной социальной
структурой. Достаточно сказать, что каждому агенту 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑔
однозначно соответствует вектор признаков агента

I : 𝑎𝑔 ↔ (𝑎𝑔1, . . . , 𝑎𝑔𝑛),

и задан «вес» агента 𝛼(𝑎𝑔1, . . . , 𝑎𝑔𝑛) = 𝛼(I(𝑎𝑔)) = 𝛼 ∘ I(𝑎𝑔),
𝛼 ∘ I(𝑎𝑔) ∈ [0, 1].

При фактической реализации системы, которая будет далее
описываться в настоящей статье, надо считать, что вектор при-
знаков агента хранится непосредственно в каждом агенте. Можно
сказать, что каждый агент еще до начала распределения ресурсов
«знает» свои (и только свои) признаки. В системах военной свя-
зи такими признаками может быть уровень воинской иерархии,
к которой относится агент, тип воинского формирования агента,
порядковый номер и тому подобные сведения. Отмечу, что в во-
енных системах такие сведения становятся секретными лишь в
совокупности и то, что они содержатся в агенте, точнее, в техни-
ческих средствах, принадлежащих агенту, никак не скомпромети-
рует всю систему.

Множество всех векторов признаков агентов обозначим как
𝒮. Таким образом, сущности подраздела 1.1 дополнятся сущно-
стями:

10) Определена функция важности агента

𝛼 : 𝒮 → [0, 1],

11) Определена биективная функция

I : 𝐴𝑔 → 𝒮,∑︁
𝑎𝑔∈𝐴𝑔

𝛼 ∘ I(𝑎𝑔) = 1.

10
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В случае нехватки ресурсов (каналов) условие 1 подраздела
1.2 заменится на

1) ∑︁
𝑎𝑔∈𝐴𝑔

⃒⃒⃒⃒
𝛼 ∘ I(𝑎𝑔) − |𝐹 (𝑎𝑔)|

|𝐹 |

⃒⃒⃒⃒
→ min,

где 𝐹 (𝑎𝑔) – множество ребер Γ, инцидентных хотя бы
одному средству из множества 𝐶𝑜𝑚𝑚(𝑎𝑔) ⊂ 𝐶𝑜𝑚𝑚,
𝐶𝑜𝑚𝑚(𝑎𝑔) = {𝑐𝑜𝑚𝑚 ∈ 𝐶𝑜𝑚𝑚|𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚) = 𝑎𝑔}.

В результате задача распределения каналов в условиях нехватки
канального ресурса превратится в задачу комбинаторной оптими-
зации.

Когда вручную задается граф Req, фактически происходит
следующее. Составитель графа имеет в своем сознании ряд пре-
дикатов P𝑖 : 𝒮 |𝐴𝑔| → {0, 1}, которые позволяют сгруппировать
ему агентов в группы, которые должны быть связаны на основа-
нии неких признаков:

(1) P𝑖(I(𝑎𝑔1), . . . , I(𝑎𝑔𝑚)) →
𝜙Req(𝑎𝑔𝑗𝑖 , 𝑐𝑓𝑘𝑖) = 𝑛𝑖∧𝑗𝑖 ∈ 𝐽𝑖 ⊂ {1, . . . ,𝑚}∧𝑘𝑖 ∈ 𝐾𝑖 ⊂ {1, . . . , 𝑙},
т.е. если выполнено некоторое утверждение P𝑖 о агентах 𝑎𝑔𝑠, 𝑠 =
1,𝑚, то некоторые из них должны быть соединены 𝑛𝑖 каналами
класса 𝑐𝑓𝑘𝑖 .

Разумеется, эти признаки формализуемы, и весь граф Req
подраздела 1.1 целиком заменяется

8) Семейством предикатов PReq = {P𝑖}.

Таким образом, возможно заменить сложность постоянного, при
каждом распределении ресурсов, конструирования графа Req на
сложность первоначальной классификации объектов и выделения
признаков их объединения.

При реализации системы связи, которая будет описываться
в статье далее, необходимо полагать, что множество PReq также
«содержится внутри» агента.

11
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Как кажется, введенными понятиями можно было бы и огра-
ничиться при формализации задачи, но в задачах формирования
сетей военной связи (да и вообще в мобильных сетях) состав мно-
жества 𝐴𝑔 непостоянен – агенты выбывают со временем, прибы-
вают подкрепления и т.п., хотя структура взаимоотношений меж-
ду агентами остается, по большей части, неизменной. Наконец,
возможна такая ситуация, когда необходимо последовательно рас-
пределить каналы для нескольких одинаковых по организацион-
ной структуре и по оснащению, но отличных по составу воинских
формирований.

3. Структурное сходство

3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Для полного описания поставленной в статье задачи оста-

лось только определить, какие агенты можно считать сходными.
С этой целью можно применить подход из [16] – два графа счи-
таются сходными, если они изоморфны или имеют изоморфные
подграфы. Для упрощения, будем сперва полагать, что граф Req
описывает потребности в связи, например, некоего идеального
воинского формирования, состоящего из совершенно одинаковых
более мелких единиц.

Определение 1. Назовем изоморфизмом маркированных
одинаковыми метками графов Req = (𝐴𝑔,𝐸Req, 𝜙Req) и Req′ =
(𝐴𝑔′, 𝐸Req, 𝜙

′
Req) взаимно однозначное отображение множеств

вершин графов
ℋ : 𝐴𝑔 → 𝐴𝑔′,

переводящее смежные вершины с меткой 𝛽 в смежные вершины
с той же меткой 𝛽.
На множестве всех подграфов графа Req (обозначим его 2Req)
можно с помощью изоморфизма графов ввести отношение экви-
валентности – два подграфа эквивалентны, если они гомоморфны
в смысле вышеприведенного определения. Таким образом воз-
можно построить фактор-множество (2Req/ ∼). В вышеприве-
денном примере идеального воинского формирования, классами

12
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эквивалентности Req, содержащими более одного подграфа, бу-
дут подграфы, соответствующие потребностям в связи взводов,
рот, батальонов и т.п. однотипных воинских формирований.

Будем говорить, что два различные эквивалентных подграфа
– максимальные эквивалентные подграфы, если никакие содержа-
щие их подграфы уже не эквивалентны никакому подграфу, кроме
себя. Вершины 𝑎𝑔1, 𝑎𝑔2, ℋ(𝑎𝑔1) = 𝑎𝑔2 двух максимальных экви-
валентных подграфов можно отождествить друг с другом, введя
отношение эквивалентности уже на множестве агентов, полагая,
что 𝑎𝑔1 ∼ 𝑎𝑔2, если ℋ(𝑎𝑔1) = 𝑎𝑔2. Обозначим Ag = (𝐴𝑔/ ∼).

Определение 2. Назовем структурой графа Req =
(𝐴𝑔,𝐸Req, 𝜙Req) граф Req′ = (Ag, 𝐸Req, 𝜙Req) в котором каждая
вершина 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑔 заменена соответствующим классом эквива-
лентности ag ∈ Ag, 𝑎𝑔 ∈ ag.

Для наиболее полного выделения структуры из Req необхо-
димо пользоваться следующим алгоритмом построения изомор-
физма:

Алгоритм 1 (Структурирование).

1) Задается минимальный диаметр выделяемого подграфа 𝛿 >
0.

2) Устанавливается Req′ := Req, 𝑖 := 0.

3) Пока diam(Req′) > 𝛿:

а) Из Req′ выделяется максимальный подграф Req𝑖, изо-
морфный с изоморфизмом ℋ𝑖, как минимум, еще од-
ному отличному от себя подграфу Req′.

б) Устанавливается Req′ := Req𝑖 (способ выделения под-
графа будет описан в подразделе 3.2).

в) Устанавливается 𝑖 := 𝑖 + 1.

4) Устанавливается 𝑚 := 𝑖.

5) Конструируется общий изоморфизм ℋ𝛿, ℋ𝛿(𝑎𝑔) = ℋ𝑗(𝑎𝑔),
если 𝑎𝑔 является вершиной Req𝑗 и не является вершиной
Req𝑗+1.

13
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Очевидно, что построение фактор-множества классов аген-
тов можно производить и через предикаты из PReq, полагая экви-
валентными два агента 𝑎𝑔1, 𝑎𝑔2, на которых совпадают значения
предикатов из PReq при подстановки в них всех возможных зна-
чений других агентов из 𝐴𝑔.

Таким образом, возможно рассматривать при распределении
ресурсов не все признаки (𝑎𝑔1, . . . , 𝑎𝑔𝑛) агента 𝑎𝑔, а лишь те, ко-
торые одинаковы для всех агентов класса ag, 𝑎𝑔 ∈ ag, и распре-
делять ресурсы не между агентами, а между классами агентов,
принимая во внимание лишь общее количество агентов. Одно-
кратно выделив структуру по какому-либо графу PReq и распре-
делив по данной структуре каналы, можно использовать этот ва-
риант распределения и для других графов потребностей, которые
полностью или в части какого-либо своего достаточно большого
подграфа можно представить как вариант реализации исходной
структуры.

В этом случае возможно добиться как масштабируемости и
переносимости решения задачи распределения ресурсов на дру-
гие множества агентов с той же структурой, так и ликвидировать
зависимости решения задачи от текущего состава агентов.

Остался еще один вопрос – а что если граф потребностей
состоит не из в точности изоморфных между собой подграфов, а
из в некоторой мере сходных подграфов? В этом случае зададим
меру сходства подграфов следующим образом:

Определение 3. Назовем 𝜀-сходством маркированных оди-
наковыми метками графов Req′ = (𝐴𝑔′, 𝐸Req, 𝜙

′
Req) и Req′′ =

(𝐴𝑔′′, 𝐸Req, 𝜙
′′
Req), 𝐴𝑔′ ⊆ 𝐴𝑔, 𝐴𝑔′′ ⊆ 𝐴𝑔 взаимно однозначное

отображение множеств вершин графов

ℋ𝜀 : 𝐴𝑔′ ∖𝐵𝐴𝑔′ → 𝐴𝑔′′ ∖𝐵𝐴𝑔′′,

переводящее смежные вершины из 𝐴𝑔′∖𝐵𝐴𝑔′ с меткой 𝛽 в смеж-
ные вершины из 𝐴𝑔′′ ∖𝐵𝐴𝑔′′ с той же меткой 𝛽, такое что мера
несходства графов

𝜇(Req′,Req′′) =
|𝐵𝐴𝑔′| + |𝐵𝐴𝑔′′|

|𝐴𝑔′ ∖𝐵𝐴𝑔′| + |𝐴𝑔′′ ∖𝐵𝐴𝑔′′|
< 𝜀.
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Очевидно, что так определенная мера несходства изоморфных
графов равна нулю.

Если задано 𝜀 > 0, то можно определить максимальные 𝜀-
сходные подграфы аналогично максимальным изоморфным под-
графам – т.е. два 𝜀-сходные подграфа максимальные, если никакие
содержащие их подграфы графа Req не являются 𝜀-сходными ни
с одним подграфом кроме себя самих. Отображение ℋ𝜀 порож-
дает отношение эквивалентности 𝑎𝑔1 ∼ 𝑎𝑔2 ≡ 𝑎𝑔1 = ℋ𝜀(𝑎𝑔2)
и справедливы все вышеупомянутые рассуждения о построении
структуры графа Req.

Подытоживая, можно сказать, что задача о распределении
каналов между агентами по заданному образцу заменяется на
задачу о распределении каналов между классами эквивалентно-
сти агентов по заданному образцу с последующей заменой клас-
сов агентов на попарно различных произвольных представите-
лей представителей этих классов, имеющихся в данный момент
функционирования системы в наличии. Иначе говоря, граф Req
подраздела 1.1 целиком заменяется

8) Структурой графа потребностей Req′ = (Ag, 𝐸Req, 𝜙Req)
или эквивалентным ей набором предикатов.

3.2. СТРУКТУРИРОВАНИЕ ГРАФА ПОТРЕБНОСТЕЙ КАК
ЗАДАЧА КЛАСТЕРИЗАЦИИ
Описанное в предыдущем подразделе структурирование гра-

фа близко по своей сути к задаче кластеризации, известной в ма-
шинном обучении [15]. Для работы с такой задачей определим,
что в пространстве векторов признаков агентов 𝒮 задана функ-
ция 𝜌 : 𝒮2 → R, 𝜌(𝑠𝑎𝑔1, 𝑠𝑎𝑔2) > 0, 𝜌(𝑠𝑎𝑔1, 𝑠𝑎𝑔2) = 𝜌(𝑠𝑎𝑔2, 𝑠𝑎𝑔1),
𝑠𝑎𝑔1, 𝑠𝑎𝑔2 ∈ 𝒮 , 𝑠𝑎𝑔1 ̸= 𝑠𝑎𝑔2, 𝜌(𝑠𝑎𝑔, 𝑠𝑎𝑔) = 0, 𝑠𝑎𝑔 ∈ 𝒮 , которая
показывает, насколько близки типы двух агентов.

Если бы кластерная структура графа Req была бы известна
заранее (в случае военной системы связи это означает, что сразу
полностью известно, из каких полков, батальонов и т.п. подраз-
делений состоит воинское формирование, для которого мы хотим
распределить частоты), то необходимо было бы лишь проверить
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кластера примерно одинакового размера (различающиеся не бо-
лее, чем на ℰ0 > 0) на изоморфность или на 𝜀-сходство. Хотя
существует довольно много методов построения изоморфизмов
графов, нам, очевидно, подойдет не любой из них. Для выбора
нужного отображения рассмотрим приведенный ниже алгоритм.

Алгоритм 2 (Построение изоморфизма или 𝜀-сходства).

1) Если 𝐴𝑔′, 𝐴𝑔′′ ⊂ 𝐴𝑔 – два кластера, 0 6 |𝐴𝑔′′| − |𝐴𝑔′| < ℰ0,
то отождествим с вершиной 𝑎𝑔′ ∈ 𝐴𝑔′ вершину
(2) 𝑎𝑔′′ ∈ arg min

𝑎𝑔∈𝐴𝑔′′
𝜌(I(𝑎𝑔′), I(𝑎𝑔)).

Для того, чтоб запретить выбор «за неимением лучшего» в
качестве близких по типу слишком уж несходных агентов,
можно ввести дополнительно условие
(3) 𝜌(I(𝑎𝑔′), I(𝑎𝑔′′)) < ℰ1.
Получим семейство отображений H1 = {ℳ𝑖 : 𝐴𝑔′ → 𝐴𝑔′′}.

2) Отберем из H1 только инъективные отображения ℋ𝜀 : 𝐷′ →
𝐴𝑔′′, 𝐷′ ⊆ 𝐴𝑔′, получив в результате семейство отображе-
ний H2. Отметим, что в силу (3) отображение ℋ𝜀 может
быть определено не на всем 𝐴𝑔′

3) Обозначим как 𝐵(ℋ𝜀) количество ребер, таких что если
𝑎𝑔1, 𝑎𝑔2 ∈ 𝐴𝑔′ соединены ребром с меткой 𝛽, то и ℋ𝜀(𝑎𝑔1),
ℋ𝜀(𝑎𝑔2) ∈ 𝐴𝑔′′ соединены ребром с меткой 𝛽.

4) Из H2 выберем отображение с наибольшей по мощности об-
ластью определения 𝐷′ и с наибольшим значением 𝐵(ℋ𝜀).
Таким образом, при выборе ℋ𝜀 необходимо максимизиро-
вать величину |𝐷′| + 𝐵(ℋ𝜀).

Если кластерная структура Req заранее не известна, а агенты
представлены только своими векторами признаков, поскольку мы
заведомо знаем, что агенты организованы иерархически, может
быть применен алгоритм иерархической кластеризации с постро-
ением дендрограммы (dendrogram). После этого останется лишь
просмотреть дендрограмму и применять к кластерам, оказавшим-
ся на одном уровне дендрограммы, алгоритм 2.
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Таблица 1: Значения функции I для агентов из рис. 1

Агент Вектор признаков
𝑎𝑔1 (1, 1, 1, 0)
𝑎𝑔2 (1, 1, 2, 0)
𝑎𝑔3 (1, 1, 3, 0)
𝑎𝑔4 (1, 2, 4, 0)
𝑎𝑔5 (1, 2, 5, 0)
𝑎𝑔6 (1, 2, 6, 0)
𝑎𝑔7 (1, 1, 7, 1)
𝑎𝑔8 (1, 2, 8, 1)
𝑎𝑔9 (2, 1, 9, 1)

Проиллюстрируем все изложенное на максимально упрощен-
ном примере графа Req, изображенного на рис. 1. Пусть представ-
ленные на графе агенты имеют вектора признаков, приведенные
в таблице 1, т.е. 𝒮 ⊂ Z4. Здесь если

I(𝑎𝑔) = 𝑠𝑎𝑔 = (𝑎𝑔1, 𝑎𝑔2, 𝑎𝑔3, 𝑎𝑔4),

то 𝑎𝑔1 – это уровень агента в иерархии, 𝑎𝑔2 – номер некоторой
общности агентов внутри уровня иерархии (например, «1 мото-
стрелковый взвод 1 мотострелкового батальона»), 𝑎𝑔3 – иден-
тификатор агента, 𝑎𝑔4 – признак того, является ли агент ве-
дущим (например, командиром взвода). В качестве меры сход-
ства объектов 𝑎𝑔1 и 𝑎𝑔2, I(𝑎𝑔1) = 𝑠𝑎𝑔1 = (𝑎𝑔11, 𝑎𝑔

2
1, 𝑎𝑔

3
1, 𝑎𝑔

4
1),

I(𝑎𝑔2) = 𝑠𝑎𝑔2 = (𝑎𝑔12, 𝑎𝑔
2
2, 𝑎𝑔

3
2, 𝑎𝑔

4
2) примем функцию

(4) 𝜌(𝑠𝑎𝑔1, 𝑠𝑎𝑔2) =

3∑︁
𝑖=1

[𝑎𝑔𝑖1 − 𝑎𝑔𝑖2] +
1

2
[𝑎𝑔41 − 𝑎𝑔42],

где [𝑥−𝑦] = 0, если 𝑥−𝑦 = 0 и [𝑥−𝑦] = 1 во всех иных случаях.
На рис. 1 пунктирной линией показано, что, например, при

формировании кластеров из агентов с мерой несходства 𝜌, строго
меньшей чем 2, получатся кластера 𝐴𝑔′(2) и 𝐴𝑔′′(2) (и, возмож-
но, другие), а при формировании кластеров из агентов с мерой
несходства 𝜌, меньшей чем 5, – только один кластер 𝐴𝑔′(5).
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Если выбирать в качестве соответствующих пары агентов из
𝐴𝑔′(2) и 𝐴𝑔′′(2), для которых 𝜌 минимальна (шаг 1 алгоритма
2), то получим изоморфизм ℋ : 𝐴𝑔′(2) → 𝐴𝑔′′(2), указанный в
таблице 2. Вообще, возможно несколько вариантов построения
изоморфизма, но в силу конструкции функции 𝜌 (4) «ведущий»
агент в одном кластере всегда будет переходить в «ведущего»
агента в другом, что принципиально важно в приложениях.

Таблица 2: Конструкция изоморфизма ℋ : 𝐴𝑔′(2) → 𝐴𝑔′′(2)

Агент в 𝐴𝑔′(2) 𝑎𝑔1 𝑎𝑔2 𝑎𝑔3 𝑎𝑔7
Агент в 𝐴𝑔′′(2) 𝑎𝑔6 𝑎𝑔5 𝑎𝑔4 𝑎𝑔8

Значение 𝜌 2 2 2 2

В результате применения алгоритма структурирования с ми-
нимальным диаметром выделяемого подграфа 2 будет получен
граф, изображенный на рис. 3, ag1 = {𝑎𝑔1, 𝑎𝑔6}, ag2 = {𝑎𝑔2, 𝑎𝑔5},
ag3 = {𝑎𝑔3, 𝑎𝑔4}, ag4 = {𝑎𝑔7, 𝑎𝑔8}, ag5 = {𝑎𝑔9}. Таким образом

Рис. 3: Структура Req′ графа потребностей из рис. 1

вместо графа потребностей с девятью вершинами получен граф
с пятью вершинами (а если взять меньший минимальный диа-
метр выделяемого подграфа, то возможно построить структуру
и с тремя вершинами). При построении графа связи Γ это мо-
жет существенно ускорить процесс распределения частот, так как
18
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нужно будет просматривать практически вдвое меньше вершин
графа потребностей.

Можно отметить, что в разобранном случае правила постро-
ения графа Req из множества PReq, упомянутого в разделе 2,
формулируются следующим образом

1) Если 𝑎𝑔1 ̸= 𝑎𝑔2 и 𝜌(I(𝑎𝑔1), I(𝑎𝑔2)) < 2, то вершины 𝑎𝑔1 и
𝑎𝑔2 должны быть соединены ребром, помеченным 𝑐𝑓2.

2) Если (I(𝑎𝑔1))
1 = 1 и (I(𝑎𝑔1))

4 = 1 и (I(𝑎𝑔2))
1 = 2, то

вершины 𝑎𝑔1 и 𝑎𝑔2 должны быть соединены ребром, поме-
ченным 𝑐𝑓1.

3) Если (I(𝑎𝑔1))
1 = 1 и (I(𝑎𝑔1))

4 = 1 и (I(𝑎𝑔2))
1 = 2, то

вершины 𝑎𝑔1 и 𝑎𝑔2 должны быть соединены ребром, поме-
ченным 𝑐𝑓2.

Если задано, что 𝐹 = {(𝑓1; 𝑐𝑓2), (𝑓2; 𝑐𝑓2), (𝑓3; 𝑐𝑓2), (𝑓4; 𝑐𝑓1)},
𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚𝑖; 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚2) = 𝑎𝑔𝑖, 1 6 𝑖 6 9,
𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚10; 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚1) = 𝑎𝑔9, 𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚11; 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚1) =
𝑎𝑔7, 𝑓ℎ𝑎𝑣𝑒(𝑐𝑜𝑚𝑚12; 𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚1) = 𝑎𝑔8, а также что
𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚(𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚1, 𝑐𝑓1) = 𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚(𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚2, 𝑐𝑓2) = 16,
𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚(𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚2, 𝑐𝑓1) = 𝑓𝑐𝑜𝑚𝑚(𝑐𝑐𝑜𝑚𝑚1, 𝑐𝑓2) = 0, то из
графа Req, показанного на рис. 1, или из структуры Req′ графа
потребностей (рис. 3) в соответствии с правилами раздела 1.2
легко получается граф связи, приведенный на рис. 2.

4. Пример системы связи, основанной на
структурном подходе

Мы привели формальное описание задачи распределения ка-
налов по системе агентов в соответствии с заданным шаблоном,
исправляющее практически все недостатки обычного подхода,
приведенные в начале работы. Остался лишь один вопрос – мож-
но ли построить систему связи, вообще исключающую единый
центр распределения канального ресурса, но при этом способ-
ную занимать каналы связи в соответствии с предназначением
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каждого агента, а не хаотично? Предложим в качестве ответа на
этот вопрос систему связи (рис. 4), которая является дальнейшим
развитием системы, описанной в [5].

Рис. 4: Схема иерархической самоорганизующейся сети

Пусть каждый агент 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑔 «знает» вектор своих призна-
ков (дескриптор) I(𝑎𝑔) = (𝑎𝑔1, . . . , 𝑎𝑔𝑛) и семейство предикатов
PReq. Далее, каждый агент может иметь три роли

1) Главный центр управления связи (ГЦУС).

2) Центр управления связи (ЦУС).

3) Узел сети (УС).

Агенты могут менять свои роли по мере необходимости (в каче-
стве прототипа реального средства связи с такой функциональ-
ностью могут быть предложены устройства типа «когнитивное
радио», описанные в [7, 11]). Для всех агентов задана одна об-
щая технологическая сетка каналов 𝐹 ′ ⊂ 𝐹 . Функционирование
системы связи выглядит, вкратце, так:

Алгоритм 3 (Функционирование системы).
1. 𝑎𝑔𝑀 ∈ 𝐴𝑔 с ролью «ГЦУС» выбирает лучший по неким

признакам канал 𝑓𝑡 ∈ 𝐹 ′ и начинает на нем передачу своего
дескриптора 𝑑𝑀 = I(𝑎𝑔𝑀 ) в составе маячка настройки (МН),
который также содержит канал ответа 𝑓𝑟 ∈ 𝐹 ′. Агенты с другими
ролями последовательно циклически перебирают каналы из 𝐹 ′

и ожидают получение какого-либо дескриптора. Одновременно
«ГЦУС» ждет ответов на канале 𝑓𝑟 ∈ 𝐹 ′
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2. Если агент 𝑎𝑔1 с ролью «ЦУС» или «УС» и семейством
предикатов PReq в процессе перебора канала обнаружил МН с
дескриптором 𝑑2 ∈ 𝒮 агента 𝑎𝑔2, такой, что из предикатов в
соответствии с (1) следует, что 𝑎𝑔1 и 𝑎𝑔2 должны быть соединены,
то 𝑎𝑔1 отправляет маячок ответа (МО) по каналу 𝑓𝑟, содержащий
дескриптор 𝑑1 = I(𝑎𝑔1) и идентификатор передатчика 𝑐𝑜𝑚𝑚 ∈
𝐶𝑜𝑚𝑚.

3. Когда «ГЦУС» получает достаточно количество МО, он
строит по полученным из них дескрипторам агентов и соответ-
ствующим идентификаторам передатчика фрагмент графа Req и
решает по имеющимся внутри него правилам PReq для него зада-
чу распределения канального ресурса. Полученный в результате
фрагмент графа связи Γ отсылается всем учтенным отправите-
лям МО в виде пакета настроечных данных (НД). Таким обра-
зом, «ГЦУС» разделяет частотный ресурс 𝐹 между агентами 𝑎𝑔𝑖
с ролью «ЦУС» на подмножества 𝐹𝑖, ∪𝑖𝐹𝑖 = 𝐹 .

4. Агент 𝑎𝑔𝑖 с ролью «ЦУС» после получения ПНД настраи-
вает в соответствии с ним свои средства и начинает на некоторой
частоте 𝑓 𝑖

𝑡 ∈ 𝐹𝑖 передачу МН, аналогично тому, как это ранее
делал «ГЦУС».

5. Если агент 𝑎𝑔1 с ролью «УС» и семейством предикатов
PReq в процессе перебора канала обнаружил МН от «ЦУС» с
дескриптором 𝑑2 ∈ 𝒮 агента 𝑎𝑔2, такой, что из предикатов в
соответствии с (1) следует, что 𝑎𝑔1 и 𝑎𝑔2 должны быть соединены,
то 𝑎𝑔1 отправляет маячок ответа (МО) по каналу 𝑓𝑟, содержащий
дескриптор 𝑑1 = I(𝑎𝑔1) и идентификатор передатчика 𝑐𝑜𝑚𝑚 ∈
𝐶𝑜𝑚𝑚.

6. Когда «ЦУС» получает достаточно количество МО, он
строит по полученным из них дескрипторам агентов и соответ-
ствующим идентификаторам передатчика фрагмент графа Req и
решает по имеющимся внутри него правилам PReq для него зада-
чу распределения канального ресурса. Полученный в результате
фрагмент графа связи Γ отсылается всем учтенным отправите-
лям МО в виде пакета настроечных данных (НД). Таким образом,
«ЦУС» распределяет частотный ресурс 𝐹 между агентами 𝑎𝑔𝑖 с
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ролью «УС».
Работа алгоритма может быть проиллюстрирована следую-

щей диаграммой UML (рис. 5):

Рис. 5: Обмен маячками

Как упоминалось ранее, при необходимости закрытие и удо-
стоверение подлинности маячков может производиться с помо-
щью асимметричной криптосистемы типа RSA.

5. Выводы и перспективы

В статье было предложено математическое описание особого
вида задачи распределения ресурсов в соответствии с заданным
шаблоном. Также предложен алгоритм структурирования множе-
ства потребителей ресурсов. Надо отметить, что эта задача не
обязательно связана с системами радиосвязи и распределением
частот. «Каналам» могут соответствовать, например, и информа-
ционные каналы разной пропускной способности между нерав-
ноправными пользователями глобальной вычислительной сети с
заданными QoS. Также «каналами» могут быть варианты про-
кладки железнодорожных путей между населенными пунктами
при заданной матрице связности населенных пунктов и с ограни-
чением на общую длину рельсов.

22



Системный анализ

Выбор приведенной в статье постановки задачи, использую-
щей понятийный аппарат теории графов, связан с тем, что автор
использовал именно такие конструкции при построении имита-
ционной модели движения и связи иерархически организованных
агентов, в том числе и для визуализации изменений состояния
системы связи. Вышеуказанная модель основана на клеточном
автомате, симулирующем перемещение групп агентов по пере-
сеченной местности [4]. При этом вершины графа Γ в каждый
момент времени поставлены в соответствие клеткам автомата, в
которых находятся агенты. В процессе движения агенты теряют
друг друга из видимости из-за особенностей проходимого ланд-
шафта, в результате чего возникает необходимость в перестройке
графа связи Γ.

Дальнейшее развитие может лежать в направлении совер-
шенствования мер сходства графов потребностей в связи, напри-
мер, в представлении графа потребностей связи в виде модели со-
стояний и переходов (state transition model) и в замене изоморфиз-
ма подграфов в определении сходства подграфов на отношения
взаимной симуляции (simulation) или бисимуляции (bisimulation)
и в переходе при задании структуры системы связи к сущностям
типа коданных (codata).
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Abstract: The article is devoted to the formalization of the resource
allocation problem in the hierarchical social system where resources
is distributed according the agent’s role in system. Application of
proposed mathematical model to the special purpose communication
network organiztion is studied. An algorithm of radio communication
system automatic partitioning in accordance with the role of nodes
is proposed. None of the nodes does not have complete knowledge
about the entire communication system, and unknown in advance
information about the purpose of nodes are established in the process
of exchange of beacons.

Keywords: resurse allocation problem, graphs similiarity measures,
abstract data structures, radionetwork planning, data exchange
protocols, cognitive networks.

Статья представлена к публикации
членом редакционной коллегии ...

Поступила в редакцию ...
Дата опубликования ...

26


