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В работе предложен синтез системы стабилизации квадроко-
птера, основанный на кватернионной модели вращений. Рас-
сматривается адаптивная система идентификации коэффици-
ентов тяги квадрокоптера на основе метода скоростного гради-
ента. Приводятся доказательства устойчивости, а также при-
меры моделирования системы.
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Введение

В последнее время в обществе всё большую роль начинают
играть беспилотные летательные аппараты, в особенности самые
доступные из них — квадрокоптеры. Их популярность в послед-
ние годы обеспечена простотой конструкции и появлением боль-
шого количества различных систем управления, многие из кото-
рых являются open-source программами.

Существует множество задач, которые можно решать с по-
мощью квадрокоптеров, в том числе задач научных. К примеру,
работы [8], [7], [19] демонстрируют обучение роботов эффектив-
ным траекториям полета, работы [5] и [18] — кооперативному
поведению, а [23], [20] и [21] — навигации при помощи камер

1Работа была выполнена в ИПМаш РАН при поддержке гранта
РНФ 14-29-00142.
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и RGBD-сенсоров. Оценка ориентации подобных машин обыч-
но осуществляется модификациями комплементарного фильтра
([14] и [13]) или же расширенным фильтром Калмана ([10]).

Для управления квадрокоптером обзор основных существу-
ющих решений можно найти в статье [12]. Однако, можно вы-
делить два общих свойства, присущие этим системам: они все
работают на PID-регуляторах, и они все используют углы Эйлера
в качестве ошибки, которую стремится минимизировать регуля-
тор.

Проблема использования углов Эйлера заключается в том,
что этот способ имеет сингулярность, а значит, в некоторых об-
ластях пространства ориентаций не будет работать. К примеру,
ни одна из общедоступных систем не способна сделать полно-
стью контролируемый flip (сальто, переворот), не отключая при
этом основной регулятор. В отличие от углов Эйлера, кватерни-
оны не имеют подобных проблем, хотя их редко используют для
создания систем управления квадрокоптерами. Примером систе-
мы, полностью основанной на кватернионах, может являться [6].

Проблема же PID-регулятора в том, что для каждого кон-
кретного робота нужно заново подбирать коэффициенты. К open-
source продуктам прилагаются специальные инструкции о том,
как это делать, однако всё равно, такой подход снижает эффек-
тивность системы, так как не позволяет достичь оптимальных
параметров. Примеры синтеза PID-регулятора для квадрокоптера
можно найти в работах [17], [15], [9].

В связи с этими проблемами была создана своя система ста-
билизации, использующая кватернионы в качестве ошибки ре-
гулятора, и идею, похожую на линеаризацию обратной связью,
для синтеза самого регулятора. В результате получился регуля-
тор, большинство параметров которого являются в точности фи-
зическими параметрами конкретного квадрокоптера, а оставшие-
ся коэффициенты не зависят от робота и могут быть подобраны
единожды для всего класса машин.

Также, некоторые из физических параметров конкретного
робота часто бывает сложно измерить, или же они могут ме-
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няться со временем прямо в полете. Поэтому особенно большую
ценность приобретает система, позволяющяя идентифицировать
неизвестные параметры и использовать их в системе стабилиза-
ции. Существующие же адаптивные системы, к примеру [1], [16]
и [24], полагаются на углы Эйлера и, в основном, стандартные
PID-регуляторы.

Данная работа состоит из четырёх частей. В первой опреде-
ляется используемая математическая модель. Вторая часть посвя-
щена системе стабилизации и доказательству её устойчивости. В
третьей части приводится система адаптации и идентификации
коэффициентов тяги квадрокоптера, ключевых для устойчивого
полета. Последняя часть описывает проведенное моделирование
общей системы.

Надо также сказать, что система стабилизации была прове-
рена на настоящих, самодельных коптерах, один из которых ра-
ботал на контроллере FlyMaple, второй — на контроллере ТРИК
(подробнее об этой российской разработке см. www.trikset.com,
[22]).

1. Математическая модель квадрокоптера

1.1. ОБОЗНАЧЕНИЯ
Пусть 𝑞 — кватернион вращения. Обозначим через 𝑞𝑤 ска-

лярную часть 𝑞, а через 𝑞𝑣 — векторную. Тогда 𝑞 = (𝑞𝑤, 𝑞𝑣) =
(𝑞𝑤, 𝑞𝑥, 𝑞𝑦, 𝑞𝑧). Так как ‖𝑞‖ ≡ 1, |𝑞𝑤| 6 1 и ‖𝑞𝑣‖ 6 1.

Вектор 𝑝 приравнивается к кватерниону (0, 𝑝). Скалярное
произведение векторов 𝑟 и 𝑠 обозначается как ⟨𝑟, 𝑠⟩. Произве-
дение кватернионов 𝑎 = (𝑎𝑤, 𝑎𝑣) и 𝑏 = (𝑏𝑤, 𝑏𝑣) определяется как

𝑎𝑏 = (𝑎𝑤𝑏𝑤 − ⟨𝑎𝑣, 𝑏𝑣⟩, 𝑎𝑤𝑏𝑣 + 𝑏𝑤𝑎𝑣 + 𝑎𝑣 × 𝑏𝑣) .
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1.2. МОДЕЛЬ
В качестве математической модели, описывающей квадроко-

птер, выберем систему

𝑞 =
1

2
𝑞 * 𝜔,(1)

𝐼�̇� =

⎛⎝ 𝐿(𝐹2 − 𝐹4)
𝐿(𝐹3 − 𝐹1)

𝜉(𝐹1 + 𝐹3 − 𝐹4 − 𝐹2)

⎞⎠− 𝜔 × 𝐼𝜔,(2)

�̈� =
1

𝑚

(︀
1− 2𝑞2𝑥 − 2𝑞2𝑦

)︀
(𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3 + 𝐹4)− 𝑔.(3)

Здесь 𝑞 — кватернион ориентации квадрокоптера, 𝜔 — вектор
угловой скорости (рад/с), 𝐻 — высота робота (м), 𝐹𝑖 — сила тя-
ги (Н), создаваемая 𝑖-м винтом, 𝐼 — матрица моментов инерции
(кг·м2), предполагаемая диагональной, 𝑚 — масса робота (кг), 𝐿
— расстояние от центра масс до винта (м), 𝜉 — коэффициент свя-
зи силы тяги винта с реактивным моментом (м), 𝑔 — ускорение
свободного падения (м/с2).

𝑋 ′𝑌 ′

𝐹1𝐹2

𝐹3 𝐹4

Рис. 1. Схематичное изображение квадрокоптера

Уравнение (1) — стандартное уравнение связи кватерниона
и угловой скорости. Уравнение (2) — уравнение Ньютона-Эйлера
для вращающегося тела. Уравнение (3) — второй закон Ньюто-
на для высоты 𝐻 . Заметим, что в уравнении (3) есть множитель
(1 − 2𝑞2𝑥 − 2𝑞2𝑦), который в дальнейшем для удобства будет обо-
значаться через 𝑘𝑚𝑜𝑑.
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Определим управление в системе как 𝐹𝑖 = 𝐾𝑖𝑈𝑖. В реальных
роботах чаще всего управлению подлежит напряжение, которое
можно считать линейно связанным со скоростью вращения вин-
та, а её обычно квадратично связывают с силой тяги (см. [11]).
Квадратичный закон можно тогда убрать внутрь 𝑈𝑖, а коэффици-
енты 𝐾𝑖 будут общими множителями. Более того, если считать
𝑈𝑖 изменяющимися от 0 до 1 (и имеющими смысл процентной
мощности работы винта), то 𝐾𝑖 будет иметь смысл максималь-
ной силы тяги 𝑖-го винта. Именно их оценке и посвящена секция
4. В секции 3 подразумевается, что значения 𝐾𝑖 известны, и, бо-
лее того, для простоты изложения равны единому коэффициенту
𝐾.

2. Система стабилизации

2.1. СТАБИЛИЗАЦИЯ ОРИЕНТАЦИИ
Основная идея закона управления лежит в инверсии уравне-

ний модели. Если задача, которая стоит перед роботом — висение
на месте, то выполнение цели означает равенство кватерниона 𝑞
значению (1, 0, 0, 0). Определим тогда целевой кватернион 𝑞𝑑, ко-
торый будет целью управления. Для висения его значение будет
(1, 0, 0, 0), однако можно использовать и любые другие значения
для реализации более сложных движений, вплоть до переворо-
тов.

Алгоритм 1.

1) Определим желаемую производную кватерниона: 𝜏𝑑 =
𝑘𝑝(𝑞𝑑 − ⟨𝑞𝑑, 𝑞⟩ 𝑞)

2) Инверсией уравнения (1) получаем целевую угловую ско-
рость: 𝜔𝑑 = 2 𝑞* * 𝜏𝑑

3) Определим желаемое угловое ускорение: 𝜌𝑑 = 𝑘𝑑(𝜔𝑑 − 𝜔)

4) Инверсией уравнения (2) получаем целевой момент: 𝑀𝑑 =
𝐼𝜌𝑑 + 𝜔 × 𝐼𝜔. В итоге �̇� ≡ 𝜌𝑑.
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По сути, единственным нетривиальным действием здесь являет-
ся шаг 1. Скалярное произведение необходимо в нем для того,
чтобы выполнялось условие ортогональности 𝜏𝑑 и 𝑞 в R4, кото-
рое в свою очередь есть следствие условия ‖𝑞‖ ≡ 1. Оказывается,
этого достаточно, чтобы при кватернионном умножении в шаге 2
скалярная часть результирующего кватерниона обращалась в 0, и
𝜔𝑑 была бы вектором.

Заметим, что единственными параметрами регулятора явля-
ются коэффициенты 𝑘𝑝 и 𝑘𝑑, которые не зависят от физических
параметров системы. То есть однажды найденные коэффициенты
смогут стабилизировать любой квадрокоптер.

2.2. СТАБИЛИЗАЦИЯ ВЫСОТЫ
Момент сил 𝑀𝑑 определяет 3 уравнения на 𝑈𝑖. Чтобы до-

определить управления, достаточно добавить регулятор высоты.
Пусть задана целевая высота 𝐻𝑑, которую необходимо выдержать
квадрокоптеру. Применим PD-регулятор, задав целевое ускоре-
ние:
(4) ϒ𝑑 = 𝐴𝑝(𝐻𝑑 −𝐻)−𝐴𝑑�̇�,

где 𝐴𝑝 и 𝐴𝑑 положительные. Из уравнения (3) получаем четвер-
тое уравнение на управляющие воздействия:

(5)
4∑︁

𝑖=1

𝑈𝑖 =
𝑚

𝐾

(ϒ𝑑 + 𝑔)

𝑘𝑚𝑜𝑑
.

2.3. ОБЩИЙ ЗАКОН УПРАВЛЕНИЯ
Введем матрицу 𝐺, связывающую целевые моменты и уско-

рения с управляющими воздействиями 𝑈𝑖:

𝐺 =

⎛⎜⎝ 0 𝐾𝐿 0 −𝐾𝐿
−𝐾𝐿 0 𝐾𝐿 0
𝐾𝜉 −𝐾𝜉 𝐾𝜉 −𝐾𝜉
𝐾
𝑚

𝐾
𝑚

𝐾
𝑚

𝐾
𝑚

⎞⎟⎠
−1

=

⎛⎜⎝ 0 − 1
2𝐾𝐿

1
4𝐾𝜉

𝑚
4𝐾

1
2𝐾𝐿

0 − 1
4𝐾𝜉

𝑚
4𝐾

0 1
2𝐾𝐿

1
4𝐾𝜉

𝑚
4𝐾

− 1
2𝐾𝐿

0 − 1
4𝐾𝜉

𝑚
4𝐾

⎞⎟⎠
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И тогда управления рассчитываются просто из матричного умно-
жения:

(6)

⎛⎜⎜⎝
𝑈1

𝑈2

𝑈3

𝑈4

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 − 1

2𝐾𝐿
1

4𝐾𝜉
𝑚
4𝐾

1
2𝐾𝐿 0 − 1

4𝐾𝜉
𝑚
4𝐾

0 1
2𝐾𝐿

1
4𝐾𝜉

𝑚
4𝐾

− 1
2𝐾𝐿 0 − 1

4𝐾𝜉
𝑚
4𝐾

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑀𝑑𝑥

𝑀𝑑𝑦

𝑀𝑑𝑧
ϒ𝑑 + 𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

2.4. УСТОЙЧИВОСТЬ ЗАКОНА УПРАВЛЕНИЯ
Устойчивость высоты при использовании регулятора (4) оче-

видна. Докажем теперь, что алгоритм 1 обеспечивает цель управ-
ления ориентацией для почти всех начальных состояний. Пусть
𝑞𝑑 = (1, 0, 0, 0). Это предположение неограничивающее, так как в
противном случае мы можем ввести модифицированный кватер-
нион ориентации, 𝑞′ = 𝑞*𝑑 * 𝑞, в качестве нового состояния. При
таком выборе 𝑞𝑑 уравнения замкнутой системы для ориентации
сводятся к

(7)
𝑞 =

1

2
𝑞 * 𝜔

�̇� = −2𝑘𝑝𝑘𝑑𝑞𝑣 − 𝑘𝑑𝜔.
Теорема 1. Пусть 𝑘𝑝, 𝑘𝑑 > 0. Тогда точка 𝐿1 =

[(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0)] является устойчивой точкой равновесия си-
стемы (7), 𝐿2 = [(−1, 0, 0, 0), (0, 0, 0)] — неустойчивой точкой
равновесия, и областью притяжения точки 𝐿1 является область
S4∖{𝐿2} × R3.

Доказательство. Рассмотрим функцию Ляпунова

(8) 𝑉 (𝑞, 𝜔) = ℎ11 ‖𝑞𝑣‖2 + 2ℎ12⟨𝑞𝑣, 𝜔⟩+ ℎ22 ‖𝜔‖2 + 2𝜈(1− 𝑞𝑤).

Очевидно, что 𝑉 (𝐿1) = 0 и 𝑉 (𝐿2) = 4𝜈. Необходимо найти такие
коэффициенты ℎ𝑖𝑗 и 𝜈, чтобы производная 𝑉 в силу системы
была отрицательна всюду, кроме точек 𝐿1 и 𝐿2, а сама 𝑉 была
ограничена снизу. Для удобства обозначим 𝑘𝑞 = 2𝑘𝑝𝑘𝑑.

Производную функции 𝑉 в силу системы можно записать
как
(9) �̇� = 𝑔11 ‖𝑞𝑣‖2 + 2𝑔12⟨𝑞𝑣, 𝜔⟩+ 𝑔22 ‖𝜔‖2 ,
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где коэффициенты 𝑔𝑖𝑗 удовлетворяют равенству

(10)

𝐺 =

(︂
𝑔11 𝑔12
𝑔12 𝑔22

)︂
=

(︂
ℎ11 ℎ12

ℎ12 ℎ22

)︂(︂
0 𝑞𝑤

2
−𝑘𝑞 −𝑘𝑑

)︂
+

+

(︂
0 −𝑘𝑞
𝑞𝑤
2 −𝑘𝑑

)︂(︂
ℎ11 ℎ12

ℎ12 ℎ22

)︂
+

(︂
0 𝜈

2
𝜈
2 0

)︂
.

Иной способ записи уравнения (9),

�̇� =
(︀
𝑞𝑇𝑣 𝜔𝑇

)︀(︂diag 3(𝑔11) diag 3(𝑔12)
diag 3(𝑔12) diag 3(𝑔22)

)︂(︂
𝑞𝑣
𝜔

)︂
,

показывает, что отрицательная определенность �̇� равносильна
отрицательной определенности матрицы 𝐺. Также очевидно, что
(𝑞𝑣, 𝜔) ≡ (0, 0) только в точках 𝐿1 и 𝐿2.

Теперь покажем, что существуют такие коэффициенты ℎ𝑖𝑗 и
𝜈, что матрица 𝐺 будет отрицательно определена. Задача ослож-
няется тем, что по уравнению (10) коэффициенты матрицы, в об-
щем случае, зависят от 𝑞𝑤. Для решения этой проблемы восполь-
зуемся частотной теоремой.

Пусть

𝐴 =

(︂
0 0

−𝑘𝑞 −𝑘𝑑

)︂
, 𝐵 =

(︂
1
0

)︂
, 𝐻 =

(︂
ℎ11 ℎ12
ℎ12 ℎ22

)︂
,

𝑁 =

(︂
0 𝜈

2
𝜈
2 0

)︂
, 𝑥 =

(︂
𝑥1
𝑥2

)︂
.

Введем линейную динамическую систему

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢.

Условие отрицательной определенности матрицы 𝐺 тогда запи-
шется как

(11)

(︀
𝑥1 𝑥2

𝑞𝑤
2
𝑥2

)︀ [︂(︂𝐻𝐴+𝐴𝑇𝐻 𝐻𝐵
𝐵𝑇𝐻 0

)︂
+

(︂
𝑁 0
0 0

)︂]︂⎛⎝ 𝑥1

𝑥2
𝑞𝑤
2
𝑥2

⎞⎠ < 0,

|𝑥1|+ |𝑥2| ≠ 0.

8
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Пусть

𝑢 =
𝑞𝑤
2
𝑥2, |𝑞𝑤| 6 1 ⇒ (𝑥2 + 2𝑢) (𝑥2 − 2𝑢) > 0 ⇒

(︀
𝑥1 𝑥2 𝑢

)︀⎛⎝0 0 0
0 1 0
0 0 −4

⎞⎠⎛⎝𝑥1

𝑥2

𝑢

⎞⎠ > 0.

Определим

𝑀 =

⎛⎝0 0 0
0 1 0
0 0 −4

⎞⎠ и 𝑆 = 𝑀 +

(︂
𝑁 0
0 0

)︂
=

⎛⎝0 𝜈
2 0

𝜈
2 1 0
0 0 −4

⎞⎠ .

Тогда выполнение условия (11) будет следовать из матричного
неравенства

(12) 𝑆 +

(︂
𝐻𝐴+𝐴𝑇𝐻 𝐻𝐵

𝐵𝑇𝐻 0

)︂
< 0.

Частотная теорема утверждает, что существование матрицы 𝐻 =
𝐻𝑇 такой, что неравенство (12) выполнено, равносильно выпол-
нению неравенства

(13)
(︀
𝑥* 𝑢*

)︀
𝑆

(︂
𝑥
𝑢

)︂
< 0

при всех (𝑥, 𝑢) ∈ ℳ𝑖𝜔 для каждого 𝜔 ∈ R ∪ {∞}, где множества
ℳ𝜆 определены как

ℳ𝜆 =

{︃
(𝑥, 𝑢) | 𝑥 ∈ C2∖{0}, 𝑢 ∈ C, 𝜆𝑥 = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, при |𝜆| < ∞,

(0, 𝑢) | 𝑢 ∈ C1∖{0}, при |𝜆| = ∞.

В случае, когда 𝑖𝜔 не является собственным числом 𝐴, условие
(13) может быть записано в терминах частотной характеристики:

(14)

(︂
(𝑖𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵

1

)︂*
𝑆

(︂
(𝑖𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵

1

)︂
< 0.

Выражая частотную характеристику

(𝑖𝜔𝐼 −𝐴)−1𝐵 =

(︂
𝑖𝜔 0
𝑘𝑞 𝑖𝜔 + 𝑘𝑑

)︂−1(︂
1
0

)︂
=

=
1

−𝜔2 + 𝑖𝜔𝑘𝑑

(︂
𝑖𝜔 + 𝑘𝑑
−𝑘𝑞

)︂
=

(︃
− 𝑖

𝜔
𝑘𝑞(𝜔+𝑖𝑘𝑑)

𝜔(𝜔2+𝑘2𝑑)

)︃
,

9
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и подставляя её в (14), получаем условие

(︁
𝑖
𝜔

𝑘𝑞(𝜔−𝑖𝑘𝑑)

𝜔(𝜔2+𝑘2𝑑)
1
)︁⎛⎝0 𝜈

2 0
𝜈
2 1 0
0 0 −4

⎞⎠
⎛⎜⎝ − 𝑖

𝜔
𝑘𝑞(𝜔+𝑖𝑘𝑑)

𝜔(𝜔2+𝑘2𝑑)

1

⎞⎟⎠ =

=
𝑘2𝑞 − 𝜈𝑘𝑞𝑘𝑑

𝜔2(𝜔2 + 𝑘2𝑑)
− 4 < 0,

для выполнения которого достаточно положить

(15) 𝜈 >
𝑘𝑞
𝑘𝑑

> 0.

Если же 𝑖𝜔 — собственное число 𝐴, то условие (13) надо про-
верять для всех векторов вида (𝑥𝜔 + 𝑥𝑠, 𝑢) таких, что 𝑥𝜔 ∈
ker(𝑖𝜔𝐼 − 𝐴), 𝑥𝑠 ⊥ ker(𝑖𝜔𝐼 − 𝐴), 𝐴𝑥𝑠 − 𝑖𝜔𝑥𝑠 + 𝐵𝑢 = 0. В

нашем случае 𝜔 = 0, и для него 𝑥𝜔 =
(︀
𝑘𝑑 −𝑘𝑞

)︀𝑇
. Более того,

𝑥𝑠 =
(︀
0 1

)︀𝑇 ⊥ 𝐵, а значит (𝑥𝑠, 𝑢) = (0, 0). Тогда частотное
условие сводится к неравенству

(︀
𝑘𝑑 −𝑘𝑞

)︀(︂0 𝜈
2

𝜈
2 1

)︂(︂
𝑘𝑑
−𝑘𝑞

)︂
< 0,

которое в свою очередь равносильно (15). Таким образом, доказа-
но существование матрицы 𝐻 и числа 𝜈 таких, что производная
𝑉 в силу системы отрицательно определена.

Осталось показать, что функция 𝑉 ограничена снизу. Из от-
рицательной определенности матрицы 𝐺 и равенства (10), выби-
рая 𝑞𝑤 = 1, получаем:

−2𝑘𝑞ℎ12 = 𝑔11 < 0

−2𝑘𝑑ℎ22 + ℎ12 = 𝑔22 < 0,

откуда сразу следует положительность коэффициента ℎ22. Заме-
тим, что требовать положительности от ℎ11 необязательно, так
как ‖𝑞𝑣‖ 6 1. Таким образом, для любых достаточно больших
‖𝜔‖ функция 𝑉 будет положительна. Более того, очевидно, что
𝑉 радиально неограниченна, то есть 𝑉 → +∞ при ‖𝜔‖ → +∞
10
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Итак, мы нашли ограниченную снизу функцию 𝑉 , произ-
водная которой в силу системы отрицательно определена всюду,
кроме двух точек равновесия, 𝐿1 и 𝐿2, при этом 𝑉 (𝐿1) < 𝑉 (𝐿2).
Отсюда следует утверждение теоремы.

3. Система адаптации

В реальной машине, к сожалению, из-за небольших погреш-
ностей в изготовлении винтов или двигателей, а также из-за воз-
можных повреждений, коэффициенты 𝐾 для каждого винта бу-
дут немного отличаться. И эта разница оказывает существенное
влияние, в первую очередь, на угловую стабилизацию, так как ро-
бота начинает кренить в одну из сторон, и не выполняется усло-
вие на кватернионы 𝑞 → 𝑞𝑑. Далее рассматривается случай, когда
у каждого двигателя есть свой коэффициент тяги 𝐾𝑖, а также своя
оценка этого коэффициента, �̂�𝑖. Рассмотрим замкнутую систему,
которая получится в таком случае.

Уравнения модели можно записать так:

(16)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐼�̇� + 𝜔 × 𝐼𝜔

�̈� + 𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝐿𝐾2 0 −𝐿𝐾4

−𝐿𝐾1 0 𝐿𝐾3 0
𝜉𝐾1 −𝜉𝐾2 𝜉𝐾3 −𝜉𝐾4

𝐾1

𝑚

𝐾2

𝑚

𝐾3

𝑚

𝐾4

𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝑈1

𝑈2

𝑈3

𝑈4

⎞⎟⎟⎠ ,

а уравнения регулятора (6) — так:

(17)

⎛⎜⎜⎝
𝑈1

𝑈2

𝑈3

𝑈4

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 − 1

2�̂�1𝐿

1

4�̂�1𝜉

𝑚

4�̂�1
1

2�̂�2𝐿
0 − 1

4̂𝐾2𝜉

𝑚

4�̂�2

0
1

2�̂�3𝐿

1

4�̂�3𝜉

𝑚

4�̂�3

− 1

2�̂�4𝐿
0 − 1

4�̂�4𝜉

𝑚

4�̂�4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑀𝑑𝑥

𝑀𝑑𝑦

𝑀𝑑𝑧
ϒ𝑑 + 𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑑

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Обозначим
1

�̂�𝑖

через Ψ𝑖. Подставив (17) в (16) и выразив 𝑀𝑑

11
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по алгоритму 1, получим

(18)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐼�̇� + 𝜔 × 𝐼𝜔

�̈� + 𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐵

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−𝐼𝑘𝑑𝜔 − 𝐼𝑘𝑞𝑞𝑣 + 𝜔 × 𝐼𝜔

ϒ𝑑 + 𝑔

𝑘𝑚𝑜𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где коэффициенты матрицы 𝐵 имеют такие выражения:

𝐵[1 : 2, ∙] =

⎛⎜⎜⎝
1
2(𝐾2Ψ2 +𝐾4Ψ4) 0

0 1
2(𝐾1Ψ1 +𝐾3Ψ3)

− 𝜉
2𝐿(𝐾2Ψ2 −𝐾4Ψ4) − 𝜉

2𝐿(𝐾1Ψ1 −𝐾3Ψ3)
1

2𝐿𝑚(𝐾2Ψ2 −𝐾4Ψ4) − 1
2𝐿𝑚(𝐾1Ψ1 −𝐾3Ψ3)

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐵[3, ∙] =

⎛⎜⎜⎜⎝
− 𝐿

4𝜉 (𝐾2Ψ2 −𝐾4Ψ4)

− 𝐿
4𝜉 (𝐾1Ψ1 −𝐾3Ψ3)

1
4(𝐾1Ψ1 +𝐾2Ψ2 +𝐾3Ψ3 +𝐾4Ψ4)
1

4𝜉𝑚(𝐾1Ψ1 −𝐾2Ψ2 +𝐾3Ψ3 −𝐾4Ψ4)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵[4, ∙] =

⎛⎜⎜⎝
𝐿𝑚
4 (𝐾2Ψ2 −𝐾4Ψ4)

−𝐿𝑚
4 (𝐾1Ψ1 −𝐾3Ψ3)

𝜉𝑚
4 (𝐾1Ψ1 −𝐾2Ψ2 +𝐾3Ψ3 −𝐾4Ψ4)
1
4(𝐾1Ψ1 +𝐾2Ψ2 +𝐾3Ψ3 +𝐾4Ψ4)

⎞⎟⎟⎠ .

Как можно было ожидать, в случае точного совпадения оценок
коэффициентов с их реальными значениями, то есть в случае
𝐾𝑖Ψ𝑖 ≡ 1, матрица 𝐵 совпадает с единичной.

В (18) перейдем к линейной системе:

(19)

⎛⎜⎜⎝
𝐼𝑥�̇�𝑥

𝐼𝑦�̇�𝑦

𝐼𝑧�̇�𝑧

�̈� + 𝑔

⎞⎟⎟⎠ = 𝐵

⎛⎜⎜⎝
−𝐼𝑥𝑘𝑑𝜔𝑥 − 𝐼𝑥𝑘𝑞𝑞𝑥
−𝐼𝑦𝑘𝑑𝜔𝑦 − 𝐼𝑦𝑘𝑞𝑞𝑦
−𝐼𝑧𝑘𝑑𝜔𝑧 − 𝐼𝑧𝑘𝑞𝑞𝑧

𝐴𝑝(𝐻𝑑 −𝐻)−𝐴𝑑�̇� + 𝑔

⎞⎟⎟⎠ .

Теперь введем новые обозначения, чтобы перейти к полно-
стью матричной записи задачи. Определим новый вектор состоя-
ния 𝑋 =

(︀
𝑋𝑇

1 , 𝑋
𝑇
2

)︀𝑇
, где

𝑋1 = (2𝐼𝑥𝑞𝑥, 2𝐼𝑦𝑞𝑦, 2𝐼𝑧𝑞𝑧, 𝐻 −𝐻𝑑)
𝑇 , 𝑋2 =

(︁
𝐼𝑥𝜔𝑥, 𝐼𝑦𝜔𝑦, 𝐼𝑧𝜔𝑧, �̇�

)︁𝑇

,

12
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и обозначим через вектор 𝑔 общее воздействие гравитации на
систему:

𝑔 = (0, 0, 0, 𝑔)𝑇 .

Тогда система (19) может быть переписана как

(20)
�̇�1 = 𝑋2

�̇�2 = 𝐵(−𝑇1𝑋1 − 𝑇2𝑋2 + 𝑔)− 𝑔,
где матрицы 𝑇1 и 𝑇2 — матрицы коэффициентов регуляторов:

𝑇1 = diag (
𝑘𝑞
2
,
𝑘𝑞
2
,
𝑘𝑞
2
, 𝐴𝑝), 𝑇2 = diag (𝑘𝑑, 𝑘𝑑, 𝑘𝑑, 𝐴𝑑).

Фактически, они диагональны, но ниже предполагается лишь их
симметричность, положительная определенность и, ради удоб-
ства вычислений, перестановочность между собой.

Теперь для оценки Ψ𝑖 мы можем применить метод скорост-
ного градиента в дифференциальной форме (см. [4]). Данный ме-
тод позволяет синтезировать управление, обеспечивающее стрем-
ление заданной целевой функции к нулю. Для этого функция
лишь должна удовлетворять четырем условиям — условию ро-
ста, регулярности, выпуклости производной в силу системы и
достижимости цели.

В качестве целевой функции для метода скоростного гради-
ента рассмотрим функцию

(21)

𝑄(𝑋) = ‖𝑇1𝑋1 + 𝑇2𝑋2‖2 +𝑋𝑇
1 𝑇

2
1𝑋1 =

=
(︀
𝑋𝑇

1 𝑋𝑇
2

)︀(︂ 2𝑇 2
1 𝑇1𝑇2

𝑇1𝑇2 𝑇 2
2

)︂(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
,

Благодаря положительной определенности матриц 𝑇1 и 𝑇2, 𝑄(𝑋)
также является положительно определенной квадратичной фор-
мой, а значит, её стремление к нулю гарантирует стремление к
нулю 𝑋 , кроме того, очевидно выполнены условия роста и регу-
лярности.

Возьмем производную в силу системы от функции 𝑄(𝑋):

(22)

�̇�(𝑋,𝐵) =

= 2
(︀
𝑋𝑇

2 −𝑋𝑇
1 𝑇1𝐵

𝑇 −𝑋𝑇
2 𝑇2𝐵

𝑇 + 𝑔𝑇 (𝐵𝑇 − 𝐼)
)︀
·

·
(︂
2𝑇 2

1 𝑇1𝑇2

𝑇1𝑇2 𝑇 2
2

)︂(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
.

13
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Условие выпуклости функции �̇� выполнено, так как она линейна
по матрице 𝐵, которая в свою очередь линейна по оценкам Ψ𝑖.

Введем вспомогательную функцию 𝑍(𝑋, 𝐽), которая будет
описывать производную функции �̇� при 𝐽 = 𝜕𝐵

𝜕Ψ𝑖
, взятую с об-

ратным знаком:

𝑍(𝑋, 𝐽) =
(︀
𝑋𝑇

1 𝑋𝑇
2 𝑔𝑇

)︀
·⎛⎝ 2𝑇1𝑇2𝐽𝑇1 𝑇1𝑇2𝐽𝑇2 + 𝑇1𝐽

𝑇𝑇 2
2 −𝐽𝑇𝑇1𝑇2

𝑇2𝐽
𝑇𝑇1𝑇2 + 𝑇 2

2 𝐽𝑇1 2𝑇 2
2 𝐽𝑇2 −𝐽𝑇𝑇 2

2

−𝑇1𝑇2𝐽 −𝑇 2
2 𝐽 0

⎞⎠⎛⎝𝑋1

𝑋2

𝑔

⎞⎠
Теорема 2. Пусть 𝑇 2

2 > 𝑇1. Тогда алгоритм

(23) ˙̂
𝐾𝑖 = −𝛾�̂�2

𝑖 𝑍

(︂
𝑋,

𝜕𝐵

𝜕Ψ𝑖

)︂
.

обеспечивает устойчивость линеаризованной системы и стрем-
ление �̂�𝑖 → 𝐾𝑖.

Доказательство. Мы уже показали, что для функции 𝑄(𝑋)
выполнены условия регулярности, роста и выпуклости метода
скоростного градиента. Осталось проверить последнее условие
— условие достижимости цели. Для этого подставим в функцию
(22) 𝐵 ≡ 𝐼 , соответствующее идеально найденным оценкам Ψ𝑖.
Получим

�̇�𝐼(𝑋) = −
(︀
𝑋𝑇

1 𝑋𝑇
2

)︀(︂ 2𝑇 2
1 𝑇2 2𝑇1𝑇

2
2 − 2𝑇 2

1

2𝑇1𝑇
2
2 − 2𝑇 2

1 2𝑇 3
2 − 2𝑇1𝑇2

)︂(︂
𝑋1

𝑋2

)︂
=

= −𝑋𝑇𝑅𝑋

Достаточно показать, что матрица этой квадратичной фор-
мы 𝑅 положительно определена. Попробуем найти неособое пре-
образование координат, превращающее эту матрицу в блочно-
диагональную. Одним из таких преобразований может быть

𝑅 =

(︂
2𝑇 2

1 𝑇2 2𝑇1𝑇
2
2 − 2𝑇 2

1

2𝑇1𝑇
2
2 − 2𝑇 2

1 2𝑇 3
2 − 2𝑇1𝑇2

)︂
=

=

(︂
𝑇1 𝑇1𝑇

−1
2

0 𝐼

)︂(︂
2𝑇1𝑇

−1
2 0

0 2𝑇 3
2 − 2𝑇1𝑇2

)︂(︂
𝑇1 0

𝑇1𝑇
−1
2 𝐼

)︂
14
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откуда следует критерий положительной определенности матри-
цы 𝑅:

𝑇1𝑇
−1
2 > 0,

𝑇 3
2 − 𝑇1𝑇2 > 0,

который, учитывая положительность матриц 𝑇1 и 𝑇2, преобразу-
ется в условие
(24) 𝑇 2

2 > 𝑇1.

Итак, если для матриц коэффициентов выполнено условие
(24), то адаптация коэффициентов Ψ𝑖 по методу скоростного
градиента приведет к пределу 𝑄(𝑋,𝐵) → 0 и, следовательно,
𝑋 → 0, что доказывает утверждение об устойчивости линеари-
зованной системы. Означает ли это, что оценки Ψ𝑖 сойдутся к
своим истинным значениям 1

𝐾𝑖
? Для доказательства этого факта

рассмотрим систему (20). Так как точка 𝑋 = 0 является устойчи-
вой точкой равновесия для этой системы, должно быть выполне-
но равенство

𝑔 = 𝐵𝑔,

которое означает, что матрица 𝐵 имеет собственный вектор
(0, 0, 0, 1)𝑇 с собственным числом 1. Раскрыв это равенство как
систему уравнений, получим

𝐾2Ψ2 −𝐾4Ψ4 = 0,

𝐾1Ψ1 −𝐾3Ψ3 = 0,

𝐾1Ψ1 −𝐾2Ψ2 +𝐾3Ψ3 −𝐾4Ψ4 = 0,

𝐾1Ψ1 +𝐾2Ψ2 +𝐾3Ψ3 +𝐾4Ψ4 = 4,

откуда немедленно следует набор равенств 𝐾𝑖Ψ𝑖 = 1 и, соответ-
ственно, Ψ𝑖 =

1
𝐾𝑖

для всех 𝑖 ∈ {1..4}.
Адаптация по методу скоростного градиента может быть за-

писана так:

Ψ̇𝑖 = −
˙̂
𝐾𝑖

�̂�2
𝑖

= 𝛾𝑍

(︂
𝑋,

𝜕𝐵

𝜕Ψ𝑖

)︂
,

Неизвестные, но постоянные значения настоящих коэффициен-
тов тяги 𝐾𝑖 входят в соответствующую частную производную

15
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𝜕𝐵
𝜕Ψ𝑖

линейно, и потому могут быть вынесены из функции 𝑍 в

множитель 𝛾. Выразив отсюда ˙̂
𝐾𝑖, получаем (23).

Для полноты алгоритма приведем конкретные значения ис-
пользуемых производных 𝜕𝐵

𝜕Ψ𝑖
, считая при этом коэффициенты 𝐾𝑖

убранными в множитель 𝛾.

(25)

𝜕𝐵

𝜕Ψ1
=

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 1
2 − 𝐿

4𝜉 −𝐿𝑚
4

0 − 𝜉
2𝐿

1
4

𝜉𝑚
4

0 − 1
2𝐿𝑚

1
4𝜉𝑚

1
4

⎞⎟⎟⎟⎠
𝜕𝐵

𝜕Ψ2
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1
2 0 − 𝐿

4𝜉
𝐿𝑚
4

0 0 0 0

− 𝜉
2𝐿 0 1

4 − 𝜉𝑚
4

1
2𝐿𝑚 0 − 1

4𝜉𝑚
1
4

⎞⎟⎟⎟⎠
𝜕𝐵

𝜕Ψ3
=

⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 1
2

𝐿
4𝜉

𝐿𝑚
4

0 𝜉
2𝐿

1
4

𝜉𝑚
4

0 1
2𝐿𝑚

1
4𝜉𝑚

1
4

⎞⎟⎟⎟⎠
𝜕𝐵

𝜕Ψ4
=

⎛⎜⎜⎜⎝
1
2 0 𝐿

4𝜉 −𝐿𝑚
4

0 0 0 0
𝜉
2𝐿 0 1

4 − 𝜉𝑚
4

− 1
2𝐿𝑚 0 − 1

4𝜉𝑚
1
4

⎞⎟⎟⎟⎠

.

4. Моделирование

Моделирование алгоритма, представленного в прошлом па-
раграфе, было проведено в системе MATLAB R2016a. Для это-
го была реализована модель квадрокоптера, система управления
и система адаптации. Физические параметры были взяты от од-
ного из реальных изготовленных роботов, и они перечислены в
таблице 1.

Здесь же указаны примененные коэффициенты регуляторов,
которые удовлетворяют условию (24), и истинные коэффициен-
ты тяги, являющиеся физическими, но неизвестными нам пара-
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Таблица 1. Значения параметров при моделировании
Физические Параметры Коэффициенты
параметры регуляторов тяги
𝑚 = 1.3 kg
𝐿 = 0.22 m 𝑘𝑝 = 2.6 𝐾1 = 12.6 Н
𝜉 = 0.017 m 𝑘𝑑 = 10.0 𝐾2 = 18.6 Н
𝐼𝑥 = 0.12 kg*m2 𝐴𝑝 = 2.0 𝐾3 = 4.6 Н
𝐼𝑦 = 0.12 kg*m2 𝐴𝑑 = 5.0 𝐾4 = 7.0 Н
𝐼𝑧 = 0.22 kg*m2 𝐻𝑑 = 3 m
𝑔 = 9.8 m/sec2

метрами квадрокоптера. В начальном положении робот считается
покоящимся на горизонтальной поверхности, его координата по
высоте принята за 0.

Для проверки алгоритма было проведено 3 эксперимента, в
первом из них адаптации не было (𝛾 = 0), во втором 𝛾 = 0.0005,
в третьем 𝛾 = 0.005. Начальные оценки коэффициентов �̂�𝑖 равны
8.6 Н, время симуляции — 10 секунд.
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Рис. 2. Отсутствие адаптации, 𝛾 = 0. a) Ориентация, углы

Эйлера. b) Высота H.

В первом случае (Рис. 2), в отсутствие адаптации, робот вхо-
дит в устойчивое движение, но не достигает цели управления, в
частности, у него есть наклон по крену и тангажу, что в реальной
системе привело бы к появлению ускорения в плоскости 𝑋𝑌 .

В случае медленной адаптации (Рис. 3) состояние робота
асимптотически достигает своих целевых значений, как и коэф-
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Рис. 3. Медленная адаптация, 𝛾 = 0.0005. a) Ориентация, углы

Эйлера. b) Высота H. c) Оценки коэффициентов �̂�𝑖.
d) Величины 𝐾𝑖Ψ𝑖.

фициенты тяги. Также можно заметить, что при отсутствии адап-
тации, ошибка по крену и тангажу составила 10-15 градусов, то-
гда как при её наличии она не превысила 5, а через 10 секунд со-
ставляла уже 2 градуса. Ошибки такого порядка уже могут быть
приемлемы в реальной системе.

При быстрой адаптации (Рис. 4) коэффициенты сходятся к
своим истинным значениям гораздо быстрее, а ошибка по кре-
ну и тангажу не превышает 1 градус. Однако можно заметить,
что в начальный период коэффициенты, а вместе с ними и ори-
ентация испытывают сильные колебания. Дальнейшее увеличе-
ние коэффициента 𝛾 приводит к тому, что вычисления становятся
неустойчивыми.

5. Заключение

В данной работе был описан основанный на кватернионах
параметрический регулятор для стабилизации квадрокоптера, а
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Рис. 4. Быстрая адаптация, 𝛾 = 0.005. a) Ориентация, углы

Эйлера. b) Высота H. c) Оценки коэффициентов �̂�𝑖.
d) Величины 𝐾𝑖Ψ𝑖.

также система идентификации коэффициентов тяги на каждом
винте. Также было проведено численное моделирование, под-
тверждающее работоспособность предложенных алгоритмов.
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Abstract: In the paper we propose the quaternion-based control
system for quadrotor. Adaptive scheme for thrust coefficients
identification, based on speed-gradient method, is designed. Stability
of the whole system is studied and simulation results are presented.
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