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Аннотация. Рассмотрена задача определения функции 

издержек фирмы на предотвращение промышленных рисков 

(добровольных рисковых издержек), оптимальной по критерию 

общих издержек. Для степенной функции производственных 

издержек и экспоненциально убывающей функции 

промышленного ущерба определен вид  функции добровольных 

рисковых издержек. Проанализировано влияние параметров 

функции промышленного ущерба на область существования 

решения задачи максимизации прибыли фирмы при 

оптимальной функции добровольных рисковых издержек. 

 

Ключевые слова: промышленный риск, промышленный 

ущерб, издержки, оптимизация, риск-менеджмент. 

 

1. Введение   

Промышленные риски, трактуемые как риски, 

возникающие в коммерческой деятельности промышленных 

фирм, всесторонне рассматривались в экономической теории. 

Иерархия задач управления промышленными рисками 
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охватывает различные уровни рисков: от рисков, связанных с 

выходом фирм на мировой рынок (risk of globalization) [22] и 

рисков воздействия коммерческой деятельности фирм на 

региональные экономические системы [26, 28, 29], до рисков, 

обусловленных невыполнением отдельных технологических 

операций. В контексте дальнейшего анализа будут 

рассматриваться риски на уровне фирмы. В этом аспекте 

сопоставлялись традиционный реактивный экологический 

менеджмент и активный риск-менеджмент предприятия (ERM) 
3
 

[32] как варианты поведения руководства фирмы в условиях 

неопределенности. Анализировалось [19] влияние 

периодичности ремонта оборудования и организационной среды 

(organizational environment) фирмы на промышленный ущерб: 

анализ риска проводился в рамках моделей UML
4
 [18] и MADS

5
, 

затем моделировался риск-менеджмент в целях обеспечения 

безопасности персонала от вероятных промышленных угроз. 

Эффективность применения системы ERM исследована на 

материалах девяти фирм различных отраслей промышленности 

[16]. Исследовались риски возникновения разрывов в цепях 

поставок товаров и ресурсов как в рамках технологического 

процесса внутри фирмы [31], так и в цепях внешних поставок 

[25]. Исследования моделей принятия решений в условиях 

неопределенности [27] обосновали применимость системного 

подхода к моделированию сложных задач анализа рисков 

несовершенства технического обслуживания промышленного 

оборудования на основе модели UML и метода MOSAR
6
 [21]. 

Отметим, что если в конце XX века необходимость управления 
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промышленными рисками фирм требовала доказательства [16], 

[17], то сейчас актуальность этой проблемы не вызывает 

сомнений. 

Среди отечественных исследователей вопросов риска в 

экономике спектр интересов довольно широк: от 

международных аспектов до отдельно взятых фирм. 

Рассматриваются международные финансовые риски [6], риски 

операций с ценными бумагами на международном рынке [2], 

логистические риски [11], [9]. Ряд авторов исследуют риски 

регионального уровня [15]. Например, Шелков А.Б. 

значительное внимание в своих работах уделяет проблемам 

региональной безопасности [23], [14], [10] и ее анализу с 

помощью сценарного подхода. Риски на промышленных 

предприятиях анализируются с учетом человеческого фактора 

[1], с помощью деловых игр [4] и механизмов штрафов [7], с 

точки зрения внедрения инноваций [3], [8]. В целом, показано 

[32], [17], что производственная деятельность в любой сфере 

экономики в той или иной степени связана с неопределенностью 

и риском.  

В дальнейшем промышленный риск трактуется [12], [13], 

[30] как некоторый техногенный фактор вероятностного 

характера, приводящий к потере активов фирмы
7
. 

Следовательно, промышленный риск в отличие от 

коммерческого приводит к дополнительным издержкам фирмы 

(далее, рисковым издержкам), но не приводит к снижению 

доходов. С учетом вероятностной природы фактора риска будем 

считать мерой риска математическое ожидание ущерба от 

фактора риска как некоторого случайного события (аварии, 

инцидента, остановки оборудования, сбоя производственного 

процесса и т.д.), измеряемое в денежных единицах издержек 

фирмы; степень риска представляет собой вероятность этого 

события.  

Рисковые издержки фирмы (ущерб) декомпозируются на 

два компонента [20]: 1) непредвиденные расходы, 
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обусловленными указанными событиями, в том числе штрафы 

за превышение размера ущерба окружающей среде над 

существующими нормами; 2) планируемые расходы, 

обусловленные необходимостью предотвращения рисковой 

ситуации или снижения риска ее возникновения.  

Кроме того, классифицируем ущерб от риска на  

внутренний и внешний по отношению к фирме. Внутренний 

ущерб фирмы от фактора риска включает в себя утраченные 

активы, а также расходы на ликвидацию последствий и 

восстановительные работы. Размер возможного внутреннего 

ущерба, очевидно, пропорционален объему производства 

фирмы, с ростом которого увеличиваются производственные 

мощности фирмы (производственные площади, оборудование, 

персонал), то есть растет объем активов, которые могут 

потенциально пострадать. Поэтому снижение возможного 

внутреннего ущерба может быть достигнуто за счет 

дополнительных расходов на мероприятия по снижению риска, 

которые в дальнейшем будем называть добровольными 

рисковыми издержками (ДРИ). Структура ДРИ включает в себя 

расходы на мероприятия по обучению персонала, установке 

более нового и совершенного оборудования, установке 

очистных сооружений, систем контроля и сигнализации, и пр. 

Внешний ущерб фирмы, называемый далее обязательными 

рисковыми издержками, примем равным сумме штрафов, 

налагаемых на фирму за превышение уровня ущерба 

окружающей среде над установленными государством нормами. 

Таким образом, общие издержки промышленной фирмы, наряду 

с затратами на производство продукции, также включают в себя 

добровольные и обязательные рисковые издержки и внутренний 

ущерб. В дальнейшем рассматривается модель фирмы без учета 

обязательных рисковых издержек. 

Выбор величины ДРИ предопределен следующими 

противоречивыми факторами. С одной стороны, снижение этих 

издержек приводит к сокращению общих издержек фирмы, что 

способствует росту прибыли и дальнейшему  расширению 

производства; однако при этом могут возрасти  внутренний 

ущерб и обязательные рисковые издержки, что, наоборот, 

повышает общие издержки. С другой стороны, увеличение ДРИ 
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приводит к снижению внутреннего ущерба и обязательных 

рисковых издержек, однако общие издержки фирмы могут 

вследствие этого возрасти. 

Таким образом, актуальной задачей управления 

промышленными рисками является выбор функции ДРИ 

фирмы, оптимальной по критерию общих издержек фирмы. При 

оптимальной функции ДРИ решение основной задачи фирмы, 

заключающейся в оптимизации объема производства по 

критерию прибыли, представляет собой модель управления 

фирмой с учетом промышленных рисков. Эта проблема является 

предметом данной статьи. 

2. Постановка задачи  

Рассмотрим задачу определения неотрицательной 

вещественной ограниченной сверху функции ДРИ фирмы, 

минимизирующей функцию общих издержек фирмы: 

(1) 
,,0,:

,,minarg

maxmax

*

CfffRfA

fQCQf

f

Af f  

(2) ),,()()(),( fQXQfQCfQC  
maxCC , 

где Q – объѐм производства, CΣ(Q, f) – функция общих издержек 

фирмы, C(Q) – функция издержек на производство продукции, 

f(Q)  – функция ДРИ, X(Q,f) – функция внутреннего ущерба ,  

f
max 

– максимально возможная сумма ДРИ, С
max

– максимально 

возможная сумма общих издержек исходя из производственной 

мощности фирмы, символом «*» обозначены оптимальные 

значения. 

Основную задачу фирмы сформулируем как задачу выбора 

ограниченного сверху объема производства, максимизирующего 

прибыль с учетом оптимальной по (1) функции ДРИ: 

(3) 
,0,:

,,Пmaxarg

maxmax

**

QQQRQA

QfQQ

Q

AQ Q  

(4) П(Q, f)=R(Q) – CΣ(Q, f*(Q)),  

(5) R(Q) = p Q∙, 



где П, R – прибыль и доход фирмы, p– цена продукции,  

Q
max 

– максимально возможный объем производства с учетом 

производственной мощности фирмы. 

Введем следующие предположения, определяющие 

границы применимости моделей (1), (3). 

1. Гипотеза совершенной конкуренции на рынке товаров 

фирмы: цена товара для фирмы является экзогенной 

переменной, то есть фирма не влияет на рыночную цену: 

p'Q = 0. 

2. Гипотеза убывающей отдачи от расширения масштаба 

производства соответствует относительно крупной фирме: 

С''Q (Q) > 0. 

3. Гипотеза влияния параметров управления на внутренний 

ущерб: с увеличением объема производства растут 

производственные фонды, что приводит к росту возможного 

ущерба от фактора риска;  с увеличением ДРИ снижается 

внутренний ущерб; функция внутреннего ущерба ограничена 

сверху вследствие  особенностей технологии и ограниченности 

объема производства:  

X'Q (Q, f)> 0, Xf'(Q, f)< 0, X(Q, f) [0, X
max

], X
max

>0, 

где X
max

 – максимально возможный внутренний ущерб. 

Функция производственных издержек и функция ущерба, 

удовлетворяющие гипотезам 2,3, имеют вид 

(6) С(Q)=BQ
β
, β (1, β

max
], β

max
(1, 2],В>0, 

(7) X(Q, f)=χ(Q)e
–ξf

, ξ (0, ξ
max

], ξ
max

(0, 1], χ(Q)'Q≥ 0. 

Рассмотрим задачу оптимального управления: найти пару 

<f*(∙),Q*>, оптимальную по критериям (1), (3) на 

соответствующих допустимых множествах для функций 

издержек и ущерба вида (6), (7). 

3. Результаты  

На первом этапе определим функцию ДРИ f*(∙) по условию 

(1) в виде следующего утверждения, доказательство которого 

приведено в приложении. 

Утверждение 1: для непрерывно дифференцируемых 

функций С(∙), f(∙), и функции  X(∙) вида (7) функция 
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(8) QQf ln
1*            

является решением задачи (1) QAQ  при 1Q . 

Логарифмическая функция от объема выпуска фирмы (8) 

минимизирует общие издержки фирмы при экспоненциально 

убывающей функции промышленного ущерба. 

На втором этапе определим объем производства, при 

котором прибыль фирмы будет максимальной с учетом функции 

(8). 

Утверждение 2: для непрерывно дифференцируемых 

функций С(∙), f(∙),χ(∙) уравнение 

(9) f
Q

Q
e

Q
QBp

)(

1   

является решением задачи (3), если выполняется 

(10) 0
)(

)1(
2

2

2

Q
QB

Q
 для Q AQ. 

Таким образом, при Q*, удовлетворяющем (9) и (10), 

функция прибыли (1) будет иметь максимальное значение. 

Исследуем влияние вида функции χ(∙) на границы области 

допустимых значений  параметров функций издержек В, β, ξ, в 

пределах которых уравнение (9) имеет неотрицательное 

решение. Рассмотрим степенную и экспоненциальную функции 

χ(∙): 

χ(Q)=Q
n
, χ(Q)=e

Q
. 

Утверждение 3: для функции χ(Q) вида χ(Q)=Q
n
 

утверждение 2 имеет силу, если выполняется условие: 

(11)  
)1(

2

B

n
Q  при n≥2 для Q AQ, 

(12)  
)1(

2

B

n
Q  при n<2 для Q AQ. 

Нетрудно заметить, что при n < 2, наиболее строгим из двух 

неравенств является второе, а при n ≥ 2 нижнюю границу задает 

первое неравенство. 



 

Утверждение 4: для функции χ(Q) вида χ(Q)=e
Q
 

утверждение 2 имеет силу, если выполняется условие: 

(13) 2

)1(2B

p
Q  для Q AQ. 

 

Рассмотрим моделирование оптимальных механизмов (8), 

(9) на примере реальной промышленной фирмы (Самарского 

подшипникового завода) при различных значениях параметров 

объекта управления p, B, β, ξ, представленных в табл. 1. 

Таблица 1. Результаты моделирования для χ(Q)=Q
3
. 

№ 

мо-

дели 

p B ξ β Q* 

1 1 1 (0; 1] (1; 2] Q* R 

2 100 1 0,7 1,2 Q*1=0,08 

Q*2=4018775720 

3 100 [80; +∞) 0,7 1,2 Q* R 

4 1000 1000 0,7 1,2 Q*1=0,018 

Q*2=0,3557 

5 1000 (1257; +∞) 0,7 1,2 Q* R 

Таблица 2. Результаты моделирования для χ(Q)=e
Q
. 

№ мо-

дели 

p B ξ β Q* 

6 (0; 2) 1 (0; 1] 2 Q*<0 

7 10 1 1 1,3 8 

8 10 1 1 (1,8; 2]  

9 10 [6; +∞) 0,7 1,2  

10 100 3 0,7 1,2 14,306∙10
6
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4. Обсуждения 

Рассмотрим два варианта функции χ(Q) – степенную и 

экспоненциальную. Если χ(Q)=Q
n
, тогда в силу (8) 

(8') Q
n

QQf n ln
ln

)ln(
1

)(* . 

Получили функцию вида f*(Q)=K1+K2 ln(Q), где K1 и K2 – 

константы. 

Рассмотрим влияние параметра ξ на вид функции (8'). В 

силу (7), ξ может принимать значения из диапазона (0, 1].  

)ln
ln

()(* lim
0

Q
n

Qf , 

QnQf ln|)(* 1 . 

То есть с уменьшением параметра ξ функция (8') 

неограниченно возрастает, а при увеличении параметра ξ до 

значений близких к 1, функция (8') принимает вид 

логарифмической функции. В данном случае значение объема 

производства Q ≥ 1. 

Рассмотрим χ(Q)=e
Q
, тогда в силу (8) 

(8") 
Q

eQf Q ln
)ln(

1
)(* . 

Получили линейную функцию вида f*(Q)=K1+K2 Q, где K1 и 

K2 – константы. 

При бесконечно малом значении параметра ξ, получаем: 

)
ln

()(* lim
0

Q
Qf , 

QQf 1|)(* . 

Как и в случае (8'), при уменьшении ξ, функция (8'') 

бесконечно возрастает, а при ξ близком к 1, принимает вид 

линейной функции, а именно, биссектрисы угла первой 

четверти. Выбор в качестве функции χ(Q) степенной функции 

накладывает некоторые ограничения на возможные значения 

объема производства, в то время, как экспоненциальная 



функция χ(Q) позволяет использовать в качестве значения Q 

любое действительное число. 

В результате моделирования были получены значения, 

представленные в таблицах 1 и 2. Для функции χ(Q)=Q
3
 при 

всех значениях параметров β и ξ, удовлетворяющих (6) и (7) 

соответственно, задача (1) не имеет решения при достаточно 

малых значениях цены p и параметра B (модель 1). То есть при 

низкой рыночной цене и малом коэффициенте функции 

производственных издержек фирма выпускает настолько низкий 

объем продукции, что не имеет дохода, достаточного для 

совершения ДРИ. С увеличением цены доход фирмы возрастает 

и в результате решения (9) получаем два возможных значения 

Q*, из которых только Q*<1 удовлетворяет (10) и (11) (модель 

2). Об этом говорилось выше при обсуждении утверждения 3. 

При более высоких значениях параметра B производственные 

издержки фирмы становятся больше, поэтому задача (1) не 

имеет решения (модели 3 – 5) при более высоких уровнях 

внутреннего ущерба и ДРИ. То есть производственные 

издержки настолько высоки,  что доход, получаемый фирмой, не 

покрывает  расходов на управление рисками. 

Для функции χ(Q)= e
Q
 при малых значениях цены p 

(модель 6) задача (1) не имеет решения по причине, описанной 

выше для модели 1. С увеличением цены задача (1) имеет 

решение, что говорит о возросшем доходе, который позволяет 

осуществлять ДРИ (модель 7). Увеличение параметров β и В 

ведет к возрастанию производственных издержек, что также не 

оставляет фирме дохода для совершения ДРИ, поэтому задача 

(1) не имеет решения (модели 8, 9). Модель 10 иллюстрирует 

соотношение параметров состояния, при которых цена 

достаточно высока, чтобы принести фирме доход, способный 

покрыть расходы на управление рисками. 

 

5. Выводы 

Рассмотрена проблема управления издержками фирмы с 

учетом промышленного ущерба от непредвиденных 

производственных ситуаций. Классификация вероятных в этих 
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ситуациях издержек фирмы (рисковых издержек) на 

добровольные и обязательные позволила выделить задачу 

оптимизации ДРИ как самостоятельный компонент общей 

задачи управления издержками фирмы, которая, в свою очередь,  

является компонентом задачи максимизации прибыли фирмы. 

Оптимальная по критерию общих издержек функция ДРИ 

определена для степенной функции производственных издержек 

и экспоненциально убывающей функции промышленного 

ущерба. Оптимальная функция ДРИ представляет собой  

логарифмическую зависимость от некоторой монотонной 

функции объема выпуска фирмы. Следовательно, с ростом 

объема производства рациональная стратегия управления 

промышленными рисками фирмы заключается в плавном 

увеличении издержек на предотвращение рисковых ситуаций.  

Анализ влияния параметров функции издержек и функции 

промышленного ущерба на область существования решения 

задачи максимизации прибыли фирмы при оптимальной 

функции ДРИ позволил сделать следующие выводы. Низкая 

рыночная цена на товар фирмы приводит к низкому доходу, что 

в совокупности с высокими значениями параметров функции 

издержек, во-первых, не позволяет фирме осуществлять ДРИ; 

во-вторых, вследствие высоких уровней оптимального выпуска 

при этом значительны размеры внутреннего ущерба. При 

достаточно высокой рыночной цене, наоборот, показано 

существование максимизирущей прибыль стратегии (выпуска) 

фирмы, имеющей возможность осуществлять ДРИ, то есть 

наличие дохода фирма, достаточного для проведения 

мероприятий по снижению риска. Таким образом, установлены 

границы рыночной цены и параметров функции издержек, при 

которых управление промышленным риском является 

критическим для существования фирмы. 

 

 



6. Приложение  

Доказательство утверждения 1: Решим задачу (1) методом 

множителей Лагранжа [5], [24]. Данный метод применим, 

поскольку целевая функция CΣ(Q, f) непрерывно 

дифференцируема, функция  X(Q, f) – χ(Q) e
– ξf

=0 непрерывно 

дифференцируема с частными производными, не равными нулю 

одновременно (уравнение X(Q, f) – χ(Q) e
– ξf

=0 задает гладкую 

кривую). 

Запишем функцию Лагранжа: 

(14) L(Q, f, λ)=C(Q)+f +X(Q,f) + λ(X(Q, f) – χ(Q) e
– ξf

). 

Найдем частные производные и приравняем их к нулю. 

.0)(

,0)(1

,01

f

f
f

X

eQXL

eQL

L

 

Решим полученную систему.  

.)(

,)(

,1

f

f

eQX

eQ  

Отсюда получаем функцию ДРИ при условии минимизации 

общих издержек:  

))(ln(
1

)(* QQf . 

Проверим для функции Лагранжа (14) выполнение 

достаточного условия минимума функции при f=f*. Для этого 

определим знак *
2 | ffLd . 

22222 )(2 dfeQdQLdfdQLdfLLd f
QQfQff . 

0| 2
*

2 dfLd ff . 

Данное условие действительно QAQ . Тогда функция 

f*(Q) в случае 1Q  является решением задачи  

),(min fXC

fAf

. █ 
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Доказательство утверждения 2: Определим значение объема 

производства Q*, при котором целевая функция достигает 

максимального значения. Для этого найдем частную 

производную (4) по Q: 

П'Q (Q, f)=R'Q (Q) – CΣ'Q (Q, f)=0, 

R'Q (Q) = CΣ'Q (Q, f). 

То есть прибыль будет максимальной, если темп роста 

издержек будет равен темпу роста дохода, т.е. рыночной цене.  

QQQ fQXQfQCp )*,()(*)(  

f
Q

Q
e

Q
QBp

)(

1  

 

С учетом f=f* по (8), получим: 

)(

2
1

Q
QBp

Q
. 

Проверим выполнение достаточного условия максимума 

функции П(Q, f): 

0),()(),( fQCQRfQП QQQQQQ . 

f
QQ

QQQ

QQ e
Q

Q
QBfQП

2

2

2

))((

)(
)1(),( . 

f
QQ

QQQ

QQ e
QQ

QBfQП
2

2

2

)()(
)1(),( . 

С учетом (8) получим: 

2

2

2

)(
)1(),(

Q
QBfQП

Q

QQ . 

Достаточное условие максимума функции действует при Q, 

удовлетворяющих (10): 

0
)(

)1(
2

2

2

Q
QB

Q
. █ 

Доказательство утверждения 3: если χ(Q)=Q
n
, тогда (9) 

примет вид 



n

n

Q

nQ
QBp

1
1 2 . 

Преобразуем полученное уравнение 

Q

n

Q

QB
p 2 , 

Q

nQB
p

2
. 

Рассмотрим решение полученного уравнения графическим 

способом, как отыскание точки пересечения горизонтальной 

прямой y1=p с графиком функции 
Q

nQB
y

2
2 . Исследуем 

функцию y2. 

Q

nQB

Q

2
lim

0
. 

Графики y1 и y2 будут иметь точку пересечения, если y2 

будет убывать, т.е. должно выполняться условие y'2<0. 

02)1(
2

2
2

Q

n
QBy . 

После преобразования, получим: 

0
2)1(

2Q

nQB
 

или в силу (6), (7) 

nQB 2)1( . 

)1(

2

B

n
Q .  

Поскольку с учетом (6), (7) 0
)1(

2

B

n
, то можно 

записать: 

)1(

2
0

B

n
Q . 



15 
 

Получили условие существования решения уравнения (9). 

Рассмотрим далее условие (10) для χ(Q)=Q
n
: 

0)1(
2

222
2

n

n

Q

Qn
QB . 

Преобразуем: 

0
)1(
2

2

Q

nQB
. 

или 

0)1( 2nQB . 

)1(

2

B

n
Q . 

)1(
0

2

B

n
Q . 

Таким образом, для функции χ(Q)=Q
n
 утверждение 2 имеет 

силу, если выполняются два условия  

.2,
)1(

,2,
)1(

2

2

nпри
B

n
Q

nпри
B

n
Q

█ 

 

Доказательство утверждения 4: для χ(Q)=e
Q
 уравнение (9) 

принимает вид: 

.
21QBp  

Рассмотрим опять решение данного уравнения с помощью 

графического метода. Пусть y1=p задает горизонтальную 

прямую и 
21

2 QBy . Точка пересечения графиков 

функций y1 и y2 соответствует решению (9). Проанализируем 

функцию y2. 



2
| 02 Qy . 

Определим характер монотонности функции y2. 

QAQQBy 0)1( 2
2 . 

То есть  функция y2 возрастает при QAQ . Значит, если 

y2(0)> p, то графики функций y1 и y2 не пересекаются и (9) не 

имеет решения. Если y2(0)≤ p, т.е. выполняется условие p
2

, 

тогда графики функций y1 и y2 пересекаются в единственной 

точке, которая является решением (9).  

Рассмотрим далее условие (10) применительно к функции 

χ(Q)=e
Q
. 

0
1

)1( 2QB  

или 

1
)1( 2QB . 

Объединим условие существования решения уравнения (9) 

и (10): 

pQB
2

)1(2 2 . █ 
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