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Введение

В статье обсуждаются свойства неявного способа задания
линий второго порядка, введенного в работе [1]. В литературе
встречается термин «обобщенные комплексные числа» [8], вклю-
чающий в себя собственно комплексную, паракомплексную и ду-
альную алгебры. В данной работе дуальная алгебра не рассматри-
вается, поэтому для обобщения комплексной и паракомплексной
алгебр используется термин «комплекснозначный».
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Термин «коника» обобщает свойства всех линий второго по-
рядка: эллипсов, гипербол и парабол. В данной работе параболы
не рассматривается, поэтому используется аббревиатура ЭГ.

Адекватность математических выкладок демонстрируется в
прилагаемых файлах (в формате электронных таблиц).

1. Геометрические характеристики ЭГ

Поставив в соответствие каждой точке плоскости координат-
ный вектор (x; y; 1) и скалярно умножив его на комплекснознач-
ный вектор весов (a0+ ib0; a1+ ib1; a2+ ib2) , получим комплекс-
нозначное число z. Потребовав от модуля z равенства некото-
рой константе, в случае комплексной алгебры (квадрат модуля –
сумма квадратов компонент) получим плоскую линию эллипти-
ческой формы, в случае паракомплексной алгебры (квадрат мо-
дуля – разность квадратов компонент) получим плоскую линию
гиперболической формы.

1.1. ВЕКТОР ВЕСОВ ИЗ ПОЛНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ

В работе [1] даны формулы перехода от геометрических ха-
рактеристик ЭГ к компонентам комплекснозначного вектора ве-
сов:

a0 =
cos®

m
, a1 =

sin®

m
, a2 = −yc sin®+ xc cos®

m
,

b0 = −sin®

n
, b1 =

cos®

n
, b2 = −yc cos®− xc sin®

n
,(1)

где m,n - полуоси,

xc, yc - координаты центра,

® - угол между положительным направлением оси ОХ и бли-
жайщей полуосью ЭГ, отсчитывается «против часовой стрелки».

Переход от компонент вектора весов к коэффициентам пол-
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ной квадратичной формы ЭГ для эллипсов:

K11 = a20 + b20, K12 = a0a1 + b0b1,

K22 = a21 + b21, K13 = a0a2 + b0b2,(2)

K23 = a1a2 + b1b2, K33 = a22 + b22 − 1;

для гипербол:

K11 = a20 − b20, K12 = a0a1 − b0b1,

K22 = a21 − b21, K13 = a0a2 − b0b2,(3)

K23 = a1a2 − b1b2, K33 = a22 − b22 − 1.

Решим обратную задачу. Даны коэффициенты полной квад-
ратичной формы Kij , необходимо найти компоненты вектора ве-
сов. Для этого найдем геометрические характеристики ЭГ. Угол
и центр ЭГ определяются по известным формулам [3]:

tg 2® =
2K12

K11 −K22
,

(4) xc =

∣∣∣∣
K12 K13

K22 K23

∣∣∣∣
∣∣∣∣
K11 K12

K12 K22

∣∣∣∣
, yc =

∣∣∣∣
K13 K11

K23 K12

∣∣∣∣
∣∣∣∣
K11 K12

K12 K22

∣∣∣∣
.

Осталось найти полуоси – для эллипсов необходимо соста-
вить систему из формул (1) и (2):

(5)

{
K11 =

cos2 ®
m2 + sin2 ®

n2

K22 =
sin2 ®
m2 + cos2 ®

n2
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cos®2

m2
= K11 − sin®2

n2
,

1

m2
=

n2K11 − sin®2

n2 cos®2
,

K22 =
n2K11 − sin®2

n2 cos®2
sin®2 +

cos®2

n2
,

n2 =
cos®4 − sin®4

K22 cos®2 −K11 sin®2
,(6)

m2 =
n2 cos®2

n2K11 − sin®2
.(7)

В случае гипербол необходимо решать систему, аналогич-
ную системе (5), результирующие выражения для n2 и m2 сов-
падают с формулами (6) и (7) с точностью до знака. Поскольку
значения полуосей ЭГ принято считать положительными, то эти
формулы общие и для эллипсов и для гипербол. Остается рассчи-
тать значения компонент вектора весов по формулам (1).

1.2. ВЕРШИНЫ ЭГ
Из комплекснозначного вектора весов были получены пара-

метрические представления ЭГ. Используя эти формулы, можно
рассчитать координаты вершин: для эллипсов подставляются зна-
чения параметра t = 0, t = ¼/2, t = ¼, t = 3

4¼, для гипер-
бол – значение параметра t = 0. Кроме того, вершины можно
получить и из вектора весов:

⎛
⎝

x
y
1

⎞
⎠

T

⋅ (a0 + ib0; a1 + ib1; a2 + ib2)
T = z,

(xa0 + ya1 + a2) + i(xb0 + yb1 + b2) = z.

Пусть Re(z) = 0, а Im(z) = 1, тогда получим систему:

(8)

{
xa0 + ya1 + a2 = 0
xb0 + yb1 + b2 = 1
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Решая систему (8), получим координаты одной из вершин:

(9) x1 =
a1 + a2b1 − a1b2

a1b0 − a0b1
, y1 =

−a0 + a0b2 − a2b0
a1b0 − a0b1

.

Координаты вершины при Re(z) = 0, а Im(z) = −1:

(10) x2 =
−a1 + a2b1 − a1b2

a1b0 − a0b1
, y2 =

a0 + a0b2 − a2b0
a1b0 − a0b1

.

Координаты вершины при Re(z) = 1, а Im(z) = 0:

(11) x3 =
b1 − a2b1 + a1b2

a0b1 − a1b0
, y3 =

−b0 + a2b0 − a0b2
a0b1 − a1b0

.

Координаты вершины при Re(z) = 1, а Im(z) = 0:

(12) x4 =
−b1 − a2b1 + a1b2

a0b1 − a1b0
, y4 =

b0 + a2b0 − a0b2
a0b1 − a1b0

.

На рис. 1 приведены результаты поиска вершин для эллипса
и гиперболы.

1.3. ЦЕНТР ЭГ
В центре ЭГ действительная и мнимая части уравнения рав-

ны нулю,следовательно, получим систему:

(13)

{
xa0 + ya1 + a2 = 0
xb0 + yb1 + b2 = 0

Решая систему (13) , получим координаты центра ЭГ:

(14) xc =
a2b1 − a1b2
a1b0 − a0b1

, yc =
a0b2 − a2b0
a1b0 − a0b1

.

ЭГ симметричны относительно центра, соответственно коор-
динаты вершин (9)-(12) симметричны относительно центра (14).
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Рис. 1. Вершины ЭГ. Вершины ЭГ обозначены пересечениями
полуосей и хорд. На рисунке слева треугольником обозначена

точка, с параметром t = 0. На рисунке справа штрих
пунктирными линиями обозначены асимптоты, линии с
маркером обозначают ветви сопряженной гиперболы,

прерывистые линии обозначают «левые» ветви гипербол.

Свойство симметрии удобно использовать для рисования гипер-
бол. «Правая» ветвь действительной гиперболы:

(15) xrr = xc +
b1 ch t− a1 sh t

a0b1 − a1b0
, yrr = yc +

a0 sh t− b0 ch t

a0b1 − a1b0
.

«Левая» ветвь действительной гиперболы:

xlr = xc − 2xrr, ylr = yc − 2yrr.

«Правая» ветвь сопряженной гиперболы:

xri = xc +
b1 sh t− a1 ch t

a0b1 − a1b0
, yri = yc +

a0 ch t− b0 sh t

a0b1 − a1b0
.

«Левая» ветвь сопряженной гиперболы:

xli = xc − 2xri, yli = yc − 2yri.
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1.4. ЭКСТРЕМУМЫ ЭГ
Пусть центр ЭГ совпадает с началом координат, тогда её пол-

ная квадратичная форма выглядит следующим образом:
(16) K11x

2 + 2K12xy +K22y
2 = 0.

Производная от неявно заданной функции (16):

(17) y′ = −K11x+K12y

K12x+K22y
= −(a20 − b20)x+ (a0a1 − b0b1)y

(a0a1 − b0b1)x+ (a21 − b21)y
.

Подставим в формулу (17) параметрически заданные значе-
ния x, y для гиперболы (15):

y′ = −(a20 − b20)
b1 ch t−a1 sh t
a0b1−a1b0

+ (a0a1 − b0b1)
a0 sh t−b0 ch t
a0b1−a1b0

(a0a1 − b0b1)
b1 ch t−a1 sh t
a0b1−a1b0

+ (a20 − b20)
a0 sh t−b0 ch t
a0b1−a1b0

,

после очевидных преобразований получим:

y′ = −b0 sh t− a0 ch t

b1 sh t− a1 ch t
.

В точке экстремума производная либо равна нулю либо не
существует, следовательно:

b0 sh t = a0 ch t, th t1 = a0/b0,

или
b1 sh t = a1 ch t, th t2 = a1/b1.

Для эллипсов через аналогичные преобразования получены
формулы параметрического задания производной и экстремаль-
ных значений параметра t:

y′ = −b0 sin t+ a0 cos t

b1 sin t+ a1 cos t
, tg t1 = −a0

b0
, tg t2 = −a1

b1
.

7
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Вычислительный эксперимент показал, что экстремальные
значения параметра t для эллипсов равны:

t1 = arctg(−a0/b0), t2 = ¼ + arctg(−a0/b0),

t3 = arctg(−a1/b1), t4 = ¼ + arctg(−a1/b1),

для гипербол равны:

t1 = arcth(a0/b0), t2 = arcth(b0/a0),

t3 = arcth(a1/b1), t4 = arcth(b1/a1).

На рис. 2 приведен случай, когда все экстремумы гиперболы
располагаются на ветвях сопряженной гиперболы.

Рис. 2. Экстремумы ЭГ. Экстремумы обозначены квадратами,
прерывистые линии обозначают прямые, проходящие через

экстремумы.

2. Экстремальная задача нелинейного
программирования

Большинство методов нелинейного программирования тем
или иным способом приводят задачу к линейному виду, например
[2]. В общем случае для этого необходимо найти пересечения ли-
нейных/нелинейных ограничений, а затем построить выпуклую
линейную область допустимых значений – симплекс.
8
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2.1. ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРЯМОЙ И ЭГ

Найдем точки пересечения прямой и гиперболы. Допустим,
что прямая линия задана параметрически:

(18)

{
x = x0 + ¿/v
y = y0 + ¿

где x0,y0 - координаты некоторой точки прямой,
v – тангенс угла наклона прямой,
¿ – параметр.
Составим систему уравнений из параметрических представ-

лений прямой (18) и «правой» ветви гиперболы (15):

(19)

{
x0 + ¿/v = xc +

b1 ch t−a1 sh t
a0b1−a1b0

y0 + ¿ = yc +
a0 sh t−b0 ch t
a0b1−a1b0

выразив ¿ в уравнениях системы (19) и приравняв их, получим
уравнение, содержащее sh t и ch t. Стандартной заменой получим
квадратное уравнение относительно th t/2, следующего вида:
(20)

[−(b0 + vb1)− (a0b1 − a1b0)(yc − y0 − vxc + vx0)] th
2 t/2+

+2(a0 + va1) th t/2−
−(b0 + vb1) + (a0b1 − a1b0)(yc − y0 − vxc + vx0) = 0.

Если корни уравнения (20) не лежат в диапазоне [-1;1] или
оказываются мнимыми, то соответствующих точек пересечения
нет. Для нахождения остальных точек пересечения необходимо
составить и решить систему систему аналогичную системе (19)
для «левой» ветви гиперболы:
(21)

[(b0 + vb1)− (a0b1 − a1b0)(yc − y0 − vxc + vx0)] th
2 t/2−

−2(a0 + va1) th t/2+
+(b0 + vb1) + (a0b1 − a1b0)(yc − y0 − vxc + vx0) = 0.

9
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Точки пересечения прямой и эллипса находятся аналогично:
(22)

[(b0 + vb1) + (a0b1 − a1b0)(yc − y0 − vxc + vx0)] tg
2 t/2+

+2(a0 + va1) th t/2−
−(b0 + vb1) + (a0b1 − a1b0)(yc − y0 − vxc + vx0) = 0.

На рис. 3 приведен результат поиска точек пересечения пря-
мой и ЭГ.

Рис. 3. Пересечения прямой и ЭГ.

2.2. ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ЭГ
Если центры ЭГ совпадают, то вычитанием полных квадра-

тичных форм получается уравнение вида:

Ax2 +Bxy + Cy2 = 0,

заменой переменных, в котором можно найти точки пересечения.
Общепринятым способом определения пересечений коник

общего положения является составление уравнения четвертого
порядка, например [6]. Автор работы [5] сводит задачу к третье-
му порядку, однако «. . . данный алгоритм расчета аналитических
значений точек более сложен, чем метод Декарта – Эйлера, полу-
чения корней уравнения четвертой степени. . . ».
10
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Рассмотрим другой способ составления уравнения третьего
порядка. Метод Лайминга [7] основан на том, что через точки
пересечении коник R и G можно провести еще одну конику K,
причем коэффициенты полной квадратичной формы коники Kij

выводятся из коэффициентов полных квадратичных форм коник
Rij и Gij следующим образом:
(23) Kij = ¸(Rij −Gij) +Gij

Изменяя ¸, можно получать коники произвольного вида, в
частности, действительные пересекающиеся прямые – это гипер-
бола, распадающаяся на свои асимптоты.

Определитель третьего порядка распадающейся гиперболы
равен нулю [3]. Введем обозначения:

rij = Rij −Gij

и распишем определитель искомой коники как уравнение третье-
го порядка относительно ¸:

(24)

¸3(r11r22r33 + 2r12r13r23 − r213r22 − r212r33 − r11r
2
23)+

¸2(r11r22G33 − r11r33G22 + r22r33G11 + 2r12r13G23+
+2r12r23G13 + 2r13r23G12 − r213G22 − 2r13r22G13−
−r212G33 − 2r12r33G12 − r223G11 − 2r11r23G23)+

¸(r11G22G33 + r22G11G33 + r33G11G22 + 2r12G13G23+
+2r13G12G23 + 2r23G12G13 − 2r13G13G22 − 2r22G

2
13−

−2r12G12G33 − r33G
2
12 − 2r23G11G23 − r11G

2
23)+

+G11G22G33 + 2G12G13G23 −G2
13G22−

−G2
12G33 −G11G

2
23 = 0.

Через четыре произвольно расположенные на действитель-
ной плоскости точки, пару пересекающихся прямых можно про-
вести тремя разными способами, следовательно, уравнение (24)
имеет три действительных корня и решать его надо методом
Виета-Кардано [4].

Используя любой из корней уравнения (24), получим полную
квадратичную форму (23). Из коэффициентов полной квадратич-
ной формы гиперболы получим её геометрические характеристи-
ки (4), (6), (7), затем из комплекснозначного вектора весов (1)

11
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найдем углы наклона асимптот [1]. Таким образом, имея уравне-
ния прямых, проходящих через точки пересечения ЭГ, из уравне-
ний (20), (21), (22), получим координаты искомых точек.

На рис. 4-6 даны примеры расчета точек пересечений ЭГ.

Рис. 4. Точки пересечения эллипсов. Пунктирной линией
обозначена вспомогательная гипербола.

2.3. ОБЛАСТЬ ДОПУСТИМЫХ ЗНАЧЕНИЙ

Вычислив координаты точек пересечения ЭГ и их экстре-
мумов, получим некоторый многоугольник, возможно невыпук-
лый, но любой многоугольник можно понимать как сумму тре-
угольников. Следовательно, задачу нелинейного программирова-
ния с несколькими квадратичными ограничениями можно свести
к симплекс-методу.

На рис. 7 приведены простые примеры построения трех
выпуклых линейных областей допустимых значений, исходя из
ограничений эллиптической и гиперболической формы.
12
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Рис. 5. Точки пересечения гипербол. Пунктирной линией
обозначена вспомогательная гипербола.

Рис. 6. Точки пересечения эллипса и гиперболы. Пунктирной
линией обозначена вспомогательная гипербола.

13
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Приведем числовой пример. Даны геометрические характе-
ристики эллипса R:

полуоси m = 1.5, n = 0.5, угол поворота ® = 0.5, координа-
ты центра xr = −0.1 и yr = 0.2

и гиперболы G:
полуоси m = 1.2, n = 0.4, угол поворота ® = −0.6, коорди-

наты центра xg = −2.1 и yg = 1.4.
Коэффициенты полной квадратичной формы эллипса:

R11 = 1.262, R12 = −1.5, R22 = 3.183,

R13 = 0.425, R23 = −0.79, R33 = −0.8,

Описанным выше методом найдем координаты точек пере-
сечения

x1 = −0.51, y1 = −0.53,

x2 = −0.98, y2 = 0.208,

x3 = 1.027, y3 = 0.428,

x4 = −0.19, y4 = 0.719.

Непосредственной подстановкой этих значений в полные
квадратичные формы эллипса и гиперболы получим тождествен-
ное равенство нулю, т.е., точки пересечения найдены правильно
(рис. 7).

3. Заключение

В ходе проделанной работы были разработаны и реализова-
ны алгоритмы:

а) определения координат экстремальных точек эллипсов и
гипербол;

б) определения координат точек пересечения прямой и ги-
перболы;

в) определения координат точек пересечения эллипсов и ги-
пербол, третьего порядка сложности.
14
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Рис. 7. Точки пересечения эллипса и гиперболы.

Показана возможность использования результатов работы в
задачах нелинейного программирования.

Предметом текущих исследований является модификация
изложенного метода в тех случаях, когда точек пересечения мень-
ше четырех и упрощение многомерной задачи нелинейного про-
граммирования с произвольным количеством квадратичных огра-
ничений, включая параболические.
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Abstract: Algorithms of the determining of ellipses and hyperboles
extreme points coordinates, the determining of intersection points
coordinates of a straight line and the hyperbole, the determining of
intersection points coordinates of ellipses and hyperboles which has
the third order of complexity are considered. The ability to use results
of the work for solving problems of the nonlinear programming is
shown.
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