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Рассматривается иерархическая игра двух лиц. Предполагает-

ся, что игрок верхнего уровня располагает некой информацией 

о выборе партнера, но некоторые варианты такого выбора 

остаются неразличимыми. Кроме того, учитывается наличие 

ограничения на объем используемой игроком верхнего уровня 

информации. Вычисляется его максимальный гарантирован-

ный результат и выясняется структура оптимальной стра-

тегии. 
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1. Введение 

В процессе принятия решений в условиях конфликта или 

неопределенности вопросы информированности занимают одно 

из центральных мест. На «бытовом» уровне это понимает каж-

дый. Да и теоретики осознали это очень давно. Но здесь имеется 

две проблемы. 

С одной стороны информации обычно не хватает: всегда 

хотелось бы, принимая решение, знать выборы партнеров. А 

последним, чаще всего, выгодно скрывать свои действия, наме-

рения и т.д. И во многих случаях существенная информация 
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становится известной лишь тогда, когда решение уже принято, и 

изменить ничего нельзя. 

А с другой стороны информации слишком много. Действи-

тельно, знать все детали поведения контрагентов, не влияющие, 

или мало влияющие на результат своей деятельности, лицу, 

принимающему решения, обычно не нужно, и даже вредно, если 

учесть затраты времени и ресурсов, необходимые для обработки 

«лишней» информации. В эпоху цифровизации экономики это 

становится особенно заметно, поскольку объемы доступной ин-

формации растут очень быстро.  Вопрос в том, как отличить 

«немногие существенные вещи от многих несущественных ве-

щей»? Ответ на этот вопрос, разумеется, должно искать лицо, 

принимающее решение. А вот ограничение на объем информа-

ции, которую можно эффективно обработать в нужные сроки, 

во многих случаях можно считать объективно заданным. 

В данной работе рассматривается простейшая модель, учи-

тывающая наличие этих двух проблем. 

Модели, учитывающие наличие первой из отмеченных 

проблем изучаются весьма активно. Ближе всего к теме данной 

статьи модель из работы [1]. Эта модель обобщалась и модифи-

цировалась в разных направлениях в работах тех же авторов. 

Кроме того, различные варианты этой модели изучались в рам-

ках теории активных систем [2–3] и теории контрактов [10–11]. 

В известном смысле все подобные модели сложнее модели 

из [1]. Они учитывают наличие бо льшего числа игроков, дина-

мики, внешней неопределенности и т.п. Но во многих случаях 

задачи оказываются слишком сложными, чтобы их можно было 

решить в общем виде. Поэтому на параметры модели наклады-

ваются дополнительные ограничения. Число рассмотренных 

вариантов постановок задач и этих дополнительных ограниче-

ний слишком велико, чтобы на них можно было остановиться в 

рамках данной статьи. 

Модели, учитывающие наличие второй проблемы было на-

чато позже [5]. Модель из этой статьи также варьировалась в 

различных направлениях в других работах автора. Но к теме 

данной статьи эти вариации прямого отношения не имеют. По-

этому останавливаться на них не станем. 
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Учет наличия обеих проблем, естественно, усложняет зада-

чу. Но с возникающими трудностями все-таки удается спра-

виться, по крайней мере, в случае, рассмотренном далее. 

В данной статье исследуется статическая игра двух лиц без 

неопределенных факторов. Предполагается, что один из игроков 

обладает правом первого хода и ориентируется на свой гаранти-

рованный результат в предположении о рациональном поведе-

нии партера. 

Статья построена следующим образом. В разделе 2 описы-

ваются возможности игроков, их интересы и, главное, инфор-

мированность. В результате получается некоторая игра в нор-

мальной форме, множества стратегий в которой наделены 

сложной структурой. В следующем разделе дается два опреде-

ления максимального гарантированного результата: одно тра-

диционное, другое более удобное для использования. Доказыва-

ется их эквивалентность. В разделе 3 структура множеств стра-

тегий игроков в рассматриваемой игре используется для того, 

чтобы охарактеризовать максимальный гарантированный ре-

зультат в более простых терминах. Это позволяет, в частности, 

выяснить структуру оптимальной стратегии игрока, обладающе-

го правом первого хода. В разделе 4 задача вычисления макси-

мального гарантированного результат сводится к задаче вычис-

ления максиминов. 

2. Интересы, возможности, информированность 

Рассмотрим игру двух лиц в нормальной форме 

 = U, V, g, h. Здесь  U и V – множества управлений первого и 

второго игроков соответственно, а g: U  V  R и h: U  V  R 

– их функции выигрыша (буква R обозначает множество дейст-

вительных чисел). 

Дабы избежать в дальнейшем ненужных технических 

сложностей, будем считать, что множества U и V наделены то-

пологиями и компактны, а функции g и h непрерывны в тополо-

гии декартова произведения U  V. 
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В рассматриваемой модели игра  задает «технологиче-

ские» возможности и интересы игроков. Опишем их информи-

рованность. 

Как отмечалось во введении, в данной статье рассматрива-

ется случай, когда первый игрок, принимая решение, может ис-

пользовать информацию о выборе партнера, но при этом име-

ются и некие ограничения. Это означает, что для некоторых пар 

управлений v  V и v  V доступная первому игроку информа-

ция не позволяет отличить выбор v  от выбора v. 

Отношение «неотличимости» естественно считать отноше-

нием эквивалентности, т.е. предполагать выполненными сле-

дующие условия: 

1. выбор v не отличим от самого себя; 

2. если выбор v неотличим от выбора v, то и выбор v не 

отличим от выбора v. 

3. если выбор v не отличим от выбора v, а выбор v не от-

личим от выбора v, то выбор v не отличим от выбора 

v. 

В пояснении нуждается, пожалуй, лишь последний пункт. Бу-

дем рассуждать от противного. Пусть выбор v можно отличить 

от выбора v. Тогда существует какое-то доступное первому иг-

року «измерение», которое для выборов v и v дает разные ре-

зультаты. Тогда то же измерение, примененное к выбору v даст 

результат, отличный либо от результата измерения v, либо от 

результата измерения v, то есть позволит отличить либо v и v, 

либо v  и v. 

Если условия 1–3 выполнены, то множество V разбивается 

на непересекающиеся классы «неотличимых» элементов. Обо-

значим множество таких классов буквой . Существует кано-

ническое отображение T: V  , ставящее в соответствие эле-

менту v  V содержащий его класс эквивалентности   . По-

жалуй, самый простой способ задания отношения эквивалент-

ности состоит в указании фактормножества  и канонического 

отображения T. При этом можно считать, что первому игроку 

доступна любая информация об элементе  = T(v), соответст-

вующем выбранному вторым игроком управлению v  V. 
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Сказанное в трех предыдущих абзацах является лишь из-

ложением неких неформальных соображений. В сухом остатке 

будет лишь следующее. 

Будем считать, что задано множество  и отображение 

T: V  . 

Можно считать, что множество  наделено фактортополо-

гией, то есть самой тонкой топологией, в которой отображение 

T непрерывно (см. [9]). В этой топологии пространство  ком-

пактно, как образ компактного множества V при непрерывном 

отображении T. 

В разделе 5 понадобится еще одно предположение относи-

тельно отношения «неотличимости». Сформулировано оно мо-

жет быть следующим образом. Будем считать, что множество , 

наделенное фактортопологией, является T1-пространством. Со-

держательно это означает, что если первый игрок может уве-

ренно отличить управление v от управления w, то он может так-

же отличить любое управление v, достаточно близкое к v, от 

любого управления w, достаточно близкого к w (близость по-

нимается в смысле топологии на множестве V). Примеры задач, 

для которых это дополнительное ограничение было бы обреме-

нительным, автору не известны. 

Вдобавок к описанным ограничениям на информирован-

ность первого игрока будем предполагать, что объем информа-

ции, которую он способен получить и своевременно обработать, 

тоже ограничен. Сказанное формализуем способом, впервые 

предложенным в [5]. 

Будем предполагать, что вся информация о  = T(v), кото-

рую первый игрок получает и обрабатывает в процессе игры, 

может быть закодирована двоичным словом r = (r1, …, rn) из 

множества N = {0,1}
n
. Таким образом, объем обрабатываемой 

информации не превосходит n бит. Способ кодировки P:   N 

выбирает первый игрок. 

Кроме того, для каждого сообщения r  N он вправе вы-

брать свое управление u  U. То есть фактически он выбирает 

функцию u*: N  U. 
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Сказанное приводит к следующим формальным конструк-

циям. 

Будем обозначать через (X,Y) класс всех функций, ото-

бражающих множество X в множество Y. 

Положим U* = (N,U)  (,N), V* = V. Определим функ-

ции g*: U*  V*  R и h*: U*  V*  R условиями 

g*((u*,P),v) = g(u*(P(T(v))),v) и h*((u*,P),v) = h(u*(P(T(v))),v). По-

лучим новую игру в нормальной форме * = U*, V, g*, h*, кото-

рая будет основным объектом исследования в данной работе. 

Будем считать, что все параметры рассматриваемой моде-

ли, а именно, четверка  = U, V, g, h, а также множество , 

отображение T и число n точно известны обоим игрокам. 

3. Отношение к неопределенности 

Начнем с классического определения максимального га-

рантированного результата первого игрока в игре  = U, V, g, h 

(см. [4]). 

Предположим, что игрок номер один обладает правом пер-

вого хода, то есть он первым выбирает свою стратегию u  U и 

этот выбор становится известным второму игроку до того, как 

он зафиксировал свою стратегию v  V. 

В таком случае второй игрок принимает свое решение «в 

условиях полной определенности», соответственно его поведе-

ние становится предсказуемым. Поскольку первый игрок знает 

интересы партнера, он вправе ожидать, что при фиксированной 

стратегии u тот выберет управление из множества  

(1)  ( ) : ( , ) max ( , )
w V

BR u v V h u v h u w


   . 

Проблема возникает тогда, когда стратегия u такова, что 

максимум в предыдущей формуле не достигается. Будем счи-

тать, что в таком случае первый игрок предполагает, что воз-

можные выборы второго игрока содержатся в множестве  

(2)  ( ) : ( , ) sup ( , )
w V

BR u v V h u v h u w 


     

при некотором значении  > 0. 
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Предполагая, что по отношению к оставшейся неопреде-

ленности первый игрок осторожен, придем к следующему опре-

делению. 

Определение 1.  Максимальный гарантированный результат 

первого игрока в игре  равен 

 
( )

( ) sup inf ( , )
v BR uu U

R g u v





  . 

Можно исходить из иной логики рассуждений второго иг-

рока. Естественно предположить, что при известной стратегии u 

все выборы второго игрока разделятся на «рациональные» и не-

рациональные. Вполне логично полагать, что это разделение 

происходит по пороговому принципу: существует такое число 

, что управления, для которых выполняется неравенство 

h(u,w) ≥  рациональны, а все прочие – нет. Вновь считая, что 

первый игрок осторожен по отношению к рациональным выбо-

рам партнера, придем к следующему определению. 

Определение 2. Число  называется гарантированным ре-

зультатом первого игрока в игре , если существуют такие стра-

тегия u  U и число , что выполняются условия  

1. существует стратегия w  V, для которой h(u,w) ≥ ; 

2. для любой стратегии v  V либо g(u,v) ≥ ; либо 

h(u,v) < . 

Точная верхняя грань R() гарантированных результатов назы-

вается максимальным гарантированным результатом первого 

игрока в игре . 

Рассуждения, приведшие к этим двум определениям, впол-

не разумны. Поэтому не удивительно, что «для большинства» 

игр эти определения эквивалентны в том смысле, что 

R() = R(). Чтобы сделать это утверждение точным в [7] было 

предложено следующее определение. 

Определение 3. Игру  назовем хорошей, если для любой 

стратегии   U найдется такая стратегия u  U, что 

 
( ) ( )

inf ( , ) inf ( , )
v BR u v BR

g u v g v
  


 

  

и максимум max ( , )
v V

h u v


 достигается. 

В [7] было доказано следующее утверждение. 
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Лемма 1. Для любой хорошей игры  и любого  > 0 спра-

ведливо равенство R() = R(). 

Поскольку в данной статье основной интерес представляет 

игра * = U*, V, g*, h*, установим следующий факт. 

Лемма 2. При сделанных топологических предположениях 

относительно параметров игры  = U, V, g, h, соответствую-

щая игра * = U*, V, g*, h* является хорошей. 

Доказательство. Фиксируем произвольную стратегию 

(w*,Q)  U*. Обозначим 

 * *( , ) sup ( ( ( ( ))), ).
v V

l w Q h w Q T v v


  

Если верхняя грань в этой формуле достигается, то все оче-

видно. Поэтому можно, не ограничивая общности, считать, что 

это не так. А в таком случае для всех v  V выполняется нера-

венство 

(3) * *sup ( ( ( ( ))), ) ( , ).
v V

h w Q T v v l w Q


  

Выберем последовательность v1,v2,… так, что 

 * *lim ( ( ( ( ))), ) sup ( ( ( ( ))), ).n n
n v V

h w Q T v v h w Q T v v
 

  

Для достаточно больших значений n выполняется неравен-

ство h(w*(Q(T(vn))),vn) > l(w*,Q) – , значит, vn  BR(w*,Q). По-

этому без ограничения общности можно считать, что условие 

vn  BR(w*,Q) выполняется для всех n. 

Значения Q(T(vn)) принадлежат конечному множеству N, 

поэтому, не уменьшая общности, можно считать, что они оди-

наковы (в противном случае можно перейти к подпоследова-

тельности). Обозначим общее значение Q(T(vn)) буквой r и по-

ложим w*(Q(T(vn))) = w*(r) = u0. Поскольку множество V ком-

пактно, можно считать, что последовательность v1,v2,… сходит-

ся к некоторому элементу v0 (иначе можно вновь перейти к под-

последовательности). 

Тогда в силу непрерывности функции h 

 
0 0 0 *

* *

( , ) lim ( , ) lim ( ( ( ( ))), )

sup ( ( ( ( ))), ) ( , ).

n n n
n n

v V

h u v h u v h w Q T v v

h w Q T v v l w Q

 



  

 
 

Положим u* = w* и определим отображение P условием 
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0

0

, если ,
( )

( ), .

r v v
P v

Q v если v v


 


 

Покажем, что верхняя грань 
*sup ( ( ( ( ))), )

v V

h u P T v v


 достигает-

ся в единственной точке v0. В самом деле, по построению 

  h(u*(P(T(v0))),v0) = h(u0,v0) = l(w*,Q), 

а для v  v0 в силу условия (3) выполняется неравенство  

  h(u*(P(T(v))),v) = h(w*(Q(T(v))),v) < l(w*,Q). 

Таким образом, BR(u*,P) = {v0} и 

(4) 
*

* * 0 0 0 0
( , )

inf ( ( ( ( ))), ) ( ( ( ( ))), ) ( , ).
v BR u P

g u P T v v g u P T v v g u v


   

В силу непрерывности функции g имеем 

(5) 0 0 0 *( , ) lim ( , ) lim ( ( ( ( ))), ).n n n
n n

g u v g u v g w Q T v v
 

   

А так как для всех n выполняется условие vn  BR(w*,Q), 

справедливы неравенства 

 
*

* *
( , )

inf ( ( ( ( ))), ) ( ( ( ( ))), ), 1,2...n n
v BR w Q

g w Q T v v g w Q T v v n


   

а, значит, 

(6) 
*

* *
( , )

inf ( ( ( ( ))), ) lim ( ( ( ( ))), ).n n
v BR w Q n

g w Q T v v g w Q T v v
 

  

Сопоставляя условия (4), (5) и (6), получим 

 
* *

* *
( , ) ( , )

inf ( ( ( ( ))), ) inf ( ( ( ( ))), ).
v BR u P v BR w Q

g u P T v v g w Q T v v
  

  

Лемма доказана. 

Поскольку определения 1 и 2 оказываются эквивалентными 

для игры *, можно пользоваться тем из них, которое удобнее. 

Таковым является определение 2. 

4. Структура оптимальной стратегии 

Вряд ли может вызвать сомнение утверждение о том, что 

игра  проще, чем игра *. Связь между этими играми задает 

дополнительную структуру игры *. Благодаря наличию такой 

структуры, свойство числа   быть гарантированным результа-

том в игре * может быть выражено в терминах игры . Этому и 

будет посвящен данный раздел. Как следствие удастся найти 
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структуру стратегий, позволяющих гарантированно получить 

результат , если таковая существует. 
Соответствующие рассуждения относятся к области чистой 

логики. Они не сложны, но достаточно длинны. Поэтому удобно 

перейти с русского языка на язык исчисления предикатов.  

Согласно определению 2 число  является гарантирован-

ным результатом в игре * тогда и только тогда, когда выполня-

ется условие 

 
    

     

* * * * * * *

* * * * * * * *

, : : , , &

& , , , , .

u P U w V h u P w

v V g u P v h u P v

 

 

        

      

R
 

Используя структуру игры * эту формулу можно перепи-

сать в виде 

 

 

 

 

*

*

* *

, ( , ) ( , ) :

: ( ( ( ( ))), ) &

& ( ( ( ( ))), ) ( ( ( ( ))), ) .

u P N U N

w V h u P T w w

v V g u P T v v h u P T v v





 

     

  

    

R

 

или 

  

 

*

*

* *

( , ) ( , ) :

: ( ( ( ( ))), ) &

& ( ( ( ( ))), ) ( ( ( ( ))), ) .

u N U P N

w V h u P T w w

v V g u P T v v h u P T v v





 

      

  

    

R

 

Поменяем порядок кванторов существования 

(7)  

 

*

*

* *

( , ) ( , ) :

: ( ( ( ( ))), ) &

& ( ( ( ( ))), ) ( ( ( ( ))), ) .

u N U P N

w V h u P T w w

v V g u P T v v h u P T v v





 

      

  

    

R

 

Согласно общей тактике исследования подобных задач 

(см., например, [7]), на следующем этапе нужно «расцепить» 

две части условия (7), соответствующие пунктам 1 и 2 опре-

деления 2 (в формуле (7) они разделены знаком конъюнкции). В 

данной задаче это требует некоторых усилий. 

Обозначим 

  ( ) : ( ) .W v V T v     

Тогда условие (7) можно переписать в виде 
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(8)  

 

*

*

* *

( , ) ( , ) :

( ) : ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) .

u N U P N

w W h u P w

v W g u P v h u P v



   

     

      

   

     

R

 

Для агрегата   , существование которого предусмотре-

но первой частью условия (8), должна выполняться вторая часть 

этого условия. Следовательно, условие (8) эквивалентно сле-

дующему: 

(9) 
  

 

 

*

*

* *

* *

( , ) ( , ) :

: ( ) : ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) .

u N U P N

w W h u P w

v W g u P v h u P v

v W g u P v h u P v



   

    

     

      

    

    

     

R

 

Теперь заметим, что условие (9) эквивалентно условию 

(10) 
  

 

 

*

*

* *

* *

( , ) ( , ) ( , ) :

: ( ) : ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) .

u N U P N Q N

w W h u Q w

v W g u Q v h u Q v

v W g u P v h u P v



   

    

     

         

    

    

     

R

 

Необходимость условия (10) для выполнения условия (9) 

очевидна. Докажем достаточность.  

Пусть условие (10) выполнено. Фиксируем   R, 

u*  (N,U), P  (,N), Q  (,N),    и w  W() так, 

что 

(11)  

 

*

* *

* *

( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) .

h u Q w

v W g u Q v h u Q v

v W g u P v h u P v

 

    

     



    

     

 

С помощью условия (11) непосредственно проверяется, что для 

функции 

 0
( ), если ,

( )
( ), если ,

Q
P

P

  


  


 


 

выполняется условие 
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0

*

0 0

* *

0 0

* *

( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) .

h u P w

v W g u P v h u P v

v W g u P v h u P v

 

    

     



      

         
Тем более справедливо условие (9). 

Формулу (10) можно переписать в эквивалентном виде 

(12) 

  

 





*

*

* *

*

*

( , ):

( , ) : ( ) : ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) &

& ( , ) ( ) ( ( ( )), )

( ( ( )), ) .

u N U

Q N w W h u Q w

v W g u Q v h u Q v

P N v W g u P v

h u P v



   

    

   

 

   

       

    

       

 

R

 

Условие 

 
 

 
*

* *

( , ) : ( ) : ( ( ( )), ) &

& ( ) ( ( ( )), ) ( ( ( )), ) ,

Q N w W h u Q w

v W g u Q v h u Q v

   

    

       

    
 

очевидно, равносильно условию 

 
 

 
*

* *

: ( ) : ( ( ), ) &

& ( ) ( ( ), ) ( ( ), )

b N w W h u b w

v W g u b v h u b v

  

  

      

    
 

Преобразуем формулу 

 



*

*

( , ) : ( ) ( ( ( ( ))), )

( ( ( ( ))), ) .

P N v W g u P T v v

h u P T v v

  



       

 
 

Можно поменять местами кванторы существования и общности 

  * *: ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) .r N v W g u r v h u r v            

Таким образом, условие (12) равносильно следующему: 

 
 

 

 

*

*

* *

* *

( , ) :

: ( ) : ( ( ), ) &

& ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) &

& : ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) .

u N U

b N w W h u b w

v W g u b v h u b v

r N v W g u r v h u r v



  

  

   

   

      

    

       

R

 

В этой формуле осталось одно функциональное простран-

ство (N,U). Чтобы избавиться от него, воспользуемся тем, что 
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множество N содержит m = 2
n
 элементов. Поэтому последнее 

условие равносильно условию 

(13) 
 

 

 

0 1( ,..., ) :

: ( ) : ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , ) &

& : ( ) ( , ) ( , ) ,

m

m

b

b b

r r

u u U

b N w W h u w

v W g u v h u v

r N v W g u v h u v



  

  

   

   

      

    

       

R

 

где, как обычно, U
m
 означает декартову степень множества U. 

Таким образом, установлен следующий факт. 

Теорема 1.  Для того чтобы число  было гарантированным 

результатом первого игрока в игре *, необходимо и достаточно 

выполнение условия (13). 

Если число  является гарантированным результатом, то 
формула (13) позволяет построить стратегию (u*,P), гаранти-

рующую получение такого результата. 

Фиксируем число  и набор управлений (u1, …, um)  U
m
 

так, что  

 

 

 

 

: ( ) : ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , ) &

& : ( ) ( , ) ( , ) ,

b

b b

r r

b N w W h u w

v W g u v h u v

r N v W g u v h u v

  

  

   

      

    

       

 

Прежде всего, заметим, что в силу симметрии задачи мож-

но считать, что u*(r) = ur для всех r  N (подробнее об этом на-

писано в [6]). 

Далее позаботимся о том, чтобы выполнялся первый пункт 

определения 2. Для этого фиксируем сообщение b  N и агрегат 

   так, чтобы выполнялось условие  

 
 

 

( ) : ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , )

b

b b

w W h u w

v W g u v h u v

 

  

  

    
 

и положим P() = b. 

Остается выполнить условие 2 определения 2. Для , от-

личного от уже фиксированного агрегата , выберем произ-

вольное r  N, для которого выполняется условие  

  ( ) ( , ) ( , ) ,r rv W g u v h u v        
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и положим P() = r. 

Тем самым функция P будет определена для всех   . 

Непосредственно проверяется, что так построенная стратегия 

(u*,P) гарантирует первому игроку получение выигрыша . 
Скажем несколько слов об интерпретации поостренной 

стратегии. Наличие в приведенных выше конструкциях нера-

венств вида h(ur,v) <  позволяет говорить об использовании 

первым игроком стратегии наказания партнера. Впрочем, в дан-

ном случае говорить об этом можно с известной натяжкой, что 

демонстрирует следующий пример. 

Пример.  Пусть выигрыши игроков задаются матрицами 

 
(2,2) (0,0) (1,1) (1,1)

(1,1) (1,1) (0,0) (2,2)

 
 
 

 

(как обычно, первый игрок выбирает строку, второй – столбец, 

первое число в соответствующе паре означает выигрыш первого 

игрока, а второе – выигрыш его партнера). Положим  = {0,1}, 

T(1) = T(2) = 0, T(3) = T(4) =1. Будем считать, что первый игрок 

способен обработать один бит информации. 

В этих условиях максимальный гарантированный результат 

первого игрока равен 2. В самом деле, положим P() = , 

u*(r) = r. В этом случае можно взять  = 2, и условия определе-

ния 2 будут выполнены. 

При таком выборе стратегии для v = 2 и v = 3 соответст-

вующее управление u*(P(v)) можно рассматривать как наказание 

второго игрока. Но при v = 1 и v = 4 то же управление стоит 

трактовать скорее как «пряник». 

В данном случае, чтобы не увеличивать размеры матрицы, 

множество  было выбрано состоящим из двух элементов, по-

этому ограничение на объем передаваемой информации оказа-

лось несущественным. Но понятно, что добавление такого рода 

ограничения может лишь усугубить обсуждаемый эффект.  

5. Вычисления 

Кванторы «» в формуле (13) гарантируют существование 

элементов, из которых строится оптимальная стратегия, но не 
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дают инструмента для их поиска. Эти элементы могут быть 

найдены как решения некоторых оптимизационных задач. Све-

дение условия (13) к такого рода задачам осуществляется в це-

лом так же, как и в других аналогичных случаях. Но в задаче с 

ограничением на содержание используемой информации появ-

ляются дополнительные трудности, как содержательного, так и 

чисто технического характера. Поэтому проведем соответст-

вующие рассуждения достаточно подробно. 

Выше было сделано предположение о том, что множество 

, наделенное фактортопологией, является T1-пространством. 

Следовательно, при каждом    одноточечное множество 

{} замкнуто (см. [9]). Значит, замкнут, а, следовательно, ком-

пактен его прообраз W() при непрерывном отображении T. 

Поэтому при любых u  U и    достигается максимум 

 
( )

( , ) max ( , ).
v W

h u h u v





  

Тогда множество  

  ( , ) : ( , ) ( , )u v V h u v h u      

не пусто и замкнуто (как прообраз одного числа при непрерыв-

ном отображении), а потому компактно. Значит, достигается 

минимум 

 
( , )

( , ) min ( , )
v u

g u g u v





 . 

Перепишем условие (13) в эквивалентном виде 

(14) 
 

 

 

0 1( ,..., ) :

: ( ) : ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , ) &

& : ( ) ( , ) ( , ) .

m

m

b

b b

r r

u u U

b N w W h u w

v W g u v h u v

r N v W g u v h u v



  

  

   

   

      

    

       

R

 

Для начала зафиксируем произвольный набор (u0,…,um – 1)  U
m
. 

Обратим внимание на последнюю часть условия (14). Для 

достаточно больших значений  выполняется уже условие  

   r  N:v  W() h(ur,v) < . 

Достаточно взять  большим, чем 
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 0 1
( )

( ,..., ) supmin max ( , ) supmin ( , )m r r
r N r Nv W

L u u h u v h u
 


  

   

При таких значениях  ограничение на возможное значение 

гарантированного результата   задает только первая часть ус-

ловия (14): 

 
 

 

: ( ) : ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , ) .

b

b b

b N w W h u w

v W g u v h u v

  

  

      

    
 

Его можно переписать в виде  

 
 

( )
: max ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , ) ,

b
w W

b b

b N h u w

v W g u v h u v


 

  


    

    
 

или  

(15) 
 

: ( , ) &

& ( ) ( , ) ( , ) .

b

b b

b N h u

v W g u v h u v

  

  

    

    
 

А теперь заметим, что если выбрать значение  так, что 

( , )rh u   (увеличивать значение  можно без опаски), то пер-

вая часть условия (15) будет выполнена, а вторую часть можно 

будет записать в более простом виде: 

 v  (ub,) g(ub,v) ≥ . 
Это условие можно переписать в виде 

 
( , )

min ( , )
b

b
v u

g u v





  

или ( , )bg u   . 

Напомним, что все эти рассуждения справедливы при 

 > L(u0,…,um – 1), т.е. когда b и  выбраны из множества 

         0 1 0 1,..., , : , ,..., .m b mD u u b N h u L u u       

Таким образом, при  > L(u0,…,um – 1) величина  не может пре-
восходить значения 

  
 0 1

0 1
( , ) ,...,

,..., sup ( , ),
m

m b
b D u u

K u u g u








  

а при всяком  < K(u0,…,um – 1) условие (14) может быть выпол-

нено. 
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Рассмотрим теперь случай  = L(u0,…,um – 1). При таком вы-

боре  для любого  из множества 

    0 1,..., :min ( , ) supmin ( , ) ,m r r
r N r N

E u u h u h u


  
 

    

любого r  N и любого v  (ur,) выполняется неравенство 

h(ur,v). Поэтому для выполнения условия (14) необходима спра-

ведливость условия 

   E(u0,…,um – 1)r  Nv  (ur,): g(ur,v) ≥ . 

Поэтому  не может превосходить значения 

 

 
 

 

0 1

0 1

0 1
,..., ( , )

,...,

,..., inf max min ( , )

inf max ( , ).

m r

m

m r
E u u v ur N

r
E u u r N

M u u g u v

g u

 









 

 

 


 

Обратно, если M(u0,…,um – 1) > K(u0,…,um – 1), то для любого 

 < M(u0,…,um – 1) условие (14) может быть выполнено. 

В самом деле, первая часть этого условия выполняется при 

  E(u0,…,um – 1), любом b  N и v  (ub,). 

Если   E(u0,…,um – 1), то можно выбрать r  N так, что 

при любом v  (ur,) будет справедливо неравенство 

h(ur,v) < , и тем более будет выполняться вторая часть условия 

(14). 

Остается разобраться со случаем   E(u0,…,um – 1). В таком 

случае для любого r, удовлетворяющего условию 

( , ) max ( , )r b
b N

g u g u 


  выполняется неравенство 

 0 1( , ) ( ,..., ).r mh u L u u     

В самом деле, в противном случае точка (ur,) принадлежала бы 

множеству D(u0,…,um – 1) и, как следствие, было бы 

0 1( , ) ( ,..., )r mg u K u u  . Но с другой стороны в силу выбора r 

имеем 

  0 1,...,

0 1 0 1

( , ) max ( , ) inf max ( , )

( ,..., ) ( ,..., ).

m
r b b

E u ub N b N

m m

g u g u g u

M u u K u u


  

 

 

  

 
 

Получено противоречие. 
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А тогда становится ясно, что при выборе r, удовлетворяю-

щего условию ( , ) max ( , )r b
b N

g u g u 


  для v  (ur,и) имеет ме-

сто неравенство g(ur,v) ≥ M(u0,…,um – 1) > , а для v  (ur,и) 

справедливо неравенство h(ur,v) < L(u0,…,um – 1) = , т.е. вторая 
часть условия (14) выполнена.  

Рассмотрение случая  < L(u0,…,um – 1) не дает ничего ново-

го. Действительно, при таком выборе  при любом 

  E(u0,…,um – 1), любом r  N и v  (ur,) справедливо нера-

венство h(ur,v) > . Поэтому для выполнения условия (14), уж во 
всяком случае, необходимо, чтобы  

   max{K(u0,…,um – 1), M(u0,…,um – 1)}. 

Таким образом, при фиксированном наборе (u1, …, um)  U
m
 

для выполнения условия (14) необходимо, чтобы  

   max{K(u0,…,um – 1), M(u0,…,um – 1)}, 

и достаточно, чтобы 

  < max{K(u0,…,um – 1), M(u0,…,um – 1)}. 

Значит, для того, чтобы число  было гарантированным резуль-
татом, необходимо, чтобы  

 
 

    
0 1

0 1 0 1
,...,

sup max ,..., , ,..., ,
m

m

m m
u u U

K u u M u u


 


  

и достаточно, чтобы 

 
 

    
0 1

0 1 0 1
,...,

sup max ,..., , ,..., .
m

m

m m
u u U

K u u M u u


 


  

Следовательно, максимальный гарантированный результат ра-

вен 
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Замечание. Дабы не отвлекаться от главного, в рассужде-

ниях данного раздела были опущены доказательства некоторых 

технических фактов. Все они доказываются стандартными то-

пологическими рассуждениями и потому не представляют осо-

бого интереса. Пожалуй, наиболее существенным и наименее 

очевидным из них является непустота множества E(u0,…,um – 1). 

Доказательство Этого факта дословно повторяет доказательство 

леммы 1 из [1]. 
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6. Заключение 

Полученные в данной статье результаты можно рассматри-

вать как начало исследований в двух направлениях. 

Первое связано с введением внешней неопределенности. 

Допустим, имеется некий фактор, который не контролируется 

рассматриваемыми в модели игроками, но может существенно 

влиять на их результаты. Может оказаться, что первому игроку 

не доступна информация об этом неопределенном факторе и 

действиях партнера, но он может получить информацию о не-

кой «смеси». Скажем, производство продукции может зависеть 

от напряженности действий второго игрока и погодных усло-

вий. Первый игрок не может наблюдать ни того, ни другого, но 

объем произведенной продукции он может узнать. Здесь имеет-

ся большой спектр задач, отличающихся характером зависимо-

сти выигрышей игроков от неопределенного фактора (в приве-

денном примере: зависит ли выигрыш первого игрока только от 

объема произведенной продукции или по отдельности от дейст-

вий партнера и погоды), отношения игроков к неопределенно-

сти и т.п. 

Без учета ограничений на объем передаваемой информации 

многие такие модели исследовались в рамках теории активных 

систем и теории контрактов. Но использованный выше метод 

открывает и некие новые перспективы. Практика показывает, 

что во многих случаях этот метод позволяет избавиться от 

«лишних» ограничений и получить результат в более общем ви-

де. Кроем того, в ряде случаев метод позволяет понять, что рас-

сматриваемая задача в общем виде в принципе не поддается 

решению, поскольку какие-то кванторы просто нельзя «переста-

вить». Это позволяет надеяться, что удастся выяснить вид до-

полнительных предположений, при которых эта задача все-таки 

допускает решение. 

Другое направление связано с динамикой. Можно считать, 

что в рассмотренной выше модели решения принимались в сле-

дующем порядке. Сначала второй игрок выбирает информаци-

онный агрегат   , затем первый игрок выбирает свое управ-

ление u  U, и, наконец, второй игрок выбирает свое управле-
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ние v из множества W(). Таким образом, по сути, имеется «по-

луторашаговая» игра. Естественно желание рассмотреть ее мно-

гошаговые варианты. Здесь тоже имеется целый спектр разум-

ных постановок (см. по этому поводу [8]). 

Но на сегодняшний день более существенным представля-

ется другое. Обсуждавшийся двумя абзацами метод хорошо за-

рекомендовал себя при исследовании статических моделей. Но 

пока есть проблемы с тем, чтобы применить его для решения 

динамических задач. Тот факт, что с исследованием рассмот-

ренной в данной статье модели удалось справиться, внушает 

определенный оптимизм. 
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HIERARCHICAL GAMES WITH RESTRICTIONS ON CON-

TENT AND VOLUME OF INFORMATION TRANSFERED  

 

Mikhail Gorelov, Dorodnicyn Computing Centre, FRC CSC RAS, 

Cand.Sc., (griefer@ccas.ru). 

 

Abstract: Two players hierarchical game is investigated. The top 

lever player has access to some information about his partner’s 

choice. But two types of restrictions on such information are taken 

into consideration. From one hand there are such pares of bottom 

lever player choices that elements of pair are not distinguished one 

from another from the top lever player’s point of view. From other 

hand the volume of information which the top level player can han-

dle is restricted. But top lever player has the right of choice of the 

“sense” of information obtained (in the framework of restrictions of 

the first type). It is assumed that the top lever player knows the op-

portunity and goals of his partner. The top lever player is supposed 

to have a first move right. And he expects a rational response of the 

partner on such a move. In such assumptions the maximal guaran-

teed result of top lever player is calculated. A structure of his opti-

mal strategy is estimated. 

 

Keywords: hierarchical games, maximal guaranteed result, in-

formation. 
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