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1. Введение.  

В работе описывается процедура синтеза оптимального 

управления системами линейных стохастических дифференци-

ально-разностных уравнений с квадратичным целевым функ-

ционалом критерия качества управления. Используя расширение 

фазового пространства [4], исходный процесс, описываемый 

системой стохастических дифференциальных уравнений с за-

паздыванием, сводится к диффузионному Марковскому процес-

су [4,6]. Данный подход позволяет использовать идею принципа 

оптимальности сформулированного Беллманом [1], справедли-

вого для динамических систем, характерной особенностью 

которых является наличие марковского свойства независимости 

будущего от прошлого. Суть данного принципа оптимальности 

заключается в том, что каковы бы ни были первоначальное 
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состояние и решение в начальный момент, последующие реше-

ния должны быть оптимальными относительно состояния, 

получающегося в результате первого решения. 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. 

Рассмотрим систему, поведение которой на отрезке времени 

[t0,tk], описывается линейным векторно-матричным стохастиче-

ским дифференциальным уравнением с запаздыванием относи-

тельно компонент вектора состояний: 

(1) 

 
                 

     00 t,tt,ttX

tttutttXttXt
dt

tdX




 

Здесь t – время. t0,tk – начальная и конечная точка рассмат-

риваемого интервала времени [t0,tk].  – постоянное запаздыва-

ние. X(t) – n-мерная случайная вектор-функция состояния фазо-

вых координат системы, определенная на отрезке времени [t0-

,t0] функцией (t) и принимающая при каждом t[t0,tk] значения 

X={X:-<X<+}, Xf=x(tf). (t) – n-вектор случайных воздей-

ствий типа гаусовского стандартного белого шума с интенсив-

ностями Gi

 (i=1,…,n); u(t) – кусочно-непрерывная r – мерная 

детерминированная вектор-функция управления из 

S={uL2[t0,tk]: u(t)U для почти всех t[t0,tk]}, где L2[t0,tk] − 

пространство измеримых функций с квадратичной метрикой, 

выпуклое в Er,. x – реализация вектора состояний X(t). Размеры 

матриц φ(t), μ(t), (t), θ(t), σ(t) согласованы с размерностями 

соответствующих векторов и равны соответственно (n×n), (n×n), 

(n×1), (n×r) и (n×n), элементы этих матриц – заданные непре-

рывные, измеримые и ограниченные функции времени [7]. 

В качестве критерия оптимальности управления системы (1) 

рассматривается минимум квадратичного функционала вида: 

(2)                   












 
kt

t

kk
TTT tQxtxdttutHtutxtGtxMuI

0
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Здесь Q, G(t) при всех t[t0,tk] – неотрицательные матрицы 

размерности n×n, а матрица H(t) размерности r×r при всех 

t[t0,tk] является положительно определенной. 

Для синтеза оптимального управления задачи (1)-( 2) рас-

ширим фазовое пространство исследуемой системы (сведя 

немарковский векторный процесс к марковскому). Для этого 

покроем отрезок времени [t0,tk] сеткой с шагом  и узлами 

tq=t0+q, q=1,…,N, где q номер интервала [tq-1,tq], N – количество 

интервалов, tk=t0+N. Точки tq представляют собой правильные 

точки в смысле [5]. Обозначим через s текущее время на интер-

вале [tq-1,tq]=. 
Введем на интервале [tq-1,tq] вектор состояния системы 

X
q
(s)=[X1(tq-1+s), X2(tq-1+s), …, Xn(tq-1+s)], где s[0,], верхний 

индекс обозначает номер интервала, а нижний − номер компо-

ненты.  

Аналогично на интервале [tq-1,tq] введем вектор-функцию 

управления u
q
(s)=[u1(tq-1+s), u2(tq-1+s), …, ur(tq-1+s)], вектор-

функцию аддитивных возмущений q
(s)=[1(tq-1+s), 2(tq-1+s), …, 

n(tq-1+s)] и матрицы функций времени φ
q
(s)=||φij(tq-1+s)||n×n, 

μ
q
(s)=||ij(tq-1+s)||n×n, 

q
(s)=[1(tq-1+s), 2(tq-1+s), …, n(tq-1+s)], 

θ
q
(s)=||θij(tq-1+s)||n×r, σ

q
(s)=||σij(tq-1+s)||n×n, G

q
(s)=||Gij(tq-1+s)||n×n, 

H
q
(s)=||Hij(tq-1+s)||r×r. 

Обозначим через X1,2,…,q(s)=[X
1
(s), X

2
(s), …, X

q
(s)] расши-

ренный вектор состояний с компонентами фазовых состояний 

системы на последовательно примыкающих интервалах [tq-1,tq], 

q=1,…,N, а через η1,2,…,q(s)=[ η1(s), η2(s), …, ηq(s)] – расширенный 

вектор случайных воздействий типа гаусовского стандартного 

белого шума. 

Тогда, в соответствии с принципом оптимальности Беллма-

на, исходная задача (1)-(2) сводится к определению по интерва-

лам оптимального управления u1,2,…,q(s)=[u
1
(s), u

2
(s), …, u

q
(s)] с 

компонентами управления системы на последовательно примы-

кающих интервалах [tq-1,tq], q=1,…,N, которое доставляет мини-

мум функционалу 
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(3) 
              

    minQxx

dssusHsusxsGsxMuI

qq

qqqqqqq

T

TT







 


0  

характеризующему эффективность управления системы, пове-

дение которой на отрезке времени [t0,tk] по последовательно 

примыкающим участкам [tq-1,tq], q=1,…,N описывается системой 

линейных векторно-матричных стохастических дифференци-

альных уравнений. 

(4) 

 
             

 
             

 
             

 
             

   

         

















,s,XX,stsX

ss

susssXtsXs
ds

sdX

ssssXtsXs
ds

sdX

ssssXtsXs
ds

sdX

ssssXtsXs
ds

sdX

mm

qq

qqqqqqq
q

mmm*mmmm
m

*
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
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Здесь 
*m

(s)=
m
(s)+θ

m
(s)u

*m
(s), m=1,…,q-1, где u

*m
(s)=u

*
(tm-

1+s) – известная функция времени, представляющая собой опти-

мальное управление системы (1)-(2) на отрезке времени [tm-1,tm] 

(m=1,…,q-1).  

3. СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ. 

Управляемый процесс, поведение которого последователь-

но по примыкающим участкам [tq-1,tq], q=1,…,N описывается 

системами линейных стохастических дифференциальных урав-

нений (4), является марковским, следовательно, для минимиза-
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ции функционала (3) целесообразно [2, 3] использовать метод 

динамического программирования [1]. 

Построим уравнение Беллмана [3] для определения опти-

мального управления системы (4), минимизирующего функцио-

нал качества (3), которое в данном случае будет иметь вид: 

(5) 

          
 

 
    

    
 

             
 

        
.

s

x,s
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s
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B
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x,s
sxssxs
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q
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
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



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















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


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
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
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Дополнительное условие на функцию q(s,x1,2,…,q) в момент 

времени s= представляет собой выражение вида: 

(6)       sQxsxx, qTq
q,,,q  21 . 

Так как на управление u
q
 в исходной постановке задачи не 

наложено никаких ограничений, то для определения минимума 

выражения, заключенного в фигурные скобки в уравнении (5), 

необходимо его продифференцировать по u
q
 и приравнять нулю. 

      
 

      

 

    
 

     02
21

21

























sHsu
sx

x,s
s

su

susHsu
sx

x,s
sus

qTq

q

q,,,qTq

q

qqTq

q

q,,,qTqq





. 

Отсюда находим, что оптимальное управление u
*q

, миними-

зирующее критерий качества (3), имеет вид: 

(7)          
.

x

x,s
ssHsu

q

q,,,qTqqq*






 211

2

1
  
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Искомое оптимальное управление u
*q

, определяемое соот-

ношением (7), зависит таким образом от матрицы H
q
(s), опреде-

ляющей стоимость управления в функционале качества (3), 

матрицы Θ
q
(s) коэффициентов усиления управляющих воздей-

ствий и частных производных функции q(s,x1,2,…,q) по x
q
. Харак-

терной особенностью найденной формы оптимального управле-

ния является линейная зависимость от этих производных. 

Определив функцию q(s,x1,2,…,q) и соответствующие частные 

производные, получим окончательное решение задачи. 

Подставляя найденное выражение для оптимального управ-

ления u
*q

 (7) в уравнение (6), получим следующее нелинейное 

параболическое уравнение в частных производных (уравнение 

Беллмана) для функции q(s,x1,2,…,q): 

 
          

 

 
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s
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Решение данного уравнения будем искать в виде квадра-

тичной формы по фазовым переменным 
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(8)           sxsxsxx,s
q

i

iT

i
j

q

j,i
ij

Ti
q,,,q

0

1

1

1

2
21 2   


 , 

где Г
2

ij(s) – некоторая симметричная матрица порядка n×n, Г
1

i(s) 

– вектор-столбец n-го порядка, Г
0
(s) – некоторая функция вре-

мени. 

Дифференцируя (8) по компонентам вектора состояний 

x1,2,…,q получим: 

(9) 

 
 
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 
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



 

Подставив найденное значение частных производных (9) 

функции q(s,x1,2,…,q) в выражение для оптимального управления 

u
*q

 (7), получим 

(10)                 11

1

21

q

Tqq
q

j

j
qj

Tqqq* ssHxsssHsu 





  . 

Подставим теперь (9) в уравнение Беллмана. В результате 

подстановки, учитывая краевые условия (6), накладываемые на 

функцию q(s,x1,2,…,q), получим соотношение: 

        

                 

                 

      






 






 



























sxsGsxB

ssssxssxs

xssxssxssxs

sxsxsx

qqTq
q

i
ii

i

q

i
i

Ti*
q

i
i

Tiiii

q

j,i

j
ij

Ti*
q

j,i

j
ij

Tiiii

q

i

iT

i
j

q

j,i
ij

Ti

1

2

1

1

2

1

11

1

1

2

1

21

0

1

1

1

2

2

1

22

2







 

 

            ,xssHsx j
qj

Tqqq
q

j,i

T

qi

Ti 021

1

2 




   
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которое должно быть справедливо при всех значениях x1,2,…,q. 

Следовательно, приравнивая нулю коэффициенты при квадра-

тичных членах (по x1,2,…,q) и свободный коэффициент, получим 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений для 

определения Г
2
ij(s), Г

1
i(s) и Г

0
(s): 

(11) 
        

             0212

212









sssHss

ssss

qj

TqqqT

qi

ij

Tii
ij




; 

(12) 

    

          011
1

1

2

2
10

11










 ssss

sts

i

Tii
q

j
ij

Tj*

i

T

i





; 

(13) 
        

             0212

22






sssHss

sGsss

qq

TqqqT

qq

q
qq

Tq
qq




; 

(14) 

    

       0
2

1

2

1

21
10

1

1

1

10















q

i
ii

iT

q

i
i

Tj*

Bsts

ss





. 

Граничные условия для системы дифференциальных урав-

нений (11)-(14) очевидным образом определяются из условия (6) 

и имеют вид: 

(15)             000 01122   ,Qx,,Q, q
qiqqij . 

4. Пример синтеза оптимального управления. 

Рассмотрим задачу оптимальной стабилизации системы 

первого порядка, возмущаемой гауссовским белым шумом. 

Поведение объекта управления на участке времени [0,4] опи-

сывается скалярным уравнением вида: 

(16) 

         

   0
2

2

,t,
t

tx

ttcxtbutaxtx





. 
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Качество работы системы оценивается минимумом инте-

грального функционала вида: 

(17)       



4

0

22 dtthutgxMuI .  

Здесь a, b, c,  – заданные числа, >0, (t) –стандартный бе-

лый шум, а g и h – заданные положительные константы. 

Введем в рассмотрение следующие обозначения: 

);s()s();s()s();s()s(

);s(u)s(u);s(u)s(u);s(u)s(u

);s(x)s(x);s(x)s(x);s(x)s(x

;s









2

2

2

]0[

321

321

321

 

в соответствии с которыми можно свести исходную задачу 

оптимизации (16)-(17) к эквивалентной последовательности 

задач: 

(18) 

       

 
 s

sc
buaxx

mindssuhsxgMuI

1
2

111

0

2121

2










  





. 

(19) 

       

 
 

 



















  



scxbuaxx

s
sc

buaxx

mindssuhsxgMuI

*

21222

1
2

111

0

2222

2




. 

(20) 

       

 
 

 

 




























  



scxbuaxx

scxbuaxx

s
sc

buaxx

mindssuhsxgMuI

*

*

32333

21222

1
2

111

0

2323

2






. 
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Оптимальное управление u
*1

 в соответствии с (10) будет 

иметь вид: 

(21)       sxs
h

b
su* 1

1
2

11
1   , 

где функции времени в квадратных скобках в соответствии с 

(11)-(15) удовлетворяют следующей системе дифференциальных 

уравнений: 

 

 

 

      .,,

sc

a
sc

h

b
ga

000

0
2

0
2

0

02
11

1

2
11

1
1

2
0

1
1

2
11

2
1

1

22
11

2
2

11
2

11





























 

Выражение для вычисления оптимальное управление u
*2

 в 

соответствии с (10) примет вид: 

        sxsxs
h

b
su* 1

2
22

22
12

12
2   , 

а функции Г22
2
(s), Г12

2
(s), Г2

1
(s) будут удовлетворять системе 

обыкновенных дифференциальных уравнений вида: 

   

 

 

 
   

 
  0

2

0
2

0

0

0

1
2

2
12

1
2

1
2

1
1

2
11

1
2

1
1

22
22

2
2

22
2

22

2
22

2
12

2
2

12
2

12

22
12

2
2

11
2

11























































asbu
sc

casbu
sc

h

b
ga

h

b
ca

h

b
ca

*

*










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 
 

            .,,

sbu
sc *

000

0
2

02
22

2
12

2
11

1
2

1

2
22

2
11

1
1

1
2

0

1 























 

Аналогично, оптимальное управление u
*3

 на отрезке време-

ни [2,3] будет определяться следующим выражением: 

          sxsxsxs
h

b
su* 1

3
32

33
22

23
12

13
3   . 

Здесь функции Г13
2
(s), Г23

2
(s), Г33

2
(s), Г3

1
(s) удовлетворяют 

системе уравнений вида: 

   

 

 

 

 

 
     

 
     

 
   

 
   

       .,j,i;,,

sbusbu
sc

asbusbu
sc

casbusbu
sc

casbusbu
sc

h

b
ga

h

b
ca

h

b
ca

h

b
ca

h

b
ca

iij

**

**

**

**

31000

0
2

0
2

0
2

0
2

0

0

0

0

0

012

2
33

2
22

2
11

1
2

21
1

1
2

0

1
3

2
23

22
13

1
2

1
3

1
2

2
22

22
12

1
2

1
2

1
1

2
12

22
11

1
2

1
1

22
33

2
2

33
2

33

2
33

2
23

2
2

23
2

23

2
33

2
13

2
2

13
2

13

2
23

2
13

2
2

12
2

12

22
13

2
2

11
2

11






























































































































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5. Заключение. 

Расширение фазового пространства позволяет применить к 

поиску оптимального управления линейных стохастических 

систем с запаздыванием метод динамического программирова-

ния. Данный подход позволяет свести решение стохастической 

задачи оптимизации управления системы (1) в смысле функцио-

нала качества (2) к последовательному решению на каждом 

интервале [tq-1,tq], q=1,…,N системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений (11)-(14) при граничном условии (15). При 

этом оптимальное управление u
*q

 (10) является линейной функ-

цией выходного сигнала системы (4) и представляет собой 

комбинацию программного управления и управления обратной 

связи. 
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