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Введение

Системы линейных матричных неравенств (ЛМН) — один из
важнейших инструментов современной теории управления. Од-
на из причин этого — разнообразие задач, сводимых к задачам
выпуклой оптимизации с участием ЛМН [4]. Другая — наличие
эффективных алгоритмов численного решения последних.

Для практической работы с ЛМН существуют различные
программные продукты, как включенные в состав интегрирован-
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ных сред MATLAB, SCILAB, так и разрабатываемые независи-
мо. Тем не менее, теоретический анализ свойств таких систем
неравенств, начинающийся с вопроса об их разрешимости, мо-
жет представлять для исследователя ничуть не меньший интерес.
По этой причине аналитические результаты имеют особую цен-
ность.

Ввиду высокой сложности задача установления разрешимо-
сти систем ЛМН аналитическим путем до сих пор не решена
даже для кажущегося простым случая систем нескольких нера-
венств Ляпунова, возникающих, например, в задачах об устой-
чивости систем случайной структуры с неизвестными вероятно-
стями перехода [8] и систем, описываемых дифференциальны-
ми включениями [5]. Результаты в этой области малочисленны и
имеют ограниченное применение. Первые результаты были по-
лучены Каменецким и Пятницким [5]. В своей работе они связы-
вают разрешимость системы неравенств Ляпунова с существова-
нием седловой точки некоторой функции. Однако явного крите-
рия разрешимости ими предложено не было. Необходимые усло-
вия разрешимости приводятся в [6, 7]; необходимые и достаточ-
ные критерии разрешимости некоторого ограниченного класса
систем ЛМН второго порядка представлены в [9, 10, 11]. (От-
метим, что квадратичные функции Ляпунова и ЛМН как сред-
ство их нахождения являются не единственным инструментом
решения упомянутых задач — особенно при изучении нелиней-
ных систем. Например, в [1] рассматриваются нелинейные пе-
реключаемые системы специального вида, и для них приводятся
достаточные условия существования и способы построения раз-
личных неквадратичных функций Ляпунова.)

Автором был сформирован подход, на основе которого были
получены аналитические критерии разрешимости системы нера-
венств Ляпунова произвольного конечного числа систем второго
порядка [2]. Этот подход был далее распространен на линейные
матричные неравенства второго порядка произвольного вида [3].

Данная работа является обобщением иного рода: здесь рас-
сматриваются системы классических неравенств Ляпунова про-
2



Математическая теория управления

извольного порядка. Мы показываем, как аналитически находить
различные типы решений двойственной системы ЛМН, получая
таким образом достаточные условия неразрешимости исходной
системы неравенств Ляпунова.

1. Двойственные системы

Известно [4], что неразрешимость системы

(1) P > 0, AT
i P + PAi < 0, i = 1, . . . ,m,

где Ai ∈ Rn×n, эквивалентна существованию симметричных мат-
риц Q0, . . . , Qm, не всех равных нулю, таких что

Q0 > 0, . . . , Qm > 0, Q0 =
m∑

i=1

(QiA
T
i +AiQi).

Если известно, что все матрицы Ai устойчивы, неравенство
P > 0 в (1) является излишним и его можно исключить или, эк-
вивалентно, положить Q0 = 0. В этом случае неразрешимость (1)
эквивалентна разрешимости

Q1 > 0, . . . , Qm > 0,
m∑

i=1

(QiA
T
i +AiQi) = 0.

Далее нас будет интересовать нахождение (ненулевых) матриц
Qi > 0, удовлетворяющих последнему уравнению.

Каждая из матриц Qi > 0 может быть представлена в форме
Qi = qiq

T
i = qi1q

T
i1 + · · ·+ qiriq

T
iri

, qi ∈ Rn×ri , где ri = rankQi, и
qij — j-й столбец qi. Двойственная система ЛМН тогда сводится
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к следующему уравнению относительно векторов xk и yk:

(2)
m∑

i=1

(QiA
T
i +AiQi) =

m∑
i=1

ri∑
j=1

(qijqT
ijA

T
i +Aiqijq

T
ij) =

=
r∑

k=1

(xky
T
k + ykx

T
k ) = 0,

где r =
∑m

i=1 ri; векторы xk, k = 1, . . . , r, равны q11, q12, . . . ,
q1r1 , q21, . . . , qmrm ; векторы yk — соответствующим A1q11, . . . ,
Amqmrm .

В следующих разделах мы представляем результаты, харак-
теризующие свойства решений данного уравнения, и используем
их для определения его разрешимости и нахождения решений
при r = 2 и r = 3. Первый случай дает более конструктивную
версию критерия, приведенного в [11]. Второй является суще-
ственно новым результатом и представляет собой следующий по
сложности этап установления (не)разрешимости системы нера-
венств Ляпунова.

2. Вспомогательные результаты

Временно забудем о происхождении векторов xk и yk и рас-
смотрим уравнение

(3) M ≡
r∑

k=1

(xky
T
k + ykx

T
k ) = 0

как самостоятельный объект. Следующие результаты составляют
основу дальнейших построений.

Лемма 1. Если выполняется равенство (3), то хотя бы
один из векторов x1 и y1 является линейной комбинацией xk,
k = 2, . . . , r.
4
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Доказательство. Пусть z — произвольный вектор, ортого-

нальный x2, . . . , xr: xT
k z = 0, k = 2, . . . , r. Тогда

(4) zTMz =
r∑

k=1

(zTxky
T
k z + zT ykx

T
k z) =

= zTx1y
T
1 z + zT y1x

T
1 z = 2(zTx1)(yT

1 z).
Поскольку M = 0, выполняется хотя бы одно из равенств
xT

1 z = 0 и yT
1 z = 0.

Предположим теперь, что некоторые из таких векторов z ор-
тогональны только x1, а некоторые — только y1, так что для неко-
торого z1 мы имеем xT

1 z1 = 0, но yT
1 z1 6= 0, а для некоторого

z2 — xT
1 z2 6= 0, но yT

1 z2 = 0. В этом случае вектор z = z1 + z2
был бы ортогонален x2, . . . , xr, но не x1 или y1: xT

1 z = xT
1 z2 6= 0

и yT
1 z = yT

1 z1 6= 0. Поскольку мы только что доказали невозмож-
ность этого, необходимо имеем, что все подпространство таких
векторов z ортогонально x1 или y1. Или, эквивалентно, что хо-
тя бы один из векторов x1 и y1 принадлежит подпространству,
натянутому на x2, . . . , xr, откуда и следует утверждение леммы.

Лемма 2. Предположим, что x2 не является линейной ком-
бинацией x3, . . . , xr. Тогда из

r∑
k=1

ckxk = c1x1 + c2x2 +
r∑

k=3

ckxk = 0,

где не все ck равны нулю, следует

−c2y1 + c1y2 +
r∑

k=3

c′kxk = 0

для некоторых c′k, k = 3, . . . , r. (При r = 2 дополнительные сла-
гаемые исчезают.)
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Доказательство. Из изначального предположения следует,
что не существует нетривиальной равной нулю линейной комби-
нации x2, . . . , xr, так что c1 6= 0, и

x1 =
r∑

k=2

−ck
c1
xk;

M =
r∑

k=1

(xky
T
k + ykx

T
k ) =

r∑
k=2

((xk(yk −
ck
c1
y1)T + (yk −

ck
c1
y1)xT

k ).

Пусть z — произвольный вектор, ортогональный x3, . . . , xr:
xT

k z = 0, k = 3, . . . , n (просто произвольный вектор при r = 2).
Тогда

(5) zTMz = zTx2(y2 −
c2
c1
y1)T z + zT (y2 −

c2
c1
y1)xT

2 z =

=
2
c1

(zTx2)((c1y2 − c2y1)T z).

Поскольку M = 0, выполняется хотя бы одно из равенств
xT

2 z = 0 и (c1y2 − c2y1)T z = 0. Рассмотрим случай xT
2 z = 0. Так

как x2 не является линейной комбинацией x3, . . . , xr, существует
последовательность zj → z, такая что xT

2 zj 6= 0, xT
i zj = 0 для

всех i = 3, . . . , r, j = 1, 2, . . . ; следовательно, и в этом случае так-
же (c1y2−c2y1)T z = limj→∞(c1y2−c2y1)T zj = 0. Таким образом,
все векторы z рассматриваемого вида ортогональны c1y2 − c2y1,
или, эквивалентно, c1y2−c2y1 принадлежит подпространству, на-
тянутому на x3, . . . , xr, откуда и следует утверждение леммы.

Замечание 1. Вместо x1, x2, y1 и y2 мы можем рассматри-
вать здесь xi, xj , yi и yj для произвольных i, j = 1, . . . , r, i 6= j.
Более того, для любого k мы можем поменять местами xk и yk

и применить данную лемму к новому набору векторов. В целом,
данная лемма описывает некоторый трансформирующий опера-
тор, который, будучи применен к нетривиальной нулевой линей-
ной комбинации векторов uk (каждый из которых является одним
6
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из векторов xk и yk), заменяет два из них соответствующими век-
торами vk (каждый из которых является другим из пары xk, yk),
переворачивая коэффициенты при них из (ci, cj) в (−cj , ci), и за-
меняет все остальные коэффициенты на некоторые новые неиз-
вестные величины — результатом чего является новая нетриви-
альная нулевая линейная комбинация нового набора векторов.

Замечание 2. Предположение о линейной независимости в
лемме 2 по отношению к проблеме (2) может быть ложным для
специально подобранных систем или при r > n. Однако в осталь-
ных случаях оно выполняется, и далее мы будем считать его
истинным в расширенной форме, подразумеваемой предыдущим
примечанием.

3. Простейший случай: две пары векторов

Пусть m = 2, и (2) имеет решение с rankQ1 = rankQ2 = 1.
Обозначим x1 = q11, y1 = A1q11; x2 = q21, y2 = A2q21. Лемма 1
утверждает, что c1x1 + c2x2 = 0 или c1A1x1 + c2x2 = 0 для
некоторых c1 и c2. Лемма 2 дополняет эти уравнения равенствами
−c2A1x1 + c1A2x2 = 0 и −c2x1 + c1A2x2 = 0, соответственно. В
матричной форме данные варианты могут быть записаны как

(6)

[
c1E c2E
−c2A1 c1A2

] [
x1

x2

]
= 0

и

(7)

[
c1A1 c2E
−c2E c1A2

] [
x1

x2

]
= 0,

где E — единичная матрица. Для существования нетривиаль-
ных решений данных систем необходима вырожденность соот-
ветствующих матриц коэффициентов:

(8) det
[

c1E c2E
−c2A1 c1A2

]
= det(c21A2 + c22A1) = 0
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в первом случае и

(9) det
[
c1A1 c2E
−c2E c1A2

]
= detA2 det(c21A1 + c22A

−1
2 ) = 0

во втором. Совместное решение (6) и (8), или (7) и (9) дает нам
матрицы Q1 = x1x

T
1 и Q2 = x2x

T
2 , из чего вытекает следующий

результат.

Теорема 1. Если m = 2, и (2) имеет решение с

rankQ1 = rankQ2 = 1, так что Q1 = x1x
T
1 и Q2 = x2x

T
2 , дан-

ное решение может быть найдено из (6) и (8), или же из (7) и
(9). Из существования такого решения следует неразрешимость
исходной системы (1).

Уравнение (8) эквивалентно вырожденности пучка матриц
[A1, A2]; уравнение (9) — вырожденности пучка матриц [A1, A

−1
2 ].

С учетом этого полученное нами достаточное условие неразре-
шимости (1) во многом схоже с указанным в теореме 3.1 в [11];
но при этом новый результат имеет меньше ограничений и явля-
ется более конструктивным, позволяя непосредственно находить
решения двойственной системы ЛМН.

4. Три пары векторов

Рассмотрим случай r = 3 и предположим, что никакие Qi,
i = 1, . . . ,m, не равны нулю. Тогда имеет место одна из следую-
щих конфигураций:

• m = 2, rankQ1 = 1, rankQ2 = 2:
x1 = q11, y1 = A1q11, x2 = q21, y2 = A2q21,
x3 = q22, y3 = A2q22;

• m = 2, rankQ1 = 2, rankQ2 = 1:
x1 = q11, y1 = A1q11, x2 = q12, y2 = A1q12,
x3 = q21, y3 = A2q21;

8
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• m = 3, rankQ1 = rankQ2 = rankQ3 = 1:
x1 = q11, y1 = A1q11, x2 = q21, y2 = A2q21,
x3 = q31, y3 = A3q31.

Первые два варианта можно рассматривать как частные случаи
последнего, в которых две из матриц Ai, i = 1, 2, 3, совпадают.
В данном параграфе мы остановимся на матрицах Qi ранга 1, а
одну из оставшихся конфигураций рассмотрим далее в качестве
примера.

Как и ранее, начнем с двух возможностей, предоставляемых
леммой 1:

(10) c1x1 + c2x2 + c3x3 = 0,
или

(11) c1A1x1 + c2x2 + c3x3 = 0.
Рассмотрим вариант (10). Применение трансформации, описан-
ной в первом примечании к лемме 2, к слагаемым, содержащим
x1 и x2, x2 и x3, x3 и x1, дает три следующие линейные комби-
нации:

−c2y1 + c1y2 + c′3x3 = 0,(12)

c′1x1 − c3y2 + c2y3 = 0,(13)

c3y1 + c′2x2 − c1y3 = 0.(14)

Возьмем (12) и применим трансформацию снова, на этот раз ко
второму и третьему слагаемым (y2 и x3):

(15) c′′1y1 − c′3x2 + c1y3 = 0.
В силу второго примечания к лемме 2 все нулевые линейные ком-
бинации каждого конкретного набора xk и yk могут отличаться
только скалярным множителем. Сравнивая (15) и (14), получаем
c′3 = c′2. Применив трансформацию к y1 и x3 в (12), получаем
комбинацию

−c′3x1 + c′′2y2 − c2y3 = 0,

которая после сравнения с (13) дает c′1 = c′3. Учитывая, что
yk = Akxk, мы можем записать (10) и (12)–(14) в матричном

9
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виде как (здесь c′ = c′1 = c′2 = c′3)


c1E c2E c3E
−c2A1 c1A2 c′E
c′E −c3A2 c2A3

c3A1 c′E −c1A3


 x1

x2

x3

 = 0.

Умножением строк и столбцов матрицы коэффициентов на под-
ходящие скалярные величины эта система может быть далее при-
ведена к виду


E E E

−γ1A1 γ2A2 E
E −γ2A2 γ3A3

γ1A1 E −γ3A3


 c1x1

c2x2

c3x3

 = 0,

где γi = c0/c
2
i , c0 = c1c2c3/c

′. Отметим особо, что все величи-
ны γi имеют одинаковые знаки. Кроме того, сумма последних
трех блочных строк новой матрицы коэффициентов равна первой
строке, так что одна из соответствующих линейных комбинаций
является излишней. Исключая, например, первую строку, мы по-
лучаем матрицу 3n× 3n

G1 =

 −γ1A1 γ2A2 E
E −γ2A2 γ3A3

γ1A1 E −γ3A3

 ,
ядро которой нас и интересует. Таким образом, мы приходим к
следующей последовательности шагов.

1. Построить матрицу G1.
2. Найти величины γi, i = 1, 2, 3, имеющие одинаковые зна-

ки, такие что G1 вырождена. Если решение не найдено, то или
10
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двойственная система ЛМН неразрешима, или ее решения при-
надлежат другим конфигурациям (возможно, с другим суммар-
ным рангом r).

3. Найти cixi как соответствующие части нетривиального ре-
шения G1z = 0.

4. Умножить cixi на
√
|γi|, получив векторы

x′i = sign ci
√
|c0|xi. Поскольку общие скалярные множите-

ли векторов xi, также как и их знаки, не имеют существенного
влияния на соответствующие решения двойственной ЛМН,
найденные векторы x′i являются допустимыми значениями xi.

5. Положить Qi = x′ix
′
i
T ; подставить полученные матрицы

в (2) для проверки.

Второй вариант (11) отличается от первого (10) лишь тем,
что векторы x1 и y1 или, эквивалентно, E и A1 в первом столбце
матрицы G1 меняются ролями:

G2 =

 −γ1E γ2A2 E
A1 −γ2A2 γ3A3

γ1E E −γ3A3

 .

Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 2. Если m = 3, и (2) имеет решение с

rankQ1 = rankQ2 = rankQ3 = 1, так что Q1 = x1x
T
1 ,

Q2 = x2x
T
2 и Q3 = x3x

T
3 , данное решение может быть найдено

с помощью построения матриц G1 и/или G2 и применения к ним
указанной выше последовательности шагов. Из существования
такого решения следует неразрешимость исходной системы (1).

Замечание 3. Другие конфигурации Qi из числа указанных
в начале параграфа можно свести к данной путем рассмотрения
троек матриц (A1, A2, A2) или (A1, A1, A2) вместо (A1, A2, A3).

11
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5. Пример

Рассмотрим систему неравенств Ляпунова (1) со следующи-
ми устойчивыми матрицами:

A1 =

 −0,485 0,881 0,302
0,309 −0,805 0,008
−0,880 −0,332 0,072

 ,

A2 =

 −0,836 0,373 0,693
−0,448 −0,362 −0,399
−0,039 0,160 −0,326

 .
Ни один из пучков матриц [A1, A2] и [A1, A

−1
2 ] не является вы-

рожденным, так что критерий, приведенный в параграфе 3, здесь
неприменим. Покажем, однако, что существует решение двой-
ственного уравнения (2) с rankQ1 = 2 и rankQ2 = 1. В со-
ответствии с параграфом 4, формируем матрицу G2 из тройки
(A1, A1, A2) вместо (A1, A2, A3):

G2 =

 −γ1E γ2A1 E
A1 −γ2A1 γ3A2

γ1E E −γ3A2

 =

 −γ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0,326γ3

 .

Определитель detG2 является многочленом шестой степени
от трех переменных γi, кубическим относительно каждой пере-
менной по отдельности. Уравнение detG2 = 0 имеет бесконечно
много решений, образующих поверхность в пространстве вели-
чин γi (как отмечалось ранее, нас интересуют только решения в
октантах, где все γi имеют одинаковые знаки). Мы можем про-
извольным образом выбрать две из них, например, γ1 и γ2, из
12
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множества, образованного проекцией данной поверхности на со-
ответствующую координатную плоскость, а затем решить урав-
нение detG2 = 0, чтобы найти третью. Границы такой проек-
ции могут быть найдены построением неявно заданной поверх-
ности detG2 = 0 или, более формально, анализом дискриминан-
та d(γ1, γ2) полинома detG2 относительно γ3 (рис. 1).

–4

–2

0

2

4

–4 –2 2 4

γ2

γ1

Рис. 1. График d(γ1, γ2) = 0.

В данном случае допустимые значения γ1 и γ2 находятся
внутри двойного сектора в первом и третьем квадрантах. Взяв
произвольную точку в этом секторе, например, γ1 = 1, γ2 = 3, и
решив detG2 = 0 относительно γ3, получаем два положительных
корня: 3,827 и 10,544 (рис. 2). Возьмем первый из них, подста-

вим γ = [1 3 3,827] в G2 и найдем любое нетривиальное решение
G2z = 0:

z = [0,299 0,428 −0,132 0,014 −0,042 . . .

0,704 −0,206 0,295 −0,289]T .

Извлекая векторы xi, получаем

q11 = x1 =
√
|γ1| [z1 z2 z3]T = [0,299 0,428 −0,132]T ,

13
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–15

–10

–5

5

10

15

–4 –2 2 4

γ3

γ2

Рис. 2. Сечение detG2 = 0 плоскостью γ1 = 1.

q12 = x2 =
√
|γ2| [z4 z5 z6]T = [0,024 −0,073 1,219]T ,

q21 = x3 =
√
|γ3| [z7 z8 z9]T = [−0,403 0,577 −0,565]T .

Нахождение Q1 = q11q
T
11 + q12q

T
12 и Q2 = q21q

T
21 и подстановка

результата в (2) показывает, что полученные матрицы действи-
тельно являются решениями двойственной системы ЛМН, и, та-
ким образом, исходная система (1) для заданных матриц A1 и A2

неразрешима.

6. Заключение

В данной работе показано, как аналитически находить ре-
шения системы ЛМН, двойственной к системе неравенств Ля-
пунова, с суммарным рангом r =

∑m
i=1 rankQi, не превышаю-

щим 3. Случай r = 2 дает более конструктивную версию извест-
ного ранее критерия; случай r = 3 является существенно новым
результатом, представляющим собой следующий по сложности
этап установления разрешимости системы неравенств Ляпунова.
Те же базовые леммы и общий подход, продемонстрированный в
параграфе 4, могут быть применены и к поиску решений с более
высокими значениями суммарного ранга. Конечно, в этом случае
14
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сложность анализируемых полиномов будет существенно выше,
что делает важным структурный анализ матриц коэффициентов
и их определителей. Это особенно актуально, когда m невелико,
а индивидуальные ранги матриц Qi превышают единицу.
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Abstract: Systems of Lyapunov inequalities of arbitrary order are
considered. A way to analytically find solutions of dual matrix
inequality systems is presented. Some particular cases are considered
in detail, providing sufficient conditions of original Lyapunov
inequality systems’ infeasibility.
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