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В статье рассматриваются стохастические модели поведения 
агентов в социальной сети, на основании которых определяет-
ся ценность этой сети с точки зрения агентов и управляющего 
органа – центра. Социальные сети классифицируются исходя 
из факторов влияния на поведение агентов. Описываются рав-
новесные состояния социальной сети и их флуктуации. Рас-
сматриваются различные содержательные интерпретации 
при предельных переходах количества агентов и других харак-
теристик социальной сети. 
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1. Введение 

Социальные сети вызывают интерес у исследователей, в ча-
стности (см. обзор [4]) в связи с тем, что в них возникают каче-
ственно новые (по сравнению с набором невзаимодействующих 
агентов) свойства поведения агентов. Например, в настоящее 
время идет активная дискуссия вокруг такого понятия, как цен-
ность (Value, Utility) социальной сети. Это понятие можно пере-
вести, кроме того, как важность, полезность, выгодность, но 
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ниже будет использоваться именно термин «ценность социаль-
ной сети». 

Ценность социальной сети – это потенциальная доступ-
ность агентов, с которыми любой агент может «связаться» в 
случае необходимости. Эта ценность имеет вполне определен-
ную величину. Так, если рассмотреть американский рынок те-
лефонов, которые могут набирать только номер 911, то покупа-
тели таких телефонов платят за предоставленную возможность 
связаться со службой спасения, хотя этой возможностью могут 
никогда и не воспользоваться. Если в данном случае связь даже 
с одним агентом имеет ценность (которая определяется ценой, 
уплаченной за купленные телефоны), то потенциальная связь со 
многими агентами должна иметь, по-видимому, намного боль-
шую полезность. 

Наверное, одним из первых на ценность социальной сети 
обратил внимание основатель американской Национальной Ра-
диовещательной Компании (NBC) Давид Сарнов. Закон Сарнова 
(Sarnoff’s Law) гласит, что ценность радио- или телевещатель-
ной сети растет пропорционально количеству зрителей n. 

С развитием локальных компьютерных сетей, один из авто-
ров технологии Ethernet, Роберт Меткалф, определил (Metcalfe's 
Law) [16], что ценность социальной сети асимптотически растет 
как n2 . Обоснование этому закону следующее: каждый агент 
социальной сети может быть соединен с n−1 остальными аген-
тами, и, таким образом, ценность для него пропорциональна 
n−1. В сети всего n агентов, поэтому ценность всей сети про-
порциональна n(n−1). 

Появление Интернета внесло коррективы в оценку роста 
ценности социальной сети. Давид Рид в своей работе [14], до-
пуская правильность предыдущих двух законов, добавил (Reed’s 
Law) в выражение для ценности социальной сети еще одну со-
ставляющую, связанную с объединением многих пользователей 
Интернета в группы. Эта составляющая равна 2n−n−1 и опреде-
ляется, как число подмножеств (групп) множества из n агентов 
за исключением одиночных элементов и пустого множества. 
Добавляя к каждому из законов свой коэффициент пропорцио-
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нальности a, b или c, получается следующее выражение для 
ценности социальной сети с большим количеством агентов n 
(1) an+bn2+c2n 

В конце 90-х годов произошло массовое разорение ориен-
тированных на интернет-технологию компаний (так называемых 
dot-com companies), что заставило исследователей более уме-
ренно отнестись к реальному росту ценности социальных сетей. 
В работе [11] приводится критика законов Меткалфа и Рида и 
предлагается оценивать рост ценности как nln(n). Главный ар-
гумент в пользу этого закона (который называется законом 
Ципфа – Zipf's Law) состоит в том, что в нем, в отличие от пер-
вых трех законов, ранжируются ценности связей. Так, если для 
произвольного агента социальной сети, состоящей из n членов, 

связи с остальными n−1 агентами имеют ценности от 1 до 
1

1
−n

, 

поэтому вклад этого агента в общую ценность сети составляет 
(для большого n): 

(2) (n).
n

ln
1

1
2
11 ≈

−
+…++  

Просуммировав по всем агентам, получим полную ценность 
социальной сети порядка nln(n). В рамках изложенной аргумен-
тации возникает много вопросов. Почему, например, ценности 
связей распределяются «равномерно» между другими агентами, 
а не по какому-либо другому принципу? И т.д. 

Все приведенные законы, кроме, быть может, закона Сар-
нова, подвергаются критике, и на сегодняшний день исследова-
тели не пришли еще к единому мнению. По-видимому, эти дис-
куссии продлятся достаточно долго, так как трудно сформули-
ровать непротиворечивое правило, объясняющее явление в мак-
симальной степени общности и не обращающее внимания на 
многочисленные детали. 

Прибавим еще одно критическое замечание ко всем зако-
нам о ценности социальных сетей. Очевидно, что ценность двух 
изолированных социальных сетей должна быть равна сумме 
ценностей каждой из них, так как из-за отсутствия связей между 
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последними дополнительной ценности не возникает. Такую ад-
дитивность приведенные законы не описывают. 

Для ценности социальной сети можно предложить еще од-
но, вероятностное, описание, которое отражает указанное свой-
ство аддитивности. Ценность социальной сети, как величина, 
зависящая от потенциальных связей всех агентов, очевидно 
должна возрастать с увеличением количества возможных кон-
фигураций (потенциальных возможностей) этих связей в сети. 
Действительно, как видно из примера о рынке телефонов, кото-
рый приведен выше, увеличение количества потенциальных 
возможностей связей в случае необходимости, повышает цен-
ность сети. Обозначим через N∈m  количество этих возможных 
конфигураций, а через RN→:f  – ценность сети. Тогда свой-
ство неубывания ценности с возрастанием количества возмож-
ных конфигураций можно записать в виде: 
(3) f(m1) ≥ f(m2) для всех m1 ≥ m2. 

Рассмотрим две изолированные социальные сети, т.е. лю-
бой агент из одной из них не связан ни с каким из агентов дру-
гой. Тогда ценность объединения этих двух сетей будет равна 
сумме ценностей каждой из них. Так как количество возможных 
конфигураций объединения двух сетей равно произведению 
m1m2, где m1 и m2 – количества конфигураций первой и второй 
сетей соответственно, то для ценности изолированных социаль-
ных сетей должно быть справедливо следующее равенство: 
(4) f(m1m2) =  f(m1) + f(m2). 

Если существует только одна конфигурация связей агентов, 
то ценность такой социальной сети примем равной нулю, так 
как эта социальная сеть не дает возможности агентам устано-
вить другие потенциальные связи. Поэтому: 
(5) f(1) = 0. 

В теории вероятностей (см. [6, 8]) доказано, что функция, 
удовлетворяющая последним трем свойствам, пропорциональна 
ln(m), где m  – число конфигураций, и носит название энтропии. 
Если считать, что каждая конфигурация равновероятна, то су-
ществует априорная неопределенность, численно равная энтро-
пии ln(m) от числа конфигураций. Так как каждая конкретная 
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конфигурация устраняет неопределенность о связях в сети, то 
энтропия (апостериорная) каждой конкретной конфигурации 
становится равной 0. Смысл ценности социальной сети в приво-
димой интерпретации состоит в том, что она показывает, на-
сколько в сети может быть полностью устранена априорная не-
определенность. Иными словами, осуществляется потенциаль-
ная доступность агентов в смысле введенного первоначально 
определения ценности. 

Пусть сеть состоит из n  агентов. Перенумеруем всех аген-
тов сети. Предположим, что конфигурация сети определяется 
тем, какой агент от какого получает информацию. Например, 
агент 1 получает информацию от агента 2, агент 2 получает от 
агента 3 и т.д. Агент n получает информацию от агента 1. Ос-
тальные конфигурации получаются перестановками агентов в 
описанной исходной конфигурации. Комбинаторными методами 
можно показать, что существует m = n! таких конфигураций се-
ти. Воспользовавшись упрощенной формулой Стирлинга [7, 12], 
можно показать, что для большого количества агентов n  цен-
ность (в смысле энтропии) социальной сети равна: 
(6) ln(n!) ≈ nln(n) – n. 

Таким образом, мы получили закон еще более умеренного 
роста ценности сети по сравнению с законом Ципфа – nln(n). 
Например, для сети Facebook, численность членов которой не-
давно достигла 300’000’000 пользователей, различие между 
приведенным законом и законом Ципфа составляет около 13 %. 
Для меньших сетей это различие будет увеличиваться. 

Что же касается практической реализации, то в настоящее 
время определился целый класс социальных сетей, существую-
щих в интернете, которые объединены единой технологией Web 
2.0 [11]. 

Web 2.0 (определение О’Рейли) — методика проектирова-
ния систем, которые путем учета сетевых взаимодействий ста-
новятся тем лучше, чем больше людей ими пользуются. Осо-
бенностью Web 2.0 является принцип привлечения пользовате-
лей к наполнению и многократной выверке содержания (кон-
тента). 
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В этом определении, как и в приведенных выше законах, 
существенным фактором является большое количество агентов 
(современные социальные сети могут охватывать десятки мил-
лионов пользователей), взаимодействие которых в сети увели-
чивает ее ценность. Исходя из этого, целесообразно использо-
вать развитый аппарат статистической физики и теории инфор-
мации, который позволяет описывать поведение больших сис-
тем на языке теории вероятностей. Подробнее аналогии между 
социальными сетями и двумя этими дисциплинами приведены в 
таблице 1 в конце раздела 3. 

Примем, что поведение агента в социальной сети может за-
висеть от следующих факторов: 

– индивидуального – внутренней склонности (предпочте-
ний) агента выбрать то или иное действие; 

– социального – взаимодействия (взаимовлияния) с другими 
агентами сети; 

– административного – воздействия (влияния) на него – 
управления – со стороны управляющего органа – центра. 

Агентов, которые подвержены описанным факторам, будем 
называть зависимыми (от одного или нескольких из этих факто-
ров). Если на агентов действует, как минимум, социальный фак-
тор, то объединяющую их сеть будем называть социальной се-
тью или невырожденной социальной сетью. Не подверженных 
перечисленным факторам агентов будем называть независимы-
ми. Если у агентов отсутствует зависимость от социального 
фактора, то такую сеть будем называть вырожденной социаль-
ной сетью. 

Проводя условно аналогии с моделями термодинамики и 
статистической физики [7], вырожденная социальная сеть с 
независимыми агентами соответствует идеальному газу. Выро-
жденная социальная сеть с зависимыми агентами соответствует 
многоатомному газу. Невырожденная социальная сеть соответ-
ствует другим веществам, где присутствует взаимодействие ме-
жду частицами (взаимовлияние между агентами). Сеть с/без 
управлени(ем)/я соответствует наличию или отсутствию воздей-
ствия, например, внешнего поля (влияние центра). 
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Для теории информации [8] можно привести следующие 
сопоставления. Вырожденной социальной сети соответствует 
кодирование сообщения без штрафов, а невырожденной соци-
альной сети – кодирование со штрафами. Неаддитивные штра-
фы соответствуют взаимовлиянию между агентами, аддитивные 
– влиянию центра. 

Настоящая работа состоит из пяти частей, заключения и 
приложения, в котором доказываются приводимые в основном 
тексте утверждения. 

В первой части рассматриваются два варианта вырожден-
ной социальной сети – с зависимыми и независимыми агентами. 
Множество допустимых действий агентов конечно. Склонность 
агента к выбору отражается неравномерностью распределения 
вероятности того или иного действия. Частным случаем вырож-
денной социальной сети является сеть с однородными зависи-
мыми агентами, обладающими одинаковыми распределениями 
вероятностей выбора тех или иных действий. 

Отсутствие социального фактора взаимовлияния агентов 
отражается тем, что состояние всей социальной сети выражается 
через меру, которая представляет собой произведение индиви-
дуальных распределений вероятностей агентов. 

Неопределенность поведения агента, связанная со стохас-
тическим характером первого, определяется через энтропию 
распределения вероятностей его действий. Наиболее неопреде-
ленным поведением (максимальной энтропией) обладает агент с 
равномерным распределением вероятностей. 

Далее вводится понятие зависимости агента, как разность 
между значением энтропии независимого поведения и значени-
ем энтропии для распределения вероятности действий этого 
агента. 

Рассматривается понятие конечной вырожденной социаль-
ной сети, характеризуемой своей энтропией, которая, в силу вы-
рожденности, представляется в виде суммы энтропий поведения 
агентов. Такие же рассуждения проводятся для «зависимости» 
всей вырожденной социальной сети. 
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Рассматривается пример двоичной счетной социальной се-
ти, в которой счетной количество агентов принимающих одно 
из возможных действий. Для этого случая можно найти явный 
вид зависимости агента. Введя понятие частичного среднего 
действия, как суммы действий первых n агентов, нормирован-
ной на их количество, можно показать, что при большом n по-
давляющее число состояний этой социальной сети будет сосре-
доточено вблизи состояния с нулевым частичным средним. При 
этом флуктуации будут экспоненциально убывать. 

Во второй части работы рассматривается невырожденная 
социальная сеть с конечным числом агентов. Здесь вводится по-
нятие полезности всей сети как суммы индивидуальных полез-
ностей ее членов. Далее вводится понятие математического 
ожидания этой полезности. Распределение, которое определяет 
это математическое ожидание, заранее не известно и должно 
быть определено с помощь дополнительных условий. 

По аналогии с первой частью вводится понятие зависимо-
сти невырожденной социальной сети через относительную эн-
тропию. Далее с помощью математического ожидания полезно-
сти, цены автономности и относительной энтропии вводится 
понятие потенциальной ценности социальной сети, которая в 
статистической физике является аналогом свободной энергии. 
Нахождение максимума потенциальной ценности определяет то 
стационарное распределение (распределение Гиббса), которое 
вначале не было известно. 

В конце части 2 приводится таблица соответствия понятий 
статистической физики, теории информации и социальных се-
тей. 

В части 3 рассматривается двоичная невырожденная конеч-
ная социальная сеть. Здесь приводится явный вид полезности 
сети. Вводится понятие «послушности» и «дружественности» 
социальной сети.  

Формулируются утверждения о предельном поведении сети 
при устремлении цены автономности к бесконечности и к нулю. 
Так при бесконечной величине цены автономности сеть пре-
вращается в «анархическую», что соответствует разрыву связей 
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взаимодействия в статистической физике. При устремлении це-
ны автономности к нулю, состояние сети «сваливается» в одно 
из базисных состояний, которые зависят от знака величины 
управления со стороны центра. 

Интерпретируя среднее действие членов социальной сети, 
как выигрыш центра, а величину управления, как его затраты, 
можно показать, существует оптимальное управление для невы-
рожденной конечной социальной сети. 

В части 5 рассматривается двоичная невырожденная беско-
нечная (счетная) социальная сеть. Показывается, что при опре-
деленном соотношении между ценой взаимодействия агентов в 
сети и ценой автономности, среднее действие может быть нену-
левым при бесконечно малом управлении центра. Знак этого 
среднего действия будет совпадать со знаком управления. Такое 
явление соответствует фазовому переходу в статистической фи-
зике. Показывается, что в этом случае также существует опти-
мальное управление. Эффективность этого оптимального 
управления можно рассматривать как ценность социальной сети 
с точки зрения центра. 

2. Вырожденная социальная сеть 

Построим стохастическую модель вырожденной социаль-
ной сети, состоящую из большого числа агентов. Пусть множе-
ство допустимых действий Xr = {1, 2, …, r}. для каждого агента 
сети состоит из конечного числа r  вариантов. Действие агента 
i  обозначим через ri Χω ∈ . Выберем в качестве пространства 
состояний социальной сети rΩ  декартово произведение мно-
жеств допустимых действий: 
(7) ( ){ }.,,iΧ:ω,,ωωωΩ rir ∞=∈…== 121  

Элемент этого множества rΩ∈ω  будем называть состоя-
нием социальной сети.  

Далее, для построения стохастической модели вырожден-
ной социальной сети, необходимо выбрать соответствующую 
меру на всем пространстве состояний rΩ . Для этого сначала 
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зададим меру на множестве допустимых действий rΧ . Как сле-
дует из введенной выше на основании факторов поведения аген-
тов классификации, социальная сеть может состоять как из за-
висимых, так и из независимых агентов. Для вырожденной со-
циальной сети с зависимыми агентами будем считать, что дей-
ствие любого агента i  характеризуется следующим распределе-
нием [ ]1,02:ρ →rΧ

i : 

(8) ( ) ( ) ∞=∀=⋅=⋅ ∑∑
==

,i,,χ ij

r

j
jij

r

j
i 11ρρρ

11

,  

где ( )⋅jχ  – точечная мера, сосредоточенная в точке rj Χ∈ . По-
ведение агента i  описывается его склонностью выбирать то или 
иное действие j  с неодинаковой, в общем случае, вероятностью 

ijρ . Частным случаем вырожденной социальной сети с зависи-
мыми агентами является социальная сеть с однородными зави-
симыми агентами, т.е. такими, что ∞=∀= ,1,ρρ ijij . 

Для вырожденной социальной сети с независимыми аген-
тами будем считать, что действие любого агента i  характеризу-
ется следующим распределением [ ]1,02:ρ →Χr

i : 

(9) ( ) ( ) ( ),χ1ρρ
1

⋅=⋅=⋅ ∑
=

j

r

j
i r

 

т.е. для независимого агента, у которого нет предпочтений, лю-
бое действие равновероятно. 

Существенным для вырожденной сети является то, что в 
ней отсутствует социальный фактор взаимовлияния, т.е. между 
агентами нет взаимодействий. Чтобы модель удовлетворяла 
этому критерию, необходимо определить соответствующую ме-
ру на пространстве состояний (7). 

Сначала определим алгебру rΧ

n
n 2∏=F  на декартовом 

произведении n  множеств допустимых действий r
n

n
r Χ∏=Ω . 
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Чтобы показать, что n  агентов действуют независимо друг от 
друга, зададим меру nΠ  на алгебре nF  через произведение со-
ответствующих распределений действий агентов: 

(10) ( ) ( )ii

n

i
nn AAAA ρ,,,

1
21 ∏

=

=…Π , где .2 rΧ
iA ∈  

Можно показать [9], что существует σ -алгебра F  на rΩ , 
согласованная с алгебрами nF  и такая мера ]1,0[: →Π F , что ее 
конечные распределения равны независимым распределениям, 
т.е. 

 
(11) { } ( )nnkn AAAAAA ,,,,,,: 212211 …Π=∈…∈∈Ω∈Π ωωωω ,  

где .2A rΧ
i ∈  Эта мера характеризует отсутствие взаимозависи-

мости между действиями агентов в большой социальной сети, 
т.е. вырожденность последней. 

Таким образом, модель конечной вырожденной социальной 
сети описывается вероятностным пространством ( )nn

n
r ΠΩ ,,F , а 

модель большой вырожденной социальной сети описывается 
вероятностным пространством ( )ΠΩ ,,Fr . 

Стохастическое поведение агентов вносит неопределен-
ность в их действия, с одной стороны, что приводит к усложне-
нию описания всей сети. С другой стороны, большое количество 
агентов позволяет описать социальную сеть в целом с помощью 
небольшого количества макро-характеристик. Как будет показа-
но ниже, произвольность действий агентов описывает большие 
уклонения состояний ω  социальной сети ( )ΠΩ ,,Fr  от ее ста-
ционарных состояний, которые описываются макро-
характеристиками социальной сети, например – математическим 
ожиданием действия агента. Для численного описания произ-
вольности и неопределенности поведения агента будем исполь-
зовать одну и ту же функцию – энтропию. 

Понятие энтропии изначально определялось в статистиче-
ской механике и теории вероятностей, как неопределенность 
опыта, т.е. некий недостаток информации у наблюдателя для 
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определения исхода опыта. Для социальных сетей, где подразу-
мевается, что агенты выбирают те или иные действия, заменим 
термин «неопределенность» поведения на термин «произволь-
ность» поведения. В этом случае акцент смещается на самого 
агента, и не возникает необходимости вводить еще и наблюда-
теля. Итак, определим численную характеристику произвольно-
сти действий агента i  через энтропию S , как функцию от веро-
ятности (8) его индивидуального поведения iρ : 

(12) ( ) ( )ijij

r

j
iS ρlnρρ

1
∑
=

−= . 

Энтропия (12) принимает максимальное значение, равное 

ln(r), когда 
rij
1ρ = , т.е. агент является независимым, его дейст-

вия обладают наибольшей произвольностью и описываются 
распределением ρ  из выражения (9) (см. [6,8,2]).  

Энтропия зависимого агента будет меньше энтропии неза-
висимого агента на следующую величину: 

(13) ( ) ( ) ( ) ( )ijij

r

j
iir rSrI ρlnρρlnρ

1
∑
=

=−= . 

Величина (13) характеризует уменьшение произвольности 
действий зависимого агента по отношению к полной произволь-
ности действий независимого. Так как уменьшение произволь-
ности равно приросту зависимости от каких-либо факторов, то 
величину ( )irI ρ , определяемую выражением (13), будем назы-
вать зависимостью2 агента i. Легко видеть, что зависимость не-
зависимого агента равна нулю. 

Перейдем к описанию произвольности конечной вырож-
денной социальной сети в целом. По аналогии с выражением 
(12) определим энтропию следующим образом: 

                                                            
2 Величина (13) названа не приростом зависимости, а зависимостью, 
так как независимый агент обладает полной произвольностью дейст-
вий, и, значит, прирост равен самой зависимости. 
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(14) ( )
( )

( ) ( )[ ].ln
,,, 21

ωω
ωωω

ΠΠ−=Π ∑
Ω∈… n

rn

nS  

Определения энтропии (12) и (14) связаны между собой 
следующим простым соотношением, называемым свойством 
аддитивности энтропии [6, 8]: 

(15)  ( ) ( ).ρ
1

i

n

i
n SS ∑

=

=Π  

В частности из свойства аддитивности (15) следует, что эн-
тропия (14) достигает своего максимума nln(r), когда вырож-
денная сеть состоит из независимых агентов. Из (13) и (15) так 
же следует, что «зависимость» конечной вырожденной социаль-
ной сети в целом равна сумме зависимостей агентов этой сети: 

(16) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).ρlnρρln
111

, ijij

r

j

n

i
ir

n

i
nrn rISrnI ∑∑∑

===

==Π−=Π
.
 

Для однородных вырожденных социальных сетей, где все 
агенты имеют одинаковые индивидуальные предпочтения 

nijij ,1,ρρ =∀= , выражение (16) примет следующий вид: 

(17) ( ) ( ) ( ).ρlnρρ
1

, jj

r

j
rrn rnnII ∑

=

==Π  

Функция rIn  из выражения (17) ниже будет получена как 
характеристика флуктуаций состояний счетной социальной сети 
вокруг ее стационарных состояний. 

Рассмотрим однородную двоичную счетную вырожденную 
социальную сети, где агенты независимы и выбирают один из 
двух вариантов (r = 2) действий X2 = {-1,1}, с пространством 
состояний: 
(18) ( ) { }{ }.,1,1,1ω:,ω,ωω 212 ∞=−∈…==Ω ii  

Выбор действия каждого (независимого) агента i  в данном 
случае описывается следующим равномерным распределением 
вероятностей: 
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(19) ( ) ( ) ( ) ( ),χ
2
1χ

2
1ρρ 11i ⋅+⋅=⋅=⋅ −  

где ( )⋅−1χ  и ( )⋅1χ  – точечные меры на Xi = {-1,1}, сосредоточен-
ные в точках -1 и 1 соответственно. 

Уточним понятия микро- и макро-показателей. Макропока-
зателями будем называть величины, описывающие бесконечную 
социальную сеть, к которым стремятся микро-показатели, кото-
рые являются характеристиками конечной социальной сети, при 
стремлении количества агентов к бесконечности. Например, 
можно условно считать, что в законе больших чисел, микро-
показателем является среднее арифметическое первых n коор-
динат (частичная сумма), а макропоказателем – математиче-
ское ожидание. 

Пространство вероятностных мер { }( )1,1
1 2 −M , которому 

принадлежит распределение (19), изоморфно отрезку [-1,1], а 
именно любую меру { }( )1,1

1 2μ −∈M  можно выразить через число 
[ ]1,1−∈x  следующим образом: 

(20)  ( ) ( ).χ
2

1χ
2

1μ 11 ⋅
+

+⋅
−

= −
xx  

Например, мера (19) получается при 0=x . Так как эта мера 
описывает выбор действия независимого агента, то 0=x  озна-
чает отсутствие предпочтений агентом в ту или другую сторону. 
Значения 1=x  и 1−=x  определяют соответствующие детерми-
нированные случаи. 

Очевидно, что число x  является математическим ожидани-
ем действия агента iω  по мере μ . Таким образом, математиче-
ское ожидание x можно интерпретировать в данном примере, 
как индивидуальные предпочтения агентов. Кроме того, из (20) 
и (13) следует, что, если зависимый агент «смещает» свои инди-
видуальные предпочтения на x от 0 в сторону -1 или 1, то его 
зависимость (13) будет равна: 

(21) ( ) ( ) ( ) ( ),1ln
2

11ln
2

1μ2 xxxxxII +
+

+−
−

==  
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причем 00ln0 = . График функции (21) приведен на Рис. 1. Как 
видно из Рис. 1, функция (21) является строго выпуклой на от-
резке [ ]1,1− , обладает свойством четности и достигает своего 
минимального значения 0 в точке x = 0. 

 

Рис. 1 Функция «зависимости» агента в двоичной сети 

Назовем частичным средним действием состояния соци-

альной сети величину i

n

i
n n

s ω1
1
∑
=

= . Следующая теорема утвер-

ждает, что флуктуации состояний сети, у которых частичное 
среднее действие отклоняется от математического ожидания x = 
0, экспоненциально уменьшаются с увеличением n. Причем ско-
рость этого убывания определяется функцией зависимости (21). 

 

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.  
Для любого 0ε1 >≥  и достаточно большого n , относи-

тельное число состояний ω  с частичным средним действием 
sn, отличающимся от математического ожидания 0 не менее 
чем на ε , экспоненциально мало: 
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(22) { }[ ] ( ),minε:ωln1lim
ε1

xIs
n xnn ≥≥∞→

−=≥Ω∈Π  

где функция ( )xI  определяется выражением (21). 
Это и все последующие утверждения доказываются в При-

ложении. 
Из выражения (22) и того факта, что ( ) ( ) 00min

ε1
=>

≥≥
IxI

x
, 

следует, что для всех достаточно больших n справедливо сле-
дующее неравенство: 

(23) { } ( ) .1minexpε:ω
ε1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−≤≥Ω∈Π

≥≥
xIns

xn  

Выражение (23) показывает, что для больших социальных 
сетей характерна высокая кратность состояний, частичные 
средние которых находятся вблизи математического ожидания и 
флуктуации около этого равновесного состояния экспоненци-
ально малы. Кратность этих состояний определяется миниму-
мом функции зависимости (21). 

3. Невырожденная социальная сеть с конечным 
числом агентов 

Предположим, что для агентов социальной сети (независи-
мых или индивидуально зависимых) добавляется зависимость 
поведения агентов от административного и социального факто-
ров. Воздействие со стороны управляющего центра – управление 
– обозначим через u (см. ниже), а взаимовлияние агентов друг на 
друга – через t (см. ниже). Эта зависимость приводит к тому, что 
поведение агентов в невырожденной социальной сети уже не 
будет описываться распределениями типа (8), так же как и вся 
сеть не будет характеризоваться произведением индивидуаль-
ных распределений (10). В данном случае характеристики соци-
альной сети в целом могут быть описаны некоторым вероятно-
стным распределением P{⋅} (которое нам предстоит найти) на 
пространстве состояний n

rΩ . 
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Как отмечалось во введении, полезность социальной сети 
для каждого из ее членов зависит от действий всех агентов этой 
сети, т.е. от состояния всей сети. Пусть полезность социальной 
сети в состоянии )(ω n

 для агента i определяется функцией его 
индивидуальной полезности (см. описание индивидуальных 
предпочтений, например, в [5]) )ω( )(ni

utH , которая также зави-
сит и от факторов влияния u и t. 

Тогда полезность всей сети в целом для ее членов можно 
определить через сумму индивидуальных полезностей: 

(24) ( ) ).ω(ω )(

1

)( ni
ut

n

i

n
ut HH ∑

=
=  

Так как состояние )(ω n  является случайным, то полезность 
(24) также является случайной и требует вероятностного описа-
ния. Определим математическое ожидание полезности (24) по 
некоторому вероятностному распределению P, которое характе-
ризует социальную сеть в целом: 
(25) ( ) { }.ωω)( )()(

ω )(

nn
utut HH

n
n

Ρ=ΡΕ ∑
Ω∈

 

В дальнейшем функцию (25) будем называть ценностью 
сети. В статистической физике эта величина соответствует 
средней энергии системы. В теории информации она соответст-
вует риску. 

Произвольность поведения невырожденной социальной се-
ти оценим, как и в (14), с помощью следующей энтропии: 
(26) ( ) ( )[ ].ωlnω)( )()(

ω )(

nn
n

n
n

PS ΡΡ−= ∑
Ω∈

  

Можно показать, что ( ) ( ) )ln(rnSPS nn =Π≤ , где )(ΠnS  – 
значение энтропии для вырожденной социальной сети (14). Та-
ким образом, произвольность поведения невырожденной соци-
альной сети уменьшается по сравнению с вырожденной соци-
альной сетью. Это происходит за счет зависимости поведения 
агентов от административного фактора u и социального фактора 
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t. Зависимость агентов от этих факторов определим через отно-
сительную энтропию [12] меры P  по мере nΠ : 

(27) ( ) { } { }
{ } .
ω
ωlnω )(

)(
)(

ω )(
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Π
Ρ

Ρ=Ρ ∑
Ω∈

Π n
n

n
n

n
n

I  

Если указанные два внешних фактора воздействуют на 
(внутренне) независимых агентов, поведение которых до этого 
воздействия описывалось распределением (9), то возникающая 
при этом зависимость агентов (27) от этих факторов примет сле-
дующий вид: 

(28) 

( ) { } { }[ ]
( ) ( ) ( )[ ],ωlnωln

ωlnω

)()(

ω

)()(

)(

)(

nn

nnn

n
n

n
n

rn

rI

ΡΡ+=

=ΡΡ=Ρ

∑

∑

Ω∈

Ω∈
Π

ω
 

что совпадает с разностью энтропий ( ) ( )PSS nn −Π , уменьшени-
ем произвольности поведения агентов. 

Будем считать, что ценность социальной сети для ее аген-
тов уменьшается с уменьшением свободы их действий, т.е. уве-
личением зависимости от внешних факторов. Таким образом, 
окончательную ценность социальной сети можно выразить сле-
дующим выражением: 
(29) ( ) ( ) ( ),ν Ρ−ΡΕ=Ρ ΠIHG ut  
где параметр 0ν >  введен для приведения величины ( )ΡΠI  к 
размерности ценности. Кроме того, его можно содержательно 
интерпретировать как цену автономности агентов в социальной 
сети. В статистической механике и теории информации пара-
метр ν  называется температурой. 

В выражении (29) из ценности, которую приобрели агенты 
от социального и административного факторов, вычитается 
ценность, которую они потеряли в связи с уменьшением инди-
видуальной свободы (зависимостью). «Остаток», т.е. функцию 
G будем называть потенциальной ценностью социальной сети. 
Термин «потенциальный» имеет двоякий смысл. Во-первых, как 
следует из введения, именно потенциальной (в смысле будущей 
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потенциальной полезности) ценностью обладают социальные 
сети. Во-вторых, как будет видно ниже, функция (29) обладает 
свойствами термодинамического потенциала, при дифференци-
ровании которого получаются зависимости макрохарактеристик 
системы EHut и ΠI  от температуры ν . В статистической меха-
нике термодинамический потенциал F = −G называется свобод-
ной энергией Гельмгольца. 

Как следует из введения, взаимодействие агентов в рамках 
сети должно приводить к увеличению ее ценности, в противном 
случае эта сеть распадается. Будем считать, что равновесное 
распределение P{·} соответствует максимальной потенциальной 
ценности социальной сети. 

Формально говоря, необходимо найти такое распределение 
GΡ

3 ,  для которого потенциальная ценность сети (29) макси-
мальна на симплексе вероятностных мер 

( ) { } :1ω: )(
1

)( ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=Ρ∈Ρ= ∑
Ω∈

n
n

n
nω

FMM

 
(30) ( ) ( )[ ].ΡνΡΕmaxargΡ ΠG

1

IH ut −=
M

 

Вариационную задачу (30) можно решить методом неопре-
деленных множителей Лагранжа. Для этого введем функцию 
Лагранжа: 

(31) 
( ) { } { } { }

{ }
{ },ω

ω
ωlnωνωω

)(

ω

)(

)(
)(

ω

)()(

ω

)(

)()(

n

n
n

n
nnn

ut

n
n

n
n

n
n

HL

Ρ−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Π
Ρ

Ρ−Ρ=

∑

∑∑

Ω∈

Ω∈Ω∈

α
 

где α  – неопределенный множитель Лагранжа для ограничения 
в (30). Продифференцировав выражение (31) по каждому 
{ })(ωΡ n , получим следующие условия экстремума: 

                                                            
3 Символ G в обозначении распределения вводится, следуя названию 
этого распределения в статистической физике – распределение Гиб-
бса. 
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(32) { } ( ) { }
{ } .0αν
ω
ωlnνω

ω )(

)(
)(

)( =−−
Π
Ρ

−=
Ρ∂
∂

n
n

n
n

utn HL  

Значит, искомое распределение представляется в виде: 

(33) { }
( )

{ }.ωω )(
ω

ν
α)(ν

)(

)(

n
n

H
n

G

n
ut

ee Π=Ρ
+

−
ν  

Из условий нормировки 1=Ρ∑ G  и равенства (33) следует, 

что величина ν
α)(ν+

e  равна: 

(34) 
( )

{ }.ω)ν( )(
ω

ω

)(

n
n

H n
ut

n

eZ Π==Ζ ∑
Ω∈

ν

 

Следуя терминологии статистической физики, будем называть 
величину Z  статистической суммой. Окончательно искомое 
равновесное распределение состояний социальной сети, кото‐
рое будем называть распределением Гиббса, принимает сле‐
дующий вид: 

(35) { }
( )

{ }.)(1)(

)(

n
n

H
n

G

n
ut

e ωω ν
ω

ΠΖ=Ρ −  
Легко показать, что равновесную (соответствующую рас-

пределению Гиббса) потенциальную ценность социальной сети 
можно представить через статистическую сумму Ζ  и цену ав-
тономности агентов ν : 
(36) )(ln)( ννν ZG = . 

Следующее утверждение показывает, что через потенци-
альную ценность сети можно определить равновесную ценность 
сети ( )GutHRR ΡΕ)( == ν  и зависимость агентов от внешних 
факторов ( )GIII Ρ)( Π== ν , как функции от ν . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 2. 

(37) ).()( ν
ν

ν
d
dGI −=  
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Соотношение (37) показывает, что зависимость агентов от 
внешних факторов I можно вычислить из статистической суммы 
(34) и соотношения для потенциальной ценности сети (36). Цен-
ность социальной сети (25) может быть тогда вычислена исходя 
из определения потенциальной ценности (29). 

Содержательные интерпретации приведенных формул бу-
дут ниже проиллюстрированы примером конкретного вида по-
лезности сети ( ))(n

utH ω . 

Таблица 1. Соответствие понятий различных дисциплин, опи-
сывающих большие системы 
Статистическая 

физика [7] 
Теория 

информации [8] 
Социальные се-

ти 

Частица Передаваемый символ Агент социаль-
ной сети 

Фазовое про-
странство 

Пространство значе-
ний символа 

Множество до-
пустимых дейст-

вий агента 
Координаты точ-
ки в фазовом про-

странстве 
Значение символа Действие агента 

Координаты N 
частиц в фазовом 
пространстве 

Значения последова-
тельности из N сим-

волов 

Пространство 
состояний соци-
альной сети из N 

агентов 

Энергия частицы Функция штрафа сим-
вола 

Полезность соци-
альной сети для 

агента 
Средняя энергия 

системы Риск Ценность сети 

Энтропия Количество информа-
ции 

Зависимость 
агентов от внеш-
них факторов 

Свободная энер-
гия Гельмгольца Свободная энергия Потенциальная 

ценность сети 
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Статистическая 
физика [7] 

Теория 
информации [8] 

Социальные се-
ти 

Температура Дифференциальная 
ценность информации 

Цена автономно-
сти агентов сети 

 

4. Двоичная невырожденная конечная социальная 
сеть 

Пусть социальная сеть состоит из конечного числа n  аген-
тов, и они выбирают один из двух вариантов 2=r  действий 

{ }1,12 −=Χ . Тогда пространство состояний этой сети: 
(38) ( ) { }{ }.,1,1,1:,,, 21

)(
2 niin

nn =−∈…==Ω ωωωωω  
Будем характеризовать степень влияния агентов друг на 

друга (во введенной терминологии – это социальный фактор t) 
матрицей «цен» взаимовлияния агентов  ||tij||, ni ,1= , nj ,1= . 
Величина ijt  содержательно интерпретируется, как «цена» 

влияния агента j на агента i, а произведение jijt ω  – как ценность 

действия jω  агента j для агента i. Ценность состояния всей сети 
ω  для агента i запишем в виде суммы ценностей действий каж-
дого агента сети: 

(39) jij

n

j
t ω∑

=1
. 

Свое действие агент i выбирает исходя из индивидуальных 
предпочтений, характеризуемых распределением (19), и знака 
ценности социального влияния (39) так, чтобы максимизировать 
следующую целевую функцию: 

(40) jiij

n

j
t ωω∑

=1
. 

Положительность цены влияния ijt  соответствует «друже-
ственности» отношения агента i к агенту j, т.е. полезность со-
стояния сети ω  для агента i будет тем выше, чем большее число 
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других агентов действуют одинаково, и агент действует так же, 
как и большинство. Очевидно, что 0<ijt  соответствует недру-
жественной сети, полезность состояний которой для агента i 
будет вести себя противоположным образом. Далее будем счи-
тать, что 0≥ijt  для всех агентов i и j, т.е. что сеть является 
«дружественно-нейтральной».  

Будем считать, что все агенты подвергаются влиянию цен-
тра (административный фактор). Цену влияния центра обозна-
чим числом R∈u . Знак цены влияния центра характеризует 
мнение центра. Абсолютная величина u  характеризует удель-
ные затраты центра на управление мнением одного агента. С 
учетом этого административного фактора, полезность социаль-
ной сети для агента i  запишем в следующем виде: 

(41) ijij

n

j

ni
ut utH ωωω ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑

=1

)( )( . 

Знак «+» в выражении (41) соответствует «послушности» 
агентов, т.е. полезность сети для агента возрастает, если его 
действия совпадают с мнением центра. 

Полезность всей социальной сети для состояния )(nω  опре-
делим, как и в (24), через сумму индивидуальных полезностей 
агентов: 

(42)  ( ) .
11,

)(
, i

n

i
jiij

n

ji

n
ut utH ωωωω ∑∑

==
+=   

Аналогом полезности (42) в статистической физике являет-
ся гамильтониан для конечной модели Изинга. Эта модель рас-
сматривается в социальных сетях (см. например обзор [4]). 

Согласно (33), распределение Гиббса для невырожденной 
социальной сети с функцией полезности (42) будет выглядеть 
следующим образом: 

(43) { }
( )

{ },)(1)(
,,

)(
,

n
n

H
n

ut

n
ut

e ωω ν
ω

ν ΠΖ=Ρ −  
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где ν  – цена автономности, а ( ))(
,

n
utH ω  – полезность социаль-

ной сети для состояния )(nω , определяемая равенством (42). 
Рассмотрим свойства распределения Гиббса ut ,,Ρν  для раз-

личных значений ν  и управления центра u . Можно показать, 
что при неограниченном возрастании цены автономности ν  
агенты действительно начинают действовать независимо, т.е. 
справедливо следующее 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3. 

(44) . ,,, ∞→Π→Ρ νν n

W

ut , 

где W означает слабую сходимость мер (см. [1]). Содержательно 
это означает, что при неограниченном возрастании цены авто-
номности агентов в сети будет «полная анархия» при любом 
значении управления u, т.е. сеть превратится в вырожденную. 
Аналогом этого явления в статистической физике является на-
грев вещества до газообразного состояния. 

Когда цена автономности («температура») принимает неко-
торое конечное значение 0>ν , вступает в силу взаимовлияние 
агентов и влияние на них центра. Так как { } { })(

,,
)(

,,
n

ut
n

ut ωω νν Ρ>Ρ  

тогда и только тогда, когда ( ) ( ))(
,

)(
,

n
ut

n
ut HH ωω > , то наиболее 

вероятными будут те состояния, которые максимизируют по-
лезность сети. Такие максимизирующие состояния будем назы-
вать базисными. Обозначим через +

)(nω  ( −
)(nω соответственно) 

состояние сети, когда действия всех агентов равны 1 (-1 соот-
ветственно). Это и есть базисные состояния, для которых спра-
ведливы (см. Приложение) следующие утверждения, которые 
справедливы для «дружественной» и «послушной» социальной 
сети: 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4. 
Для 0>u  состояние +

)(nω  является единственным базис-
ным состоянием. 
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Для 0<u  состояние −
)(nω  является единственным базис-

ным состоянием. 
Для 0u =  только состояния +

)(nω  и −
)(nω  являются базис-

ными состояниями. 
Таким образом, в конечной социальной сети наиболее веро-

ятно, что все агенты действуют в соответствии с мнением цен-
тра (его управлением). Когда управление отсутствует, нельзя 
предсказать, какое из базисных состояний будет наиболее веро-
ятным. 

УТВЕРЖДЕНИЕ 5. 

(45) ;0 ,0 ,,, >+→→Ρ
+

u
W

ut νχων  

(46) .0 ,0 ,,, <+→→Ρ
−

u
W

ut νχων  
Таким образом, при нулевой цене автономности, очевидно, 

исчезают любые независимые действия, и агенты действуют в 
соответствии с мнением центра u. 

Назовем (общим) действием социальной сети i

n

i
ω∑

=1
 сумму 

действий всех агентов. Математическое ожидание действия со-
циальной сети назовем средним действием сети, которое опре-
делим следующим образом: 

(47) ( )
( )

.2,
)(

,

)(1

1 ν
ω

ω
ων

n
ut

n
n

H

i

n

i

n
n euM ∑∑

Ω∈=

−−Ζ=

 
 

Для среднего действия социальной сети (47) справедливы 
следующее утверждение, которое доказывается в [12] (IV.3.4). 

УТВЕРЖДЕНИЕ 6. 
1. Для любого ( ) 00,  ,0 => νν nM . 
2. ( )uM n ,ν  является неотрицательной вогнутой функцией 

от 0≥u  и неубывающей функцией от R∈u . 
3. ( ) ( )uMuM nn ,, νν −=−  и ( ) nuM n ≤,ν . 



26 
 

4. Если 0≥u , то ( )uM n ,ν  – неотрицательная, невозрас-
тающая функция от .0>ν  

Свойство 1 утверждения 6 показывает, что при отсутствии 
влияния центра среднее действие агентов социальной сети равно 
нулю (что условно можно считать бездействием агентов). 

Свойство 2 и 3 утверждения 6 позволяют решить задачу 
управления [6] для социальной сети. Действительно, величину 

( )( ) ,nK u M u n uν ν= −  можно интерпретировать как эффек-
тивность управления (целевую функцию центра – ценность сети 
для него), считая что ( )uM n ,ν  – выигрыш центра (среднее дей-
ствие сети осуществляется в соответствии с мнением цента), u – 
затраты центра на «управление» одним агентом. В силу свойст-
ва 3 утверждения 6 можно ограничиться неотрицательным 
управлением 0≥u . В силу свойства 2 эффективность управле-
ния )(uKν  является вогнутой функцией, поэтому можно найти 
ее максимум, т.е. оптимальное управление. 

Свойство 4 утверждения 6 показывает, что при увеличении 
цены автономности 0>ν  среднее действие не возрастает, а зна-
чит, так же ведет себя и эффективность управления )(uKν . Та-
ким образом, ценность социальной сети с точки зрения центра 
снижается. Это совпадает с таким очевидным фактом, что более 
автономными агентами управлять сложнее. 

5. Двоичная невырожденная бесконечная соци-
альная сеть 

Рассмотрим модель социальной сети, в которой каждый 
агент влияет на другого в одинаковой степени, и это влияние 
убывает с увеличением числа агентов n: 

(48) 0 , >= t
n
ttij

.
 

Полезность сети для агента i запишем в виде следующей 
функции: 
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(49) ji

n

j
jiij

n

j n
tt ωωωω ∑∑

==
=

11 2
.
 

Коэффициент 
2
1  в выражении (49) учитывает симметрич-

ность полезностей для агентов i и j. Полезность всей социальной 
сети для состояния )(nω  определим, как и в выражении (24), че-
рез сумму индивидуальных полезностей агентов: 

(50) ( ) .
2 11,

)(
, i

n

i
ji

n

ji

n
ut u

n
tH ωωωω ∑∑

==
+=  

Определим среднее действие бесконечной социальной сети 
через следующий предел: 

(51) ( ) ( ),,1lim, uM
n

um nn
νν

∞→
=  

где ( )uM n ,ν  определяется (47). Изучим поведение этой величи-
ны. Для этого сначала запишем целевую функцию utH ,  в сле-
дующем виде:  
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По определению среднего действия сети (47) можно запи-
сать: 

(53) 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) { }.lim

,1lim,

)(22)(1
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n
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Введем новую меру на отрезке [ ]1,1− : 
(54) ( ){ }AsAQ n

nn
n

nn ∈Ω∈Π= )()( :)( ωω , ].1,1[−∈A  
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Сделав замену переменной в выражении (53), получим: 

(55) ( ) { },Ζlim, 22
1

1

1
2

dxQxeum n

txutn

n

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

−

−

∞→ ∫= ννν
x

 

где статистическая сумма равна 

(56) { }.22
1

1

2

dxQe n

txuxtn ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

−
∫=Ζ νν  

Величину { }dxQn  для достаточно большого n  можно выра-
зить следующим образом: 
(57) { } ,)( dxedxQ xnI

n
−≈   

где ( )xI  определяется зависимостью агентов (21). Строго это 
доказывается в [12] (II.7.2 (b)). 

Поэтому среднее действие сети можно переписать в сле-
дующем виде: 

(58) ( ) ,1, )(
1

1
)(1

1

,

,
dxxe

dxe
um xnf

xnf
u

u

ν

ν
ν ∫

∫ −
−

≈  

где ( ) )(
22

2
, xItxutxf u −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

ννν x . Согласно выражению (58) 

среднее действие социальной сети (51) определяется теми точ-
ками x, в которых функция ( )xf u,ν  достигает своего максимума. 
Точки максимума этой функции должны удовлетворять уравне-
нию: 

(59) 
( ) ( ) .

1
1ln

2
1 или  0 ',

x
xxIuxt

dx
xdf u

−
+

==+= ρ
ν

νν
 

Рассмотрим (см. Рис. 2) графическое решение этого уравне-
ния с различными параметрами tи,,ν . 
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Рис. 2 Среднее действие при большой автономности 

При условии, что коэффициент социального влияния мень-
ше цены автономности агентов социальной сети: ν<t , наклон 

прямой 
νν
uxt

+  будет меньше 1, и эта прямая будет пересекать 

график ( )xI '
ρ  один раз, т.к. производная функции ( )xI '

ρ  в точке 
0 равна 1 (см. Рис. 2). Точка пересечения ),( ux ν  будет являться 
точкой минимума функции uf ,ν . В данном случае не происхо-
дит «фазового перехода» и среднее действие социальной сети 
непрерывно зависит от управления u. 



30 
 

 

Рис. 3 Среднее действие при малой автономности и малом по-
ложительном управлении 

Если справедливо обратное неравенство ν>t , то при дос-
таточно малых 0≈u  будут существовать две точки экстремума, 
как показано на Рис. 3 и Рис. 4. При 0>u  точкой минимума 
функции uf ,ν  будет правая точка ( )ux ,ν  (см. Рис. 3), а при 0<u  
– левая ),( ux ν  (см. Рис. 4). Таким образом, если агенты ценят 
фактор социальной зависимости выше, чем цену автономности, 
центр может этим воспользоваться и с минимальными затрата-
ми на управление u  повлиять на социальную сеть так сильно, 
что подавляющее большинство агентов будет выбирать дейст-
вие, желательное центру. 
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Рис. 4 Среднее действие при малой автономности и малом от-
рицательном управлении 

Можно строго показать [12] (IV.4.1 a), что эти точки ),( ux ν  
будут предельными значениями в выражении (53), причем при 

ν>t  и малом u  ( )0±→u , значение предела будет зависеть от 
того, с какой стороны u  приближается к нулю:  

(60) ( ) ( ) ( ) 0),(,1limlim,lim,
00

≠±===±
∞→±→±→

νννν xuM
n

umm nnuu .
 

Как и в предыдущем разделе, рассмотрим эффективность 
управления ( ) uumuk −= ,)( νν . Как видно из рисунков 2-4 )(ukν  
является вогнутой функцией, следовательно оптимальное 
управление существует и единственно. Эффективность снижа-
ется с повышением цены автономности агентов, причем за счет 
двух факторов – уменьшения наклона прямой и ее точки пере-
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сечения с осью ординат. В бесконечной социальной сети возни-
кает дополнительный эффект – среднее действие сети ( )±,νm  
оказывается ненулевым при бесконечно малом управлении u . 
Этот эффект делает большую (бесконечную) социальную сеть 
более ценной с точки зрения центра. 

6. Заключение 

В настоящей статье рассматриваются математические мо-
дели, построенные исходя из базовых принципов поведения 
агента в социальной сети. Эти принципы выражаются во влия-
нии на поведение агента трех основных факторов: индивиду-
ального, социального и управленческого. Стохастический под-
ход к описанию поведения социальных сетей позволяет исполь-
зовать математические модели, которые разработаны в стати-
стической физике, теории вероятностей и теории информации. 
Такие введенные понятия, как: зависимость поведения, цена ав-
тономности, цена взаимовлияния, потенциальная ценность со-
циальной сети – имеют прямые аналогии в статистической фи-
зике и теории информации. С другой стороны, эти понятия 
имеют содержательные интерпретации в терминах социальных 
сетей и приводят к возможности формализации эффектов, про-
исходящих в них. 

Представляется перспективным, используя этот аппарат и 
введя новые содержательные интерпретации, рассмотреть дру-
гие разработанные в статистической физике модели, например 
модель Изинга и прочие модели взаимодействия частиц с ко-
нечным радиусом действия. 

Кроме того, поведение агентов в социальных сетях с поро-
гами [13] приводит к эффектам, которые, по-видимому, не раз-
работаны в статистической физике и требуют разработки неза-
висимых методов, что представляется одним из перспективных 
направлений дальнейших исследований. 
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7. Приложение 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 1. 

Частичное действие социальной сети i

n

i
nS ω∑

=
=

1
 для 

{ }1,1−∈iω  может принимать значения nk −2 , где nk ,0= . Кро-
ме того, k обозначает количество единиц в множестве из n эле-

ментов iω . Частичное среднее действие i

n

i
n n

s ω∑
=

=
1

1  соответст-

венно может принимать значения 12
−

n
k , где nk ,0= . Введем 

обозначение { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥−∈= ε12:,...,1,0
n
knkAn . Тогда справедливо 

следующее равенство: 

(61)  { } U
n

k
nnn Ak

n
kss

1
,12::

= ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈−==≥Ω∈ ωεω , 

причем множества в правой части равенства (61) не пересекают-
ся. Количество состояний с k единицами в первых n действиях 
{ }nωω ,...,1  равно числу сочетаний из n по k k

nC . В силу вырож-

денности сети каждое состояние появляется с вероятностью n2
1 . 

Из выражения (61) и приведенных комбинаторных рассуждений 
следует: 

(62)  { } ∑∑
∈∈

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=Ω∈Π=≥Ω∈Π

nn Ak
n

k
n

Ak
nn

C
n
kss

2
12:: ωεω . 

Так как в правой сумме выражения (62) может быть не бо-
лее n+1 слагаемых, то справедливо следующее выражение: 

(63)  { } n

k
n

Aknn

k
n

Ak

CnsC
nn 2

max)1(:
2

max
∈∈

+≤≥Ω∈Π≤ εω . 

Логарифмируя все части неравенств (63), получим следую-
щее соотношение: 
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Пользуясь формулой Стирлинга [7, 9, 12], можно показать, 
что справедливо следующее выражение: 

(65)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥
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⎢
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⎟
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2
log1 . 

С другой стороны, используя выражение (21), легко пока-

зать что значение функции зависимости в точке 12
−

n
k  будет 

равно: 

(66)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
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n
k

n
k

n
kI 1ln1ln2ln12 . 

Из выражений (64), (65) и (66) следует, что 

(67)  { }[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=≥Ω∈Π

∈∞→∞→
12minlim:ln1lim

n
kIs

n nAknnn
εω . 

В силу определения множества nA , очевидно следующее 
неравенство 

(68)  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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12minmin

1 n
kIxI

nAkx ε
 

По определению точной нижней грани 0δ∀ >  
εδδ ≥≥∃ xx 1: , что  

(69)  ( ) ( )
2

min
1

δ
δε
−>

≥≥
xIxI

x
, 

и в силу непрерывности функции зависимости I существует ок-
рестность точки δx , что для всех точек x, принадлежащих этой 
окрестности δU справедливо следующее неравенство: 
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(70)  ( ) ( )
2
δ

δ −> xIxI  

Для достаточно больших n можно подобрать такое nAk∈ , 

что число 12
−

n
k  будет лежать внутри окрестности δU . Из нера-

венств (69) и (70) следует, что для достаточно больших n 

(71)  ( ) δδ
ε
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Учитывая неравенства (68) и (71) получим следующее вы-
ражение: 

(72)  ( )xI
n
kI

xAkn n ε≥≥∈∞→
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
min12minlim  

Из выражений (67) и (72) следует доказываемое утвержде-
ние (22). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 2. 
Согласно формуле (36) 

(73)  ( ) RZ
d
dZ

Z
ZZ

d
dG

νν
νν

ν
1lnlnln −=+=′= , 

где ( )GutHRR ΡΕ)( == ν . Далее справедливость утверждения 2 
следует из определения потенциальной ценности сети (29). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 3. 
Пусть R→Ωnf :  – произвольная функция. Для нее спра-

ведлив следующий предел: 
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nn
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H
n fef
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n
ut
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ωωωω
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ν
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Ω∈Ω∈∞→
. 

Поэтому, исходя из определения слабой сходимости веро-
ятностных мер [1], утверждение доказано. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 4. 
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Исходя из определения полезности всей сети (42), видно, 

что ее первый член jiij

n

ji
t ωω∑

=1,
 максимален в случае, когда дей-

ствия агентов имеют одинаковый знак. Поэтому справедлив п.3. 
Если управление не равно нулю, то максимум будет определять-

ся вторым членом i

n

i
u ω∑

=1
. Отсюда вытекает справедливость 

пп.1, 2. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ 5. 
Пусть для определенности 0>u , и пусть R→Ωnf :  – 

произвольная функция. 
В силу Утверждения 4 nn

2
)( Ω∈∀ω , )()( nn

+≠ ωω справедливо 

строгое неравенство ( ) ( ))(
,

)(
,

n
ut

n
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Поэтому для достаточно малого ν  можно выделить мажо-
рирующее слагаемое: 
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В силу выражения (76) математическое ожидание f  по ме-
ре Гиббса можно записать в следующем виде 
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Справедливость утверждения следует из перехода к преде-
лу по ν  в выражении (77). Для 0<u доказательство произво-
дится аналогично. 
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STOCHASTIC MODELS OF SOCIAL NETWORKS 
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Abstract: In the article the stochastic models of agents’ behavior in social net-
works are considered. According to these models the value of the network is 
evaluated from the agents’ point of view and that of the governing body, so 
called center. Social networks are classified on the basis of the factors influence 
the behavior of agents in a social network. The equilibrium states of social net-
works are described as well as their fluctuations. Various substantial interpreta-
tions are demonstrated, including the limiting conversion of agents’ number to 
infinity and other micro characteristics of social networks. 
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