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РОБАСТНАЯ СТАБИЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ 
ОБЪЕКТОВ ПРИ НАЛИЧИИ ВОЗМУЩЕНИЙ И 
ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ ПОМЕХ ИЗМЕРЕНИЯ1 
Фуртат И. Б.2, Нехороших А. Н.3, Гущин П. А.4,  

(ФГБУН ИПМаш РАН, Санкт-Петербург) 
 

Предложено решение задачи робастной стабилизации линейных динамиче-
ских объектов с неизвестными параметрами, принадлежащими известному 
компактному множеству, ограниченными внешними возмущениями и ограни-
ченными высокочастотными помехами измерения. Синтез алгоритма управ-
ления разбивается на два этапа. На первом этапе синтезируется алгоритм 
фильтрации, позволяющий уменьшить влияние помехи измерения на выходную 
переменную объекта. Если помеху измерения можно представить в виде сум-
мы синусоидальных сигналов, то предложены конструктивные условия выбо-
ра параметров в алгоритме фильтрации. На втором этапе синтезируется 
алгоритм управления с подавлением влияния параметрической неопределенно-
сти и внешних возмущений. Данный алгоритм базируется на использовании 
конечных разностей в непрерывном времени, что позволяет избежать ис-
пользования динамических наблюдателей, увеличивающих размерность замк-
нутой системы. Приведены результаты моделирования, иллюстрирующие 
эффективность разработанного алгоритма по сравнению с некоторыми 
существующими аналогами. Сравнительный анализ с результатами Astolfi D., 
Marconi L., Isidori A. и др. показал, что используемый алгоритм управления, 
имея меньше динамический порядок, гарантирует выше точность регулиро-
вания по выходному сигналу и его производным. Причем, в отличие от ре-
зультатов Astolfi D., Marconi L., Isidori A. и др., в предложенном алгоритме 
настройка параметров алгоритма проще за счет независимой настройки 
фильтра и закона управления, тогда как настройка параметров в регуляторе 
Astolfi D., Marconi L., Isidori A. и др. осуществляется одновременно для всего 
алгоритма. 
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Маш РАН. Результаты раздела 4 получены в ИПМаш РАН при поддержке 
Российского научного фонда (проект № 18-79-10104). 
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1. Введение 

Одной из актуальных задач теории автоматического управ-
ления является синтез алгоритмов, которые обеспечивают вы-
полнение поставленной цели в условиях неопределенности па-
раметров математической модели объекта и наличии внешних 
возмущений. В настоящее время для решения данной задачи 
предложено много различных подходов, например, H∞-
оптимальное управление, адаптивное управление, робастное 
управление, нелинейное управление и т.д. (см., например, [4, 
5]). 

Одним из распространенных способов для решения задачи 
управления в условиях неопределенностей является синтез ре-
гуляторов с использованием оценок производных регулируемой 
переменной на базе наблюдателя с большим коэффициентом 
усиления (high-gain observer). Впервые наблюдатель с большим 
коэффициентом усиления был предложен в [11, 13] для мини-
мально-фазовых объектов. Позже было получено много различ-
ных модификаций наблюдателей с большим коэффициентом 
усиления для минимально-фазовых объектов, например, см. [1, 
9, 8, 16, 19]. В [1, 9, 8, 13, 16, 19] показано, что для построения 
системы управления достаточно использовать наблюдатель, 
размерность которого не ниже, чем γ – 1, где γ – относительная 
степень объекта управления. 

Однако при наличии высокочастотных помех измерений 
применение наблюдателя с большим коэффициентом усиления 
может быть неудовлетворительным. Более подробные исследо-
вания были приведены в [12, 18, 20]. Проблема заключалась в 
том, что значение оценки производной регулируемой перемен-
ной могло существенно превышать ее истинного значения. При 
этом ошибка накапливается при последующей оценке произ-
водных. Данная проблема связана как с дифференцированием 
шума с большой частотой, так и наличием большого коэффици-
ента усиления в системе управления. 
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Для частичного преодоления данной проблемы в [12, 18, 
17] предлагалось адаптивно настраивать большой коэффициент 
усиления наблюдателя. Таким образом, в начальный момент 
функционирования системы для увеличения сходимости про-
цессов коэффициент наблюдателя принимал большие значения, 
тогда как в установившемся режиме он уменьшался. 

В [11, 21] предложен новый наблюдатель, который является 
расширением наблюдателя с большим коэффициентом усиления 
[13] на случай высокочастотных помех измерения. При этом 
размерность нового наблюдателя равна 2γ – 2. Увеличение раз-
мерности наблюдателя [11, 21] в 2 раза, по сравнению с наблю-
дателем [13], связано с введением дополнительных дифферен-
циальных уравнений, компенсирующих влияние высокочастот-
ной помехи измерения. В [11, 21] приведен сравнительный чис-
ленный анализ предложенного алгоритма и алгоритма [13], ко-
торый показал эффективность применения алгоритма [11, 21] по 
сравнению с [13]. 

Однако для расчета параметров наблюдателя [11, 21] необ-
ходимо разрешить уравнение, порядок которого равен 2γ – 2. 
Причем от решений данного уравнения одновременно зависит 
качество оценки производных и качество фильтрующих 
свойств. При этом качество фильтрующих свойств наблюдате-
лей [10, 11, 17, 18, 21] существенно ограничено. 

В представленной статье, в отличие от [11, 21], предлагает-
ся разделить фильтрующие и оценивающие свойства в виде 
двух независимых алгоритмов. В результате, по сравнению с 
[10, 11, 17, 18, 21], это позволит: 1) улучшить качество фильтра-
ции высокочастотной помехи; 2) сделать независимым расчет 
параметров фильтра и параметров наблюдателя; 3) для оценки 
производных использовать любой из существующих наблюда-
телей. 

В статье рассмотрена задача робастной стабилизации объ-
екта с неизвестными параметрами, когда на него действуют ог-
раниченные возмущения, а выход объекта измеряется с высоко-
частотными помехами. Для синтеза системы управления ис-
пользуется подход, позволяющий независимо управлять качест-
вом фильтрации помехи и качеством ошибки стабилизации вы-
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ходной переменной. Приведены результаты моделирования, ил-
люстрирующие эффективность разработанного алгоритма по 
сравнению с классическим наблюдателем с большим коэффи-
циентом усиления [13] и наблюдателем с большим коэффициен-
том усиления в условиях помех измерения [11, 21]. 

2. Постановка задачи 

Рассмотрим объект управления, модель которого описы-
вается уравнениями 

),()()(),()()()()( twtztytftupkRtzpQ +=+=   (1.1) 
где y(t) ∈ R – регулируемая переменная, u(t) ∈ R – сигнал управ-
ления, f(t) ∈ R – внешнее неконтролируемое ограниченное воз-
мущение, w(t) ∈ R – внешний высокочастотный ограниченный 
шум, Q(p), R(p) – нормированные линейные дифференциальные 
операторы с неизвестными коэффициентами, deg Q(p) = n, 
deg R(p) = m, k > 0, p = d / dt – оператор дифференцирования. 

При решении задачи на объект управления наложены сле-
дующие предположения. 

Предположение 1.  Неизвестные коэффициенты опе-
раторов Q(p), R(p) и число k > 0 принадлежат известному ком-
пактному множеству Ξ. 

Предположение 2.  Многочлен R(λ) – гурвицев, где λ – 
комплексная переменная. 

Предположение 3.  В объекте управления доступен из-
мерению только сигнал y(t). 

Требуется спроектировать непрерывную систему управ-
ления, обеспечивающую выполнение целевого условия 

1)(lim δ<
∞→

tz
t

,   (1.2) 

где δ1 > 0 – точность регулирования, здесь и далее |⋅| – евклидова 
норма соответствующего вектора. 
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3. Алгоритм фильтрации высокочастотной помехи 
измерения 

Для выделения сигнала z из сигнала y, рассмотрим алго-
ритм: 

,0)0(),()(ˆ),()()( ==+= ξξξξµ tLtytBytGt r
  (2.1) 

где 

ξ = [ξ1, ξ2, ..., ξr]T, 
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σi > 0, [ ] ,0...,,0,
T1

1
−= σB  µ > 0 – малый параметр. Здесь и далее 

матрица Ll = [0, …, 0, 1] имеет размерность 1×l. Так в (2.1) раз-
мерность Lr равна 1×r. 

Утверждение 1.  Пусть выполнены условия предполо-
жений, сигнал z – ограниченный и для w выполнено следующее 
соотношение 

,)(lim 2
0

)(1 1
δµ µ <∫ −

∞→

− −
t

stG

t
dssBwe    (2.2) 

где δ2 > 0 – достаточно малое число. Тогда существует µ0 > 0 
такое, что при µ ≤ µ0 выполнено условие 

.)()(ˆlim 3δ<−
∞→

tzty
t

   (2.3) 

Здесь δ3 > 0 – достаточно малое число. 
Доказательство утверждения 1.  Рассмотрим сис-

тему (2.1), на вход которой вместо сигнала y подается сигнал z: 
.0)0(~),(~)(~),()(~)(~

==+= ξξξξµ tLtytBztGt r
  (2.4) 

Для анализа системы (2.4) воспользуемся леммой 1 [7, 14, 
15]. 

Лемма 1.  Рассмотрим систему 
( ),),(),()( htutxftx =    (2.5) 
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где x ∈ Rs, f(x, u, h) – функция липшицева по x и u, u – ограничен-
ная функция, h > 0 – малый параметр. Предположим, что сис-
тема (2.5) при u = 0 – асимптотически устойчивая. Рассмот-
рим множество { }0)0,,(: ===Ω huxfx . Тогда для любого 
ε > 0 существует h0 > 0 такое, что при h < h0 выполнено усло-
вие 

( ) ε<Ω
∞→

),(distlim tx
t

. 

Доказательство леммы приведено в [7, 14]. 
Проверим условия леммы 1 для системы (2.4). При z = 0 

система (2.4) асимптотически устойчивая. Подставив µ = 0 в 
(2.4), получим Gξ = –Bz или ξ1 = z и ξi = ξi + 1, 1,1 −= ri . То есть 

zy =~ . Тогда, согласно лемме 1, существует µ > 0 такое, что при 
µ ≤ µ0 выполнено условие 

4)()(~lim δ<−
∞→

tzty
t

,   (2.6) 

где δ4 > 0 – достаточно малое число.  
Рассмотрим сигнал y, который состоит из сигнала z и по-

мехи w. Найдем условие, при котором будет выполнено условие 
(2.3). 

Принимая во внимание (2.1) и (2.4), составим ошибку рас-
согласования ξξζ ~

−=  в виде 

).()(~)(ˆ),(1)(1)( tLtytytBwtGt rζµ
ζ

µ
ζ =−+=  (2.7) 

Найдем решение первого уравнения (2.7) в форме 
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Если выполнено условие (2.2), то из (2.8) следует, что 
2)(lim δζ <

∞→
t

t
.   (2.9) 

Рассмотрим следующие соотношения 
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.)()(~)(

)()(~)(~)(ˆ)()(ˆ

tztyt

tztytytytzty

−+≤

≤−+−≤−

ζ
  (2.10) 

Очевидно, что для (2.10) будет справедлив следующий 
предельный переход 

.)()(~lim)(lim)()(ˆlim tztyttzty
ttt

−+≤−
∞→∞→∞→

ζ  (2.11) 

Пусть δ2 + δ4 ≤ δ3. Принимая во внимание (2.6) и (2.9), по-
лучим оценку (2.3) из (2.11). Утверждение 1 доказано. 

Пусть помеха w представлена мультигармоническим сиг-
налом 

( ),sin)(
1
∑
=

+=
v

i
iii tAtw ϕω   (2.12) 

где Ai, ωi и ϕi – амплитуда, частота и фаза i-й гармоники. На-
пример, формула (2.12) может быть получена при разложении 
ограниченной помехи в ряд Фурье с последующим извлечением 
частичной суммы ряда. Данная техника, например, используется 
для решения ряда задач в электротехнике [3], информатике [6], 
теории управления [2] и т.д. 

Утверждение 2.  Пусть выполнены условия предполо-
жений, функция z – ограниченная и помеха w представлена со-
отношением (2.12). Тогда существует µ0 > 0 такое, что при 
µ ≤ µ0 выполнено соотношение 
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Доказательство утверждения 2. Из доказательства ут-
верждения 1 следует, что для системы (2.4) существует µ > 0 
такое, что при µ ≤ µ0 выполнено условие (2.6). Принимая во 
внимание (2.1) и (2.4), составим ошибку рассогласования 

ξξζ ~
−=  в виде (2.7). Перепишем систему (2.7) как 
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Найдем решение первого уравнения системы (2.14) в виде 
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Подставляя (2.15) во второе уравнение (2.14), найдем ре-
шение второго уравнения (2.14) в виде 
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Аналогично образом найдем решение последнего уравне-
ния системы (2.14) в виде 
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где 
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Оценим сверху (2.16) как 
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Принимая во внимание соотношения (2.6), (2.11) и (2.17), 
получим оценку (2.13). Из (2.17) следует, что чем больше значе-
ния ωi, тем меньше значение правой части (2.13). Поэтому в по-
становке задачи рассматривается высокочастотная помеха. Ут-
верждение 2 доказано. 

Для выбора параметров в алгоритме (2.1) можно восполь-
зоваться следующей рекомендацией: уменьшением числа µ и 
увеличением числа r можно уменьшить значение zy −ˆ . 

 

4. Синтез системы управления 

Для дальнейшего синтеза системы управления воспользу-
емся алгоритмом [8]. Из постановки задачи производные y(t) не 
доступны измерению (предположение 3). Тогда зададим закон 
управления в форме 

∑
−

=
−=

1

0

)( )()(
γ

α
i

i
i tydtu ,   (3.1) 

где α > 0, коэффициенты d0, d1, …, 1−γd  выбираются так, чтобы 

полином 01
2

2
1

1 ...)( ddddD ++++= −
−

−
− λλλλ γ

γ
γ

γ  был гурвицев, 

γ = n – m – относительная степень объекта управления, )()( ty i  – 
оценка i-й производной сигнала )(ˆ ty , i = 0, 1, ..., γ – 1. 

Подставив (3.1) в (1.1), получим 
)()()()()()()()( tftpDpkRtgpkRtzpF ++= ψαα , (3.2) 

где F(p) = Q(p) + αkR(p)D(p), ∑
−

=
−=

1

0

)( )()(ˆ)()(
γ

i

i
i tydtypDtg , 

)(ˆ)()( tytzt −=ψ . Значение функции g(t) зависит от качества 
оценивания производных сигнала )(ˆ ty , значение функции ψ(t) – 
от качества фильтрации алгоритма (2.1). Поскольку известно 
множество Ξ (предположение 1), то всегда существуют число α 
и полином D(λ) такие, что полином F(λ) будет гурвицевым. 

Для реализации закона управления (3.1) воспользуемся 
наблюдателем, заданным уравнениями 
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.1,1,)()()(

),(ˆ)(
)1()1(

)( −=
−−

=

=
−−

γj
h

htytyty

tyty
jj

j

 

 (3.3) 

Подставив (3.3) в (3.1), перепишем закон управления (3.1) 
в виде 

∑ ∑
−

= =








−−−=

1

0 0
)(ˆ)1()(

γ
α

i

i

j

j
i

j
i
i jhtyC

h
dtu ,  (3.4) 

где .
)!(!

!
jij

iC j
i −⋅
=  Сформулируем утверждение, выполнение 

условий которого гарантирует выполнение целевого условия 
(1.2). 

Утверждение 3.  Пусть выполнены условия предполо-
жений 1-3, функция w ограниченна, если r ≥ γ  и ограниченна 
вместе с ее γ – r – 1 производными, если r < γ . Тогда существу-
ют числа α > 0 и h > 0 такие, что система управления, пред-
ставленная алгоритмом (2.1) и законом управления (3.4) обес-
печивает выполнение целевого условия (1.2) и ограниченность 
всех сигналов в замкнутой системе. 

Доказательство утверждения 3. Преобразуем систему 
(3.2) к виду 

)()(),()()()()( 321 tJtztfBtkBtgkBtAt nεψααεε =+++= , (3.5) 

где ε = [ε1, ε2, ..., εn]T, z(i) = εi + 1, 1,0 −= ni , матрицы A, B1, B2, B3 
полученные при переходе от (3.2) к (3.5). Здесь и далее матрица 
Jl = [1, 0, …, 0] имеет размерность 1×l. Например, в (3.5) раз-
мерность Jn равна 1×n. 

Перепишем систему (2.1) в виде дифференциального 
уравнения 

( ) ).()(ˆ1
1

tytyp
r

i
i =+∏

=
µσ    (3.6) 

Преобразуем дифференциальное уравнение (3.6) к виду 
),()(ˆ),()()( tJtytNytMt rθθθ =+=  (3.7) 
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где θ = [θ1, θ2, ..., θr]T, 1
)(ˆ += i

iy θ , 1,0 −= ri , матрица M и вектор 
N получены при переходе от (3.6) к (3.7). 

Рассмотрим два случая, которые зависят от размерности 
фильтра (2.1). 

1) Пусть r < γ. Перепишем оператор D(p) в виде 
[ ] [ ]1)( 21

2
21

1 

−−−− += rrTrT ppppppD ρρ γγ ,   (3.8) 
где ρ1 и ρ2 – векторы с соответствующими коэффициентами 
оператора D(p). Принимая во внимание (3.8), перепишем функ-
цию g(t) в виде 

,)()1()(

)()(

1

1 1

1

0

2
1

)(
)1(,1

∑ ∑∑

∑

−

= =

−

=

−

=
+−









−−−−

−+=

γγ

γ

θθ

θρθρ

i

i

j
r

j
i

j
i
i

i
ri

i

T
r

j

j
rrj

jhtJC
h
dtJ

h
d

tLtg

       (3.9) 

где ρ1,j – j-я компонента вектора ρ1. Принимая во внимание (3.7), 
найдем j-ю производную (1 ≤ j ≤ n) от θ в виде 

,
1

0

)(1
1

0
1

1

1

0

)(1
1

0

)(1

1

0

)(1)(

∑∑

∑∑

∑

−

=

−−
−

=
+

−−

−

=

−−
−

=

−−

−

=

−−

++=

=++=

=+=

j

i

iij
j

i
i

ijj

j

i

iij
j

i

iijj

j

i

iijjj

NwMNKMM

NwMNzMM

NyMM

εθ

θ

θθ

  (3.10) 

где [ ]0...,,0,1,0...,,0=jK  – матрица размерности 1×n с нуле-
выми элементами за исключением j-го, который равен 1. 

Подставив (3.10) в (3.9), получим 

.)()1()(

)(
1

1 1

1

0

T
2

1

1

0

)(1
1

0
1

1
)1(,1

∑ ∑∑

∑ ∑∑

−

= =

−

=

−

=

−

=

−−
−

=
+

−−
+−









−−−−

−+

+







++=

γγ

γ

θθ

θρ

εθρ

i

i

j
r

j
i

j
i
i

i
ri

i

r

j

j

i

iij
j

i
i

ijj
rrj

jhtJC
h
dtJ

h
d

t

NwMNKMMLg

(3.11) 
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Из (3.11) следует, что при r < γ  требуется ограниченность 
производных функции w до γ – r – 1 включительно. С учетом 
(3.4) и (3.11), преобразуем уравнение (3.5) к виду 

).()()(

)()1(

)()(

)()(

322

1

1 1
1

1

0

T
2

1

1

0

)(1
1

0
1

1
)1(,11

tfBtJkBtJkB

jhtJC
h
dkB

tJ
h
dt

NwMNKMMLkB

tAt

rn

i

i

j
r

j
i

j
i
i

i
ri

i

r

j

j

i

iij
j

i
i

ijj
rrj

+−+

+







−−−

−



−+

+











+++

+=

∑ ∑

∑

∑ ∑∑

−

= =

−

=

−

=

−

=

−−
−

=
+

−−
+−

θαεα

θα

θθρ

εθρα

εε

γ

γ

γ



(3.12) 

Введем обозначения: 
[ ] ,)(),()(

TTT tttp θεε =   

∑ ∑
−

=

−

=
+

−−
+− ++=

r

j
n

j

i
i

ij
rrj JkBNKMLkBAA

γ
αρα

1
2

1

0
1

1
)1(,1111 , 

r
i

ri
i

r

rj

j
rrj JkBJ

h
dMLkBA 2

1

0

T
2)1(,1112 αρρα

γγ
−








−+= ∑∑

−

=

−

=
+− , 

,1211








=

MNJ
AA

A
n

p   ,
00

)1(0 1
1













 −=
+

r
j

ii
ij

ij
JC

h
dkBF α   ,1,1 −= γi  

,,1 ij =  

.
00

0 3

1

1

0

)(
1

)1(,11 f
B

w
NMLkB

w
N

r

j

j

i

i
ij

rrj








+












+








= ∑∑

−

=

−

=

−−
+−

γ ρα
ϑ  

Здесь ϑ – ограниченная функция. С учетом обозначений пере-
пишем системы (3.7) и (3.12) в виде 

),()()()(
1

1 1
tjhtFtAt

i

i

j
pijppp ϑεεε

γ
+−+= ∑∑

−

= =

  (3.13) 

Рассмотрим функционал Ляпунова-Красовского вида 

,)()()()(
1

1 1

0
TT ∑∑ ∫

−

= = −

+++=
γ

εεεε
i

i

j jh
pijppp dsstNsttPtV  (3.14) 
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где P = PT > 0 – решение уравнения ,T QPAPA pp −=+  Q = QT > 0, 

0T >= ijij NN . Взяв от функционала (3.14) производную по вре-
мени вдоль траекторий системы (3.13), получим 

( ).)()()()(

)()(2

)()(2)()(

1

1 1

1

1 1

∑∑

∑∑

−

= =

−

= =

−−−+

++

+−+−=

γ

γ

εεεε

ϑε

εεεε

i

i

j
pij

T
ppij

T
p

T
p

i

i

j
pij

T
pp

T
p

jhtNjhttNt

tPt

jhtFPttQtV

(3.15) 

Оценим сверху слагаемые в (3.15): 

( )

),()(

)()(15.0)()(2

1

1 1

1

2
1

1 1

jhtFFjht

tPtjhtFPt

pij
T

ij
i

i

j

T
p

p
T
p

i

i

j
pij

T
p

−−+

+−≤−

∑∑

∑∑
−

= =

−

−

= =

εεχ

εχεγγεε

γ

γ

 
.)()()()()(2 212 ttPttPt p

T
p

T
p ϑχεχεϑε −+≤  

С учетом оценок перепишем (3.15) в виде 

,)()()()( 1
1

1 1

TT τχεεεε
γ

−
−

= =
+−−−−≤ ∑∑

i

i

j
pijppp jhtRjhttWtV  (3.16) 

где 

( ) ,15.0
1

1 1

22 ∑∑
−

= =
−−−−=

γ
χχγγ

i

i

j
ijNPPQW    ij

T
ijijij FFNR 1−−= χ ,    

2)(sup t
t
ϑτ = . 

Очевидно, что существуют α и χ такие, что W > 0 и Rij > 0. 
Оценим (3.16) в виде 

τχεελ 1
min )()()( −+−≤ ttWV p

T
p

 . (3.17) 
Здесь )(min Wλ  – наименьшее собственное число матрицы W. Из 

(3.17) следует, что )()()( min
1 Wttz p λτχε −≤≤ . Следователь-

но, выбором α и χ такими, что W > 0, Rij > 0 можно обеспечить 
выполнение условия )(min

1
1 Wλτχδ −≤ . Стоит отметить, что 
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оценка для z достаточно грубая, так как при доказательстве ис-
пользуются грубые оценки и в (3.17) исключены слагаемые 

∑∑
−

= =
−−

1

1 1

T )()(
γ

εε
i

i

j
pijp jhtRjht , участвующие в компенсации вели-

чины τχ 1− . 
2) Пусть r ≥ γ. Перепишем оператор D(p) в виде 

[ ]1)( 21T


−−= γγρ pppD . 
Принимая во внимание (3.4), перепишем функцию g(t) в 

виде 

∑ ∑∑
−

= =

−

=








−−−−=

1

1 1

1

0

T )()1()()()(
γγ

θθθρ
i

i

j
r

j
i

j
i
i

i
ri

i jhtJC
h
dtJ

h
dttg .(3.18) 

С учетом (3.18), преобразуем уравнение (3.5) к виду 

).()()(

)()1(

)()()()(

322

1

1 1
1

1

0
1

tfBtJkBtJkB

jhtJC
h
dkB

tJ
h
dtkBtAt

rn

i

i

j
r

j
i

j
i
i

i
ri

iT

+−+

+







−−−

−







−+=

∑ ∑

∑

−

= =

−

=

θαεα

θα

θθραεε

γ

γ


 (3.19) 

Перепишем системы (3.7) и (3.19) в виде 

),()()()(
1

1 1
tjhtFtAt

i

i

j
pijppp ϑεεε

γ
+−+= ∑∑

−

= =

  (3.20) 

где ,2

1

0

T
12
















−








−+= ∑

−

=

MNJ

JkBJ
h
dkBJkBAA

n

r
i

ri
i

n
p

αραα
γ

 

f
B

w
N 








+








=

0
0 3ϑ  – ограниченная функция, структура матрицы 

Fij соответствует структуре матрицы Fij в (3.13). 
Поскольку структура системы (3.20) подобна структуре 

системы (3.13), то дальнейшее доказательство второго случая 
аналогично доказательству первого случая. Утверждение 3 до-
казано. 
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5. Пример 

Рассмотрим объект управления вида 
( )

).()()(
),()()(01

2
2

3
3

4

twtzty
tftutzqpqpqpqp

+=
+=++++

 (4.1) 

Множество Ξ возможных значений параметров в (4.1) за-
дано неравенствами:  

–1 ≤ q3 ≤ 0.1, –2 ≤ q2 ≤ 2, –3 ≤ q1 ≤ 3, –1 ≤ q0 ≤ 1. 
Дополнительно, |f(t)| ≤ 1. 

Выберем в (2.1) σi = 1 и µ = 0.01. Порядок r в алгоритме 
(2.1) будет определен в таблице 1. 

Пусть α = 7, d0 = 0.9, d1 = 1.5, d2 = 2 и d3 = 0.5. Тогда, закон 
управления (3.4) можно переписать в виде 

( ))(5.0)(2)(5.1)(9.07)( )3()2()1( tytytytytu +++−= . (4.2) 
Для оценки производных в (4.2) воспользуемся наблюда-

телем (3.3). Пусть h = 1/20. Тогда наблюдатель (3.3) перепишем 
в виде 

[ ]
[ ]
[ ].)05.0()(20)(

,)05.0()(20)(

,)05.0()(20)(

),(ˆ)(

)2()2()3(

)1()1()2(

)1(

−−=

−−=

−−=

=

tytyty

tytyty

tytyty

tyty

  (4.3) 

Продемонстрируем эффективность предложенной схемы 
(2.1), (4.2) и (4.3) по сравнению с наблюдателем с большим ко-
эффициентом усиления [3] и наблюдателем с большим коэффи-
циентом усиления в условиях помех измерения [14, 15]. Для 
этого зададим снова закон управления в виде (4.2), только для 
оценки производных в (4.2) воспользуемся следующими наблю-
дателями: 

1) наблюдатель с большим коэффициентом усиления [13]: 
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[ ]( )
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 (4.4) 

2) наблюдателем с большим коэффициентом усиления в 
условиях помех измерения [11, 21]: 
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

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

 (4.5) 

Пусть в (4.1) q3 = 0, q2 = 1, q1 = 1, q0 = 0, f(t) = 0, 
w(t) = sin(0.5⋅103t) и z(0) = 1, 0)0()0( == zz  , 1)0( −=z . В 
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табл. 1 приведены максимальные значения ошибок оценивания 
производных сигнала z(t) в установившемся режиме при ис-
пользовании системы управления (2.1), (4.2), (4.3), системы 
управления (4.2), (4.4) (на базе [13]) и системы управления (4.2), 
(4.5) (на базе [11, 21]). 

 
Тип сис-

темы 
управле-

ния 

Значение 
)()(sup tytz

t
−  

после 8 (с) с начала 
функционирования 

системы  

Значение 
)()(sup )1( tytz

t
−

 

после 8 (с) с 
начала функцио-
нирования сис-

темы 

Значение 
)()(sup )2( tytz

t
−

 после 8 (с) с 
начала 

функциони-
рования 
системы 

Значение 
)()(sup )3( tytz

t
−

 после 8 (с) с 
начала 

функциони-
рования 
системы 

Система 
управле-
ния (4.2), 
(4.5) (на 
базе на-
блюдатель 
с большим 
коэффи-
циентом 
усиления 
[13]) 

0.22 8.41 132.3 698 

Система 
управле-
ния (4.2), 
(4.4) (на 
базе на-
блюдателя 
с большим 
коэффи-
циентом 
усиления 
в условиях 
помех 
измерения 
[11, 21]) 

0.26 4.9 31.1 266.1 

Система 
управле-
ния (2.1), 
(4.2), (4.3) 
при r = 2 в 
(2.1) 

0.04 0.2 2 57 
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Система 
управле-
ния (2.1), 
(4.2), (4.3) 
при r = 5 в 
(2.1) 

3⋅10–3 7.5⋅10–4 2⋅10–3 5⋅10–3 

Табл. 1 – Максимальные значения ошибок оценивания 
производных сигнала z(t) в установившемся режиме при 
использовании предложенной схемы, а также схем [13] 
и [11, 21] 

 
Из таблицы 1 видно, что предложенный алгоритм управ-

ления позволяет значительно уменьшить ошибки оценивания 
производных сигнала z, а при r = 2 динамический порядок пред-
ложенного алгоритма на единицу меньше, чем алгоритма [11, 
21]. Причем, из таблицы 1 следует, что увеличением параметра r 
можно улучшить качество оценивания производных. 

Пусть q3 = 0.1, q2 = 2, q1 = 3, q0 = 1, f(t) = sin t, 
w(t) = sin(0.5⋅103t) + sin(103t) + sin(104t), z(0) = 1, 

0)0()0( == zz  , 1)0( −=z  в (4.1). На рис. 1 приведены резуль-
таты моделирования по z(t), )(tz , )(tz  и )(tz  при использовании 
системы управления (2.1), (4.2), (4.3), когда r = 5 в (2.1). Графи-
ки для z(t) и )(tz  изображены непрерывными кривыми, для 

)(tz  и )(tz  – пунктирными кривыми. 
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Рис. 1. Результаты моделирования z(t), )(tz  (а) и )(tz , )(tz  (б). 

 
Результаты моделирования показали (рис. 1), что после 10 

(с) абсолютные значения сигналов z(t), )(tz , )(tz  и )(tz  не 
превышают 0.014, а абсолютные значения ошибок оценивания 
сигналов z(t), )(tz , )(tz  и )(tz  не превышают 2⋅10–3. 

 

6. Заключение 

В статье синтезирован робастный алгоритм управления в 
условиях параметрической неопределенности, внешних ограни-
ченных возмущений и высокочастотных помех в измерениях 
выходной переменной. Для синтеза системы управления ис-
пользуются подход, позволяющий независимо управлять каче-
ством фильтрации помехи и качеством ошибки стабилизации 
выходной переменной. Приведены результаты моделирования, 
иллюстрирующие эффективность разработанного алгоритма по 
сравнению с классическим наблюдателем с большим коэффи-
циентом усиления [13] и наблюдателем с большим коэффициен-
том усиления в условиях помех измерения [11, 21]. 
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ROBUST STABILIZATION OF LINEAR PLANTS IN PRES-
ENCE OF DISTURBANCES AND HIGH-FREQUENCY MEA-
SUREMENT NOISES 
Igor Furtat, Institute for Problems in Mechanical Engineering of 
RAS, St. Petersburg, Dr.Sc., professor (cainenash@mail.ru). 
Pavel Gushchin, Institute for Problems in Mechanical Engineering 
of RAS, St. Petersburg, Cand.Sc. (guschin.p@mail.ru). 
Artem Nekhoroshikh, Institute for Problems in Mechanical Engi-
neering of RAS, St. Petersburg, aspirant (becks94@mail.ru). 
 
Abstract: A solution is proposed for the robust stabilization of linear 
dynamic plants with unknown parameters belonging to a known 
compact set, bounded external disturbances, and bounded high-
frequency measurement noises. The synthesis of the control algo-
rithm is divided into two steps. At the first step a filtering algorithm 
is synthesized, which makes it possible to reduce the influence of 
measurement noises on the output variable of the plant. If the mea-
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surement noises can be represented as the sum of sinusoidal signals, 
then constructive conditions for choosing parameters in the filtering 
algorithm are proposed. At the second step, a control algorithm is 
synthesized with the attenuation of the influence of parametric un-
certainty and external disturbances. This algorithm is based on the 
use of finite differences in continuous time, which avoids the use of 
dynamic observers that increase the dimension of a closed-loop sys-
tem. The simulation results illustrating the effectiveness of the pro-
posed algorithm in comparison with some existing analogues are 
presented. Thus, a comparative analysis with the results of Astolfi 
D., Marconi L., Isidori A. etc. has been showed that the proposed 
control algorithm have less dynamic order, guarantees higher accu-
racy with respect to the output signal and its derivatives. Moreover, 
in contrast to the results of Astolfi D., Marconi L., Isidori A. etc., in 
the proposed algorithm, choosing the algorithm parameters is easier 
due to independent filter settings and the control law, while choosing 
parameters in the controller of Astolfi D., Marconi L., Isidori A. etc. 
performed simultaneously for the whole algorithm. 
 
Keywords: linear plant, high-frequency measurement noises, filter, distur-
bances, control. 
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