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Рассматривается задача выбора метода выделения составляющих временно-

го ряда. В качестве таких составляющих могут быть, например, тренд 

или периодические колебания. Исследуемые методы выделения составляющих 

представляются в виде отображения исходного временного ряда в выделяе-

мые составляющие. Формулируется система требований к этим отображе-

ниям. Доказаны теоремы о том, что всем введенным требованиям удовле-

творяет декомпозиция на составляющие временного ряда, использующая 

метод наименьших квадратов. 

Ключевые слова: методы выделения составляющих временного ряда, 

аксиоматический подход к сравнительному анализу методов. 

 

1. Введение 

В прикладных исследованиях нередко возникает задача вы-

деления из располагаемого временного ряда отдельных его 

составляющих. В частности, это может быть задача выделения 
тренда (общей тенденции изменения рассматриваемого ряда) 

или регулярных (например, сезонных) колебаний. Для решения 

зада декомпозиции временных рядов предложено большое 
количество оригинальных методов и их модификаций 

[1, 2, 5, 8, 9, 11 - 13], приводящих порой к существенно разли-

чающимся результатам. Необходимы исследования по сравни-
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тельному анализу методов, что требует выработки методологии 

такого анализа. 

Для целей сравнительного анализа методов декомпозиции 
временного ряда в данной статье используется аксиоматический 

подход. Методы выделения составляющих рассматриваются как 

отображения исходных данных (исходный временной ряд) 
в выделяемые составляющие. Формулируется набор строго 

формализуемых требований к этим отображениям. На основе 

математических доказательств выявляется класс методов, удо-

влетворяющих введенным требованиям. 

2. Выделение составляющих временного ряда ме-
тодом наименьших квадратов 

Задан вектор x  R
n
 с компонентами xt, равными значениям 

наблюдаемого показателя в моменты времени t = 1, …, n. Обо-

значим z вектор R
n
, состоящий из суммы искомых составляю-

щих данного временного ряда. Пусть  вектор R
n
, который 

в дополнение к искомому вектору z составляет исходный век-

тор x. То есть справедливо соотношение 

(1) x = z + . 

Обычно компоненты вектора  рассматриваются как по-
грешности от выделения из исходного временного ряда x со-

ставляющих, образующих вектор z.  

Часто составляющие временного ряда представляются в ви-
де линейной комбинации некоторых стандартизированных 

временных рядов, определяемых как функции от времени t. 

Пусть gti, i = 1, …, m значений таких функций в моменты време-
ни t = 1, …, n. Здесь m – количество рассматриваемых функций. 

Обозначим G матрицу размером n  m с элементами gti. Будем 
считать, что столбцы этой матрицы линейно независимы, 

(2) rankG = m. 

Обозначим  вектор R
n
 искомых значений коэффициентов 

линейной комбинации. Считаем, что 

(3) z = G.  

Пусть h заданный вектор R
n
 положительных коэффициентов 

информативности наблюдений. Частным случаем является 



одинаковая информативность, когда ht = 1, t = 1, …, n. Соотно-

шения экзогенно задаваемых значений компонент вектора h 

отражают степень ценности наблюдений в отдельные моменты 
времени. Они предназначены для соизмерения разномоментных 

наблюдений исходного ряда x. Диагональную матрицу, состав-

ленную из вектора h, обозначим  
(4) H = diagh. 

Для определения значений векторов , z,  методом 
наименьших квадратов необходимо решить задачу минимиза-

ции квадратной функции 

(5) F() = T
H  min, 

при условиях (1), (3). В результате решения такой задачи имеем 

(6)  = (G
T
HG)

-1
G

T
Hx, 

(7) z = Bx, 
где 

(8) B=G(G
T
HG)

-1
G

T
H. 

 

3. Требования к методам выделения составляющих 
временных рядов 

В самом общем виде используемый метод выделения со-

ставляющих временного ряда можно представить как некоторое 

отображение  исходного ряда x  R
n
,  

(9) z = (x). 

Отображение  можно назвать также процедурой вычисле-
ния, оператором или вектор-функцией, состоящей из функций 

t(x), t = 1, …, n. Сформулируем желаемые требования к этой 
вектор-функции. 

1. Непрерывность. Все функции t должны быть непрерыв-

ными: малые изменения исходных данных (компонент вектора 
х, например, из-за погрешности измерений) должны приводить 

к малым изменениям результатов (компонент вектора z). 

2. Идемпотентность: для любого x  R
n
 

(10) ((x)) = (x). 
Если составляющую, выделенную методом, представлен-

ным оператором , рассматривать как исходный ряд, то попытка 



выделения их нее такую же составляющую тем же методом 

должна привести к исходному результату. 

3. Аддитивность: для любых х
1
, х

2
 из R

n
 

(11) (x
1
 + х

2
)= (x

1
) + (x

2
). 

Сумма одинаковых составляющих нескольких временных 
рядов должна равняться такой же составляющей суммарного 

ряда. 

Отметим, что из непрерывности и аддитивности оператора 

 следует его линейность [10]. Следовательно, аддитивный и 
непрерывный оператор будет дифференцируемым. Для любых 

x  R
n 
существует матрица частных производных с элементами  

(12) 







x

x
x tt






)(
)( ,  = 1, …, n, t = 1, …, n. 

Частную производную t
  можно интерпретировать как ко-

личественную оценку влияния изменений компоненты х исход-
ного ряда на изменения составляющей zt.  

4. Учет информативности наблюдений: при любом x  R
n
 

(13) 
t

t
t

h

x

h

x )()( 



 
 ,  = 1, …, n, t = 1, …, n. 

Согласно этому требованию отношение экзогенно заданных 

весов информативности наблюдений ht и h должно быть равно 
отношению влияния исходных данных момента t на составляю-

щую момента  к обратному влиянию исходных данных момен-

та  на составляющую момента t. Чем больше значение h 
по сравнению с другими весами информативности, тем сильнее 

превалирует влияние данных момента t над влиянием данных 

других моментов времени. 

 

4. Метод наименьших квадратов удовлетворяет 
всем введенным требованиям 

Докажем, что метод наименьших квадратов, изложенный 
во втором разделе, удовлетворяет всем, введенным в предыду-

щем разделе, требованиям. Справедлива 



Теорема 1. Если выделяемая составляющая z определяется 

правилом (7), 

(14) (x) = Вх, 
где матрица В определяется выражением (8) при некоторой 

заданной матрице G размера n  m, удовлетворяющей условию 

(2), то отображение  удовлетворяет требованиям непрерыв-
ности, идемпотентности, аддитивности и учета информа-

тивности наблюдений. 

Доказательство. Поскольку, согласно (14), оператор  ли-
нейный, то он непрерывный, аддитивный и дифференцируемый. 

Причем для любого x  R
n
 

(15)  i
t bx )( , t = 1, …, n,  = 1, …, n, 

где bi – элемент матрицы B. 
Непосредственно из (8) следует, что матрица В идемпо-

тентна 

(16) ВВ = В. 
Осталось установить выполнение требования учета инфор-

мативности наблюдений. В силу (15) требование учета инфор-

мативности наблюдений (13) имеет вид: 

(17) ,
t

tt

h

b

h

b 



   t = 1, …, n,  = 1, …, n.  

Это условие в матричной форме представляется в виде ра-

венства  
(18) HB = B

T
H. 

Из выражения (8) матрицы В следует выполнение этого ра-

венства: 

 HB = HG(G
T
HG)

-1
G

T
H = (G(G

T
HG)

-1
G

T
H)

T
H = B

T
H. 

Теорема 1 доказана. 

Справедливо утверждение, которое можно назвать обрат-

ным к теореме 1. Если отображение  вектора R
n
 в вектор R

n
 

удовлетворяет всем четырем введенным требованиям, то оно 

может быть представлено в виде процедуры выделения состав-
ляющих методом наименьших квадратов. 

Теорема 2. Если отображение  является непрерывным 
и дифференцируемым, удовлетворяет требованиям идемпо-

тентности, аддитивности и учета информативности наблю-



дений, то существует матрица факторов G размера n×m, 

при некотором натуральном m, такая, что выделение состав-

ляющих оператором  равносильно оценке этой составляющей 
на основе модели (1), (3), (5). 

Доказательство. Из непрерывности и аддитивности, как от-
мечалось, следует выполнение условия (14) для некоторой 

квадратной матрицы В размера n. Положим  

(19) G = BH
-1
. 

Считаем, что для матрицы В выполняется требование идем-

потентности (16) и требование учета информативности (18). 

Для доказательства теоремы необходимо установить, что при 

этих условиях оценки z отображение  равносильно поиску 

решения задачи (1), (3), (5). 

Вектор коэффициентов , который должен получиться в ре-
зультате решения задачи (1), (3), (5), является решением систе-

мы линейных уравнений 

(20) (G
T
HG) = G

T
Hx. 

Отметим, что определяемая условием (19) матрица G может 

иметь линейно зависимые векторы столбцы, поэтому не можем 
использовать обратную к G

T
HG матрицу. Используя (19), 

и затем (16), (18), имеем 

 G
T
HG = (BH

-1
)

Т
HBH

-1
 =  (H

-1
B

T
)

T
HBH

-1
 = BH

-1
HBH

-1
 = 

= ВBH
-1

 = BH
-1
. 

Система уравнений (20) приобретает вид 

BH
-1 = Вх. 

Отсюда, в качестве решения системы (20) имеем вектор  

(21)  = Нх. 
Подставляем это значение в (3), используя (19), получаем 

 z = G = BH
-1 = BH

-1
H = B, 

что и требовалось доказать. 
Теорема 2 доказана. 

Замечания. Доказанные теоремы относятся к процедуре вы-

деления из исходного ряда одной составляющей, образующей 

вектор z. Во многих случаях требуется выделить именно одну 
составляющею временного ряда, например, тренд при анализе 

рядов годовых данных. 



Приведенные здесь результаты являются развитием иссле-

дований Ловелла [14], касающихся методов выделения тренда 

из временного ряда. При этом Ловелл не использовал веса ин-
формативности, т.е. фактически рассматривал случай одинако-

вых весов информативности, когда ht = 1 для всех t = 1, …, n. 

В этом случае требование учета информативности наблюдений 
(13) приобретает вид 

 )()( xx tt
   . 

Ловелл назвал такое условие требованием «симметрии». 

При замене введенного выше требования «учета информативно-

сти наблюдений» на указанное условие «симметрии», удовле-
творяющим всем вводимым требованиям будет метод наимень-

ших квадратов с одинаковыми весовыми коэффициентами. 

Иногда проводят различие между «методом наименьшим 
квадратов» (оставляя этот термин методу наименьших квадра-

тов с одинаковыми весами информативности) и «методом взве-

шенных наименьших квадратов». Представляется, что такое 

разделение имеет искусственный характер. И в методическом, 
и в вычислительном отношениях нет необходимости его прово-

дить. Можно отметить, что, например, Гаусс такого различия не 

проводил и методом наименьших квадратов называл оба случая 
и одинаковых, и разных положительных весовых коэффициен-

тов, что он особо подчеркивал в своих работах, посвященных 

методу наименьших квадратов [3].  
Матрица G, определяемая правилом (19) при доказательстве 

теоремы 2 может иметь линейно зависимые векторы столбцы. 

Тогда выражение (21) для вектора  будет только одним 
из решений системы линейных уравнений (20). 

 

5. Свойства процедуры выделения нескольких со-
ставляющих временного ряда методом наименьших 
квадратов 

Вектор z может быть суммой нескольких составляющих. 
Рассмотрим случай, когда их две. Результаты для этого случая 



могут быть обобщены на произвольное количество выделяемых 

составляющих временного ряда. Итак, пусть 

(22) z = y + s, 
где y и s – векторы R

n
, представляющие две выделяемые из 

исходного ряда z составляющие. 

Пример. В качестве двух составляющих временного ряда 
помесячных или поквартальных данных могут рассматриваться 

тренд и сезонные колебания. В [5, 8] рассматривалась модель 

(1), (3), (5), (22), в которой тренд представлен выделяемой со-

ставляющей y, а сезонные колебания – составляющей s. 
Тренд задается полиномом от времени  

 





1

0

р

i

i
it tсy . 

при некотором р ≥ 1. Здесь ci – искомые коэффициенты, состав-

ляющие первые р компонент вектора , 

 i = ci-1, i = 1, …, p. 
Сезонные колебания, заданные в виде суммы взвешенных 

по степеням времени строго периодических функций  

 



r

i

i
it ttss

0

)( , t = 1, …, n, 

где r ≥ 0 – заданное число. Строго периодические функции 

имеют вид 

  







2/

1

12/

1

2
sin

2
cos)(

K

j

K

j
ijiji

K

jt
b

K

jt
аts


. 

Здесь K – количество наблюдений рассматриваемого ряда в 
году. Если анализируются помесячные данные, то K = 12. Если 

рассматриваются поквартальные данные, то K = 4. Коэффици-

енты aij, bij входят в состав искомых коэффициентов i при i > р. 
Общее количество искомых коэффициентов aij и bij равно 

 q = (K - 1)(r + 1). 
Для рассматриваемого примера у матрицы G первые р 

столбцов состоят из коэффициентов 

g
ti
 = t

i-1
, t = 1, …, n, i = 1, …, p. 

Коэффициенты в остальных столбцах матрицы G являются 

либо нулевыми, либо равными значениям 



 it
K

jt







 2
cos , it

K

jt







 2
sin . 

В [6, 7] представлены результаты использования такой мо-
дели для анализа динамики топливопотребления в СССР и 

динамики температуры воздуха. Такая модель использовалась 

для целей краткосрочного прогнозирования потребления от-

дельных видов энергоресурсов. При этом применялись экспо-
ненциальные веса информативности наблюдений  

 ht = exp(t). 

где  – параметр, вычисляемый в результате минимизации 
погрешности ретропрогнозов с использованием метода золотого 

сечения [6]. Величина exp() интерпретируется как темп старе-
ния данных. 

 
Общий случай. Далее будем считать, что первые р столбцов 

матрицы G состоят из векторов, линейная комбинация которых 

образует вектор y. Остальные 

 q = m - p 
столбцов матрицы G состоят из векторов, линейная комби-

нация которых образует вектор s. Итак, вектор  можно рас-

сматривать как конкатенацию векторов 1
  R

р
 и 2

  R
q
, 

 .
2

1




   

Пусть 1~  и 2~  – векторы R
m
, образованные из  путем за-

мены в первом случае вектора 2
 на нулевой вектор и во втором 

случае – вектора 1
 на нулевой вектор 

 ,
0

~
1

1 
    .

0~
2

2


   

Выражение (3) с учетом декомпозиции (22) и введенных 
здесь обозначений означает, что  

(23) ,~1Gy  .~2Gs   

Можно воспользоваться декомпозицией матрицы G. Обо-

значим G
1
 и G

2
 матрицы, составленные из первых р столбцов и 

последних q столбцов матрицы G. То есть  



(24) G = [G
1
, G

2
] 

Введем матрицы размером n  m, получаемые путем обну-
ления последних q столбцов и первых р столбцов матрицы G 

(25) ],0,[
~ 11 GG   ].,0[

~ 22 GG   

В силу (24) 

(26) .
~~ 21 GGG   

Введем матрицы размера n×n 

 ,)(
~ 111 HGHGGGB TT   

 .)(
~ 122 HGHGGGB TT   

Отметим что согласно (8), (24) 
(27) В

1
 + В

2
 = В. 

Из (7), (8), (22) следует, что 

(28) у = В
1
х, s = В

2
х. 

Итак, выделение обеих составляющих на базе метода 
наименьших квадратов сводится к использованию линейных 

преобразований исходных данных. Следовательно, процедуры 

выделения являются непрерывными, дифференцируемыми 
и аддитивными. 

Если в качестве исходных данных будут использованы ре-

зультаты выделения составляющих, то получим значения 
 В

1
(В

1
х) = у, В

2
(В

1
х) = 0, В

1
(В

2
х) = 0, В

2
(В

2
х) = s. 

Первое и последнее из этих выражений означает, что про-

цедуры выделения обеих составляющих y и s является идемпо-

тентными. 
Из (17), (25) следует, что  

 .
2211









h

b

h

b

h

b

h

b t

t

t

t

tt   

Здесь 1
tb , 2

tb  – элементы матриц В
1
 и В

2
, находящиеся 

в строке t и столбце . Правая, как и левая, часть этих равенств 
могут не равняться нулю, поэтому для процедуры выделения 

обеих составляющих требование учета информативности 

наблюдений не выполняется. 
Рассмотренные в раздел 5 свойства процедуры выделения 

одной составляющей временного ряда позволяют развить теоре-

тические результаты раздела 4 на методы выделения нескольких 



составляющих. Рассмотрим случай двух составляющих, когда 

вектор их суммарных значений представляется в виде суммы 

(22) векторов y и s. Можно (но не обязательно) для наглядности 
под выделяемой составляющей у понимать тренд, под состав-

ляющей, представляемой вектором s – сезонные колебания. 

Процедуру выделения составляющей y будем представлять 

в виде отображения 1
 вектора х из R

n
 в вектор y из R

n
. Процеду-

ру выделения составляющей s будем представлять в виде отоб-

ражения 2
 вектора х из R

n
 в вектор s из R

n
. Процедуру выделе-

ния составляющей z будем обозначать  , 
 

 y = 1
(x),  s = 2

(x),  z =  (x). 

Процедура   является суммой первых двух процедур: для 

любого х  R
n
 

(29)   = 1
(x) + 2

(x). 

Можно сформулировать следующие семь требований к ука-

занным трем отображениям. Первые шесть из них являются 

тремя парами требований к отображениям 1
 и 2

. Выполнение 
каждой из этих пар требований означает, что это требование 

будет выполняться и для суммарного отображения  . Послед-

нее, седьмое требование формулируется только к отображению 

 .  

1. Отображение 1
 должно быть непрерывным. 

2. Отображение 2
 должно быть непрерывным. 

3. Отображение 1
 должно удовлетворять условию идемпо-

тентности (10). 

4. Отображение 2
 должно удовлетворять условию идемпо-

тентности (10). 

5. Отображение 1
 должно удовлетворять условию адди-

тивности (11). 

6. Отображение 2
 должно удовлетворять условию адди-

тивности (11). 

7. Для отображения   должно выполняться условие ин-

формативности наблюдений (13). 



Доказанные выше теоремы 1, 2 можно обобщить в виде 

следующего утверждения. 

Теорема 3. Все приведенные семь требований к отображе-

ниям 1
, 2

,  , связанных условием (29), выполняются в том и 

только в том случае, если существую матрицы факторов G
1
 и 

G
2
 размерами n  p и n  q при некоторых р и q, такие, что  

,11Gy  ,22Gs   

где векторы 1  из R
р
 и 2  из R

q
 составляют вектор  

 
2

1




  , 

который является решением задачи (1), (3), (5), (22), (23) с 

матрицей G размера n  m при m = p + q, образуемой путем 
конкатенации матриц G

1
 и G

2
. 

 

6. Заключение 

Использованный здесь подход к исследованию и обоснова-

нию методов выделения составляющих временных рядов может 
быть полезен и во многих других случаях. В частности, аксио-

матический подход можно использовать при обосновании мето-

дов выделения составляющих временных рядов в моделях с 
мультипликативным взаимодействием составляющих. 

В данной статье рассмотрена аддитивная модель взаимо-

действия составляющих, что отражают условия (1), (22). В 

некоторых случаях более уместно использование моделей с 
мультипликативными связями между составляющими. В этих 

моделях вместо выражений (1), (22) для исходного временного 

ряда используются зависимости  

 xt = ztt,  zt = ytst,  t = 1,  …, n. 

В [4] рассматривалась такая мультипликативная модель вы-
деления составляющих временных рядов применительно к 

проблеме выделения из исходного временного ряда xt тренда yt , 

сезонных отклонений st и случайных отклонений t. При этом 
приводились результаты использования конкретной мультипли-



кативной модели выделения тренда и сезонных колебаний в 

динамике цен. 

Для обоснования использования мультпликативных моде-
лей потребуется изменить набор требований к методам выделе-

ния составляющих временного ряда. Так, вместо рассмотренно-

го выше требования аддитивности требуется ввести требование 
мультипликативности [4]. При формулировании требования 

учета информативности наблюдений для описания влияния 

данных одних моментов времени на выделяемую составляющую 

других моментов вместо частных производных необходимо 
использовать логарифмические частные производные, т.е. про-

изводные логарифма выделяемой составляющей от логарифма 

значения исходного ряда. Введение набора требований к муль-
типликативным моделям взаимодействия составляющих, также 

как и к рассмотренным в данной статье аддитивным моделям, 

позволяет лучше понять свойства и особенности применения 

разных моделей декомпозиции временных рядов. 
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Abstract: The problem of selecting a method for selecting components of a time 
series is considered. Such components can be, for example, a trend or periodic 
fluctuations. The studied methods of selecting components are represented as a 



mapping of the initial time series to the selected components. A system of require-
ments for these mappings is formulated. Theorems are proved that all the introduced 
requirements are satisfied by the decomposition into components of a time series 

using the least squares method. 

Keywords: methods for identifying time series components, axiomatic approach 
to comparative analysis of methods. 
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