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В рамках всего цикла переделов, применяемых в черной металлургии, присут-

ствует множество энергоемких технологических объектов, энергоэффектив-

ное управление которыми осложнено факторами нестационарности тех про-

цессов, которые в них протекают. Одним из таких объектов является проход-

ная пламенная печь, которую используют в режимах простого нагрева, гомо-

генизации, отжига и других. Если бы для нее была известна температура по-

верхности заготовок на выходе из печи в то время, пока они еще находятся в 

ней, то возможно было бы регулировать некоторые параметры нагрева, оста-

ваясь в рамках технологических инструкций, чтобы минимизировать расход 

сжигаемого топлива. Поэтому в рамках данной работы авторы проводят 

сравнение двух моделей, способных прогнозировать температуру поверхности 

заготовки после режима простого нагрева в такой печи: модель на основе чис-

ленного дифференцирования уравнения нестационарной теплопроводности и 

древовидную модель, полученную методом машинного обучения на основе тех-

нологических данных, снимаемых АСУ ТП с нижнего уровня автоматизации 

печи. Предполагается, что подобные модели могут стать основной для «циф-

рового двойника» объекта, который в дальнейшем может быть использован в 

системах Advanced Process Control (APC). В результате сравнения было уста-

новлено, что ошибка модели, обученной на технологических данных, на 7.4 гра-

дуса Цельсия ниже в среднем, чем у конечно-разностной модели. Предполага-

ется, что полученный результат является следствием преимущества есте-

ственной более глубокой адаптации к объекту у первой модели. 
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1. Введение 

 Современные тенденции внедрения на промышленных пред-

приятиях наукоемких технологий связаны с общей концепцией 

цифровизации производства. Цифровизация отдельных элемен-

тов производства подразумевает интегрирование информацион-

ных потоков, физических объектов и их внутренних и внешних 

взаимосвязей в некоторое подобие единой системы [13,18]. 

Одной из таких концепций являются «цифровой двойник» 

или «цифровая тень», которые могут быть применены к техноло-

гическим объектам или процессам. Создание «цифровых двойни-

ков» целых технологических агрегатов является процессом по-

этапным и начинается с моделирования элементарных подпро-

цессов, протекающих в том или ином технологическом объекте. 

Наиболее актуальной на сегодняшний день целью создания таких 

«цифровых» отражений являются попытки оптимизации потреб-

ления ресурсов, в том числе и энергоресурсов. 

 Проблема энергоэффективности отдельных технологиче-

ских объектов актуальна для многих областей промышленности. 

В рамках постоянно растущих требований к качеству конечного 

продукта, энергоэффективность процессов снижается. Данный 

факт актуален в том числе и для металлургии [7,8], которая явля-

ется одним из ключевых потребителей энергоресурсов. 

 В рамках металлургического производства различного рода 

печи являются одним из наиболее энергоемких технологических 

объектов, для которых актуален вопрос повышения энергоэффек-

тивности без снижения качества реализуемого технологического 

процесса. Предполагается, что подобного эффекта можно будет 

достичь, применив концепции цифровизации, включая «цифро-

вых двойников». 

 Все вышеизложенное справедливо и для «Оскольского элек-

трометаллургического комбината им. А.А. Угарова», в составе 

которого находится «Сортопрокатный цех №1», выпускающий 

горячекатаную сталь. Данный цех представляет особый интерес 
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ввиду того, что прокат является одним из основных этапов, 

наиболее сильно влияющих на качество конечного продукта. В 

цехе используют пламенные шестизонные печи для нагрева заго-

товок перед прокатом. Топливом для печей является смесь при-

родного газа и воздуха. 

 Для решения задачи повышения энергоэффективности 

можно промоделировать сам процесс нагрева и попытаться спро-

гнозировать результат (т.е. температуру нагреваемого объекта на 

выходе печи). На основе полученных данных можно будет ре-

шить обратную задачу оптимизации и найти более оптимальные 

кривые расхода топлива. Таким образом, задача сводится к про-

гнозированию температуры заготовки после её нагрева (т.е. к мо-

менту, когда она попадет в прокатный стан) еще до того, как она 

покинет печь. Ранее в [21] авторы уже рассматривали данную 

проблему и описывали несколько способов моделирования про-

цесса нагрева, в том числе и способ на основе методов машин-

ного обучения и анализа данных. Предложенный подход позици-

онировался как альтернативный по отношению к ставшим уже 

классическими математическим моделям на основании числен-

ного решения дифференциальных уравнений. 

 В данной работе предлагается сравнение двух моделей: 

1) сеточной модели, решающей двумерную задачу нестационар-

ной теплопроводности с граничными условиями III-го рода; 

2) древовидной модели из работы [21], полученной на основе 

анализа данных из АСУ ТП печей нагрева. Целью обеих моделей 

является прогнозирование значения температуры заготовки на 

стане после её нагрева еще до того, как сам процесс нагрева за-

вершится, при этом учитывается время, которое заготовка дви-

жется от печи до пирометра, установленного в первой клети про-

катного стана. 

 Предполагается, что сравнение позволит проиллюстриро-

вать сильные и слабые стороны подходов и более точно опреде-

лить границы их применимости. В дальнейшем модель с более 

высокими показателями будет использоваться как база для реше-

ния упомянутой выше обратной задачи. 
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2. Построение конечно-разностной модели нестаци-

онарного нагрева 

 Один из классических способов промоделировать процесс 

нагрева заготовки в печи – это решить прямую задачу нестацио-

нарной теплопроводности с заданными граничными условиями в 

пространстве определенного размера. В данном случае, решить 

задачу означает найти решение относительно дифференциаль-

ного уравнения нестационарной теплопроводности, которое для 

прямоугольного объекта в двумерном случае имеет вид (1). 

(1) 
2 2

2 2
( )

*

T T T

c x y



 

  
= +

  
 

 Здесь Т – температура заготовки, К; λ – коэффициент тепло-

проводности заготовки, Вт/(м*К), ρ – плотность заготовки, кг/м3; 

с – коэффициент теплоемкости заготовки, Дж/(кг*К); х и у, соот-

ветственно, описывают двумерное пространство, в котором необ-

ходимо промоделировать температурное поле, например, прямо-

угольное сечение заготовки. Случай (1) хорошо подходит под 

технологический процесс сортопрокатного цеха №1, где нагрева-

ются и затем прокатываются заготовки прямоугольного сечения 

0.3х0.36 метра. 

 При этом решение такого рода задачи возможно только с за-

ранее определенными граничными условиями. В пламенных пе-

чах наблюдается конвективно-радиационный теплоперенос, где 

часть тепла заготовка получает за счет излучения нагретой футе-

ровки, часть – посредством теплообмена с нагретой воздушной 

средой. В таких условиях актуальны следующие граничные усло-

вия: 

(2) 
4 4( ) ( )среды среды

T
T T Т Т

dn
  


− = − + −  

 Здесь Т и λ имеют тот же смысл, что и в уравнении (1), ε – 

коэффициент черноты поверхности заготовки; κ – коэффициент 

теплообмена с окружающей средой, Вт/м2*К; σ – постоянная Сте-

фана-Больцмана; Тсреды – температура нагревающей среды;  

n – это внешняя нормаль к поверхности, которая определяет 



 

Системный анализ 

5 

направления движения теплового потока. Для упрощения расче-

тов обычно предполагают, что тепловые потоки двигаются вдоль 

нормалей к поверхности нагреваемого объекта. 

 Таким образом, начальные и граничные условия, определя-

ющие прямоугольное сечение заготовки, слева и справа на грани-

цах которой происходит индуктивно-конвективный теплопере-

нос, имеют вид (3). 

(3) 

0

4 4

1

4 4

2

0 : ,0 ,0

0 : ( ) ( );

: 0, 0;

0 : 0, 0;

: ( ) ( );

слева Об слева Об

справа Об справа Об

t T T x L y H

T
x T T T T

x

T
x L t

x

T
y t

x

T
y H T T T T

y

  

  


 = =    



= − = − + − 




= = 



= = 





= = − + −
 

 

 Здесь L и H – это длина и ширина сечения заготовки, м;  

ТОб – температура нагреваемого объекта, К; Tслева – температура 

нагревающего поля слева, К; Tсправа – температура поля справа, К; 

κ1 – коэффициент теплообмена с нагревающей средой слева; κ2 – 

коэффициент теплообмена с нагревающей средой справа. 
 Вышеизложенная задача в постановке с граничными услови-

ями третьего рода может оказаться аналитически неразрешимой. 

В таких случаях прибегают к численному дифференцированию, 

а точнее – к построению конечно-разностной схемы для решения 

конкретной задачи. Подобного рода схемы используют дискрети-

зацию непрерывного температурного поля внутри заготовки на 

заранее определенной сетке. Замена непрерывных частных про-

изводных на их сеточные аналоги производится путем перехода 

к конечным разностям посредством определения предела произ-

водной в точке. Данные методы изложены в [15, 16]. Дискретиза-

ция в контексте двумерной задачи по пространству возможна при 

помощи метода покоординатного расщепления. Суть данного 

подхода заключается в том, что строятся две локально одномер-

ные разностные схемы для каждой из координат. При расчете 
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схем тепловой дискретный поток вычисляется вдоль оси Ох на 

n+0.5-м временном слое, а вдоль Оу – на целом n+1-м временном 

слое. 

 В результате применения локально одномерных схем были 

получены следующие системы уравнений для оси Ох (4) и Оу (5): 

(4) 

1 1
0 1

2 2
0.5

1 1

1 1
1

(1 )

(2 )

(1 )

n nx x
Слева

n n n nx x
x x x x

n nx x
Слева N N

l l
T Т Т

l l
Т Т Т Т

k k

l l
T Т Т

 

 

 

 

 

+

− +

−


= + −




= − + + −



= − + +


 

(5) 

2 2 0.5 0.5

0 1

2 2

1 0.5 0.5 0.5

1 1

0.5 0.52 2
1

(1 )

(2 )

(1 )

y y n n

Справа

y yn n n n

y y y y

n nx x
Справа N N

l l
T Т Т

l l
Т Т Т Т

k k

l l
T Т Т

 

 

 

 

 

+ +

+ + + +

− +

+ +

−


= + −




= − + + −



= − + +


 

 Здесь lx и ly – это дискретные шаги по сетке в направлении 

оси Ох и Оу соответственно. Ту и Тx – это температуры в соответ-

ствующих локально одномерных схемах. Результирующей тем-

пературой в точке является Тn+1. Общая температура модели мо-

жет быть найдена путем арифметического среднего по всем точ-

кам. Параметр k – это коэффициент температуропроводности, 

м2/с. 

(6) а
c




=


 

 Полученные системы уравнений (4) и (5) являются трехто-

чечными и решаются итеративным методом. Конечное решение 

имеет вид (7): 

(7) 

0.5 0.5

1

1 1

1

*

*

n n

x x x x

n n

y y y y

Т T

Т T

 

 

+ +

+

+ +

+

= +

= +
 

 Итеративные коэффициенты α и β вычисляются для гранич-

ных условий по оси Ох (8) и Оу (9). 
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(8) 

1 2

2

1

1 2

2

2

2

x

x

x x

x

c l

c l T

c l

 


  




  

 
=     


   =

     

  

(9) 

1 2

2

1 1

1 2 2

2

2

2

2 ( 2 )

y

y

y y yy

y y

а

l а

l T а l q

l а l а









  

=

 
= + + +


     = +

 +   +  

 

 В остальных точках сетки, кроме краевых, коэффициенты α 

и β вычисляются по уравнениям системы (10) для Ох и (11) – для 

Оу. 

(10) 

12 2
2

1

12

12
2

2
/

( )

2

x

i

x x
x

n

x
i

x x

i

x
x

cl l
l

c T

l

c l
l

  
 










 





−

−

−

−


= − 

+

  

 −
 =


− 
 +


 

(11) 

12 2
2

1

12

12
2

2
/

*
( )

2

y

j

y y
y

n

y

j

yy

j

y
y

cl l
l

c T

l

c l
l

  
 










 





−

−

−

−


= − 

+

 

 −


=
− 

 +


 

 Опираясь на вышеизложенное, возможно программно реали-

зовать сеточную модель, однако, без процедур адаптации она 

окажется крайне неточной и чрезмерно усредненной. 
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3. Адаптация модели нестационарной теплопровод-

ности 

 Основная трудность построения модели нестационарного те-

леобмена с использованием дифференциального уравнения не-

стационарной теплопроводности заключается в том, что некото-

рые параметры модели нужно рассматривать в динамике от тем-

пературы. 

(12) 

( )

( )

( )

( )

c

f T

c f T

f T

f T













=


=


=
 =

 

 Таким образом, основная сложность построения сеточной 

модели нестационарной теплопроводности заключается в опре-

делении конечного вида правых частей системы (12). Согласно 

контексту предметной области, в печи нагрева проходят терми-

ческую обработку стальные заготовки, которые обладают различ-

ными химико-физическими свойствами, называемыми общим 

термином «марка стали». Ключевая проблема поиска оптималь-

ных правых частей системы (12) заключается в том, чтобы 

найденные функции наиболее точно описывали реальное поведе-

ние определенных параметров стали при нагреве в контексте за-

данной марки. На сегодняшний день не существует единых тео-

ретических формул, которые можно было бы подставить в пра-

вые части системы (12) и получить готовое решение. Часть под-

ходов основаны на аппроксимации данных натурного экспери-

мента, другая часть – на ранее установленных эмпирических за-

висимостях. Как например уравнение (13), подробно описанное в 

[6]. 

(13) 3 0(| |)

0 1 2( ) ( )
1000

a T TnT
c T c a a e

− −
= + +  

 Оно справедливо только для углеродистых сталей, где с0, а1, 

а2, Т0 являются эмпирическими коэффициентами, зависящими от 

марки стали. 
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 В результате анализа доступных подходов и методов, в част-

ности, опираясь на идеи, изложенные в работе [19], правые части 

системы для λ, ρ и с было решено восстановить путем аппрокси-

мации табличных дискретных наблюдений, содержащихся в ин-

женерных справочниках [1,5] при помощи регрессионных урав-

нений вида (14). 

(14) 
0

1

( ) ( )
n

i

i

i

f T T  
=

= + +  

 Исследовалась марка «Сталь 20», для которой была найдено 

регрессионное уравнение, описывающее зависимость теплоемко-

сти от температуры в виде кусочно-заданной функции (15). 

(15)

5 2 7 3

2 2 5 3

700 : ( ) 476.5 0,25 7,1 10 6,5 10

700 : ( ) 1432

700 : ( ) 13372 - 35,8 7,3 10 - 1,01 10  

T c T T T T

T c T

T c T T T T

− −

− −

  = + +  + 


= =


 = +  

 

 Собственно, аппроксимация данной функцией исходных 

данных представлена на рисунке 1. Отдельные регрессионные 

уравнения в составе кусочно-заданной функции имеют показа-

тели качества R2 = 0,9991 для T <700 ℃ и R2 = 0,9024 для 

Т >700 ℃. 

 
Рис.1. Аппроксимация табличных значений теплоемкости 

найденной функцией (пустые круги – табличные значения; ли-

ния – аппроксимация регрессионным уравнением) 



 

Управление большими системами. Выпуск 70 

10 

 Также была получена функция, описывающая динамику из-

менения плотности «Сталь 20» от температуры – (16). 

(16) 
4 2 7 3 13 5( ) 7862 0,25 3,2 10 4,2 10 1,6 10T Т Т Т Т − − −= − −  +  −   

 Точность модели по критерию R2 = 0,9682, аппроксимация 

табличных значений плотности найденным уравнением пред-

ставлена на графике (рис.2). 

 
Рис.2. Аппроксимация табличных значений плотности найден-

ной функцией 

 Регрессионная функция для описания зависимости тепло-

проводности «Сталь 20» от температуры была получена в виде 

(17) с качеством модели R2 = 0,9962. 

(17) 5 2 9 3( ) 90,1 0,14 8,3 10 5,03 10Т Т Т Т − −= − +  −   

 Для нахождения коэффициента теплообмена было предпо-

ложено, что в дискретный момент времени t система стацио-

нарна, как и все её параметры. Тогда коэффициент теплообмена 

можно вычислить при помощи уравнения из работы [14] в виде 

(18). 

(18) 
* ( )

( )
airNu Т

Т
l


 =   

 Здесь l – определяющий размер или высота вертикальной по-

верхности теплообмена, м; λair – это коэффициент теплопровод-
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ности воздушной нагревающей среды, Вт/(м*К). Здесь наиболь-

шую сложность в расчетах представляет критерий Нуссельта, ко-

торый описывается критериальной функцией [17] – (19). 

(19) ( ,...)Nu f Re,Pr,Gr=  

 Где, Re – критерий Рейнольдса, Pr – критерий Прандтля,  

Gr – критерий Грасгофа. Каждый из критериев имеет свои извест-

ные формулы для расчета. В результате предполагаем, что в мо-

мент времени t в печи присутствует турбулентный поток воздуха, 

тогда (19) примет вид: 

(20) 
0,8 0,43 0,250.021 * *( )

sb

Pr
Nu Re Pr

Pr
=   

 При расчете критерия Прандтля (Pr) используются функции 

от температуры для теплопроводности и плотности воздуха, ко-

торые хорошо известны. Prsb – это критерий Прандтля, посчитан-

ный относительно параметров заготовки (на границе заготовки), 

а не воздуха. 

 Поскольку сравнение моделей предполагалось делать на вы-

борке с реального технологического объекта для марки «Сталь 

20», то правые части системы (12) было решено описывать урав-

нениями (15) – (18). 

 Для описания процесса нагрева в проходной печи, состоя-

щей из шести зон, расположенных попарно (I-я и II-я, III-я и IV-

я, V-я и VI-я зоны), потребовалось три связанные друг с другом 

сеточных модели, выполняющихся последовательно. Поскольку 

модель, основанная на данных, прогнозирует температуру не 

сразу после выхода из печи, а на стане после того, как заготовка 

какое-то время движется до пирометра, установленного в первой 

клети стана, то для адекватности сравнения было решено прогно-

зировать именно температуру заготовки в момент ее прихода на 

стан. Для этого был промоделирован период остывания. Таким 

образом, потребовалось четыре выполняющиеся последова-

тельно модели, где прогноз предыдущей модели выступает 

начальным условием преследующей. 

 В результате была получена сеточная модель, реализованная 

на языке программирования C# с использованием средств Visual 

Studio Community Edition. 
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4. Модель на основе технологических данных 

 В качестве альтернативны для сравнения рассматривается 

модель на основе данных, полученных из АСУ ТП печей нагрева. 

Ранее в работах [4] и [21] подробно разбиралась данная модель и 

пути её получения. 

 Для чистоты эксперимента было решено повторно обучить 

упомянутую модель на основе технологических данных. Для 

этого из системы слежения за металлом (части АСУ ТП управле-

ния печью) были получены данные по 21018-ти заготовкам раз-

личных углеродистых марок стали приблизительно за 60 дней ра-

боты системы. Также были взяты данные из архивов сигналов 

нижнего уровня АСУ ТП печи нагрева за этот же временной про-

межуток. В результате был получен пространственный набор 

данных из 11-ти независимых переменных, которые в явном или 

неявном виде используются в конечно-разностной модели: 1) 

температуры левой части печи для каждой пары зон; 2) темпера-

туры правой части печи для каждой пары зон; 3) время нахожде-

ния заготовки в каждой паре зон; 4) время движения заготовки от 

печи до пирометра, 5) вес заготовки. В качестве целевой перемен-

ной выступала температура поверхности заготовки, снятая пиро-

метром в стане. 

 В результате подготовительных работ был получен массив 

данных размерностью 21018 на 12, из которого были удалены 15 

заготовок марки Сталь20, которые будут использоваться для 

сравнения моделей далее. Затем была произведена чистка строк, 

содержащих пустые значения, в результате которой осталось 

20954 заготовки. Исходные данные были разбиты на обучающее 

и тестовое подмножества (рис.3). 
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Рис 3. Диаграмма разбиения исходного набора данных на обуча-

ющее и тестовое подмножества 

 Основным инструментом обучения модели выступила тех-

нология экстремального градиентного бустинга (она же 

XGBoost) [10], суть которой заключается в поэтапном итератив-

ном уменьшении ошибки выхода конкретной модели путем по-

строения нисходящей решающей композиции из подобных, в ка-

чественной структуре, моделей. 

 В данном случае модель представляет собой структуру вида 

«Случайный лес», где в основе структуры используются не клас-

сические мульти-аддитивные деревья (MART) [11], а аддитивные 

деревья с Dropout функцией (DART) [20], которые реализуют од-

ноименную технологию. Логика работы Dropout, применительно 

к деревьям решений, схожа с подобной технологией, применяю-

щейся при обучении нейронных сетей. За одним исключением – 

деревья выпадают из цикла градиентного бустинга насовсем с по-

следующей компенсацией весов остальных деревьев. 

 В качестве программного инструмента реализации использо-

валась одноименная библиотека XGBoost для языка R.4.0.5. Па-

раметризация модели (табл.1), а также предварительная обра-

ботка данных выполнена в среде RStudio средствами языка про-

граммирования R.4.0.5. 
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Таблица 1. Параметризация DART-модели  

Параметр Значение 

Максимальная глубина одного дерева в струк-

туре типа «лес» 

6 

Метод создания деревьев “Approx” [9] 

Шаг обучения 0.3 

Частота срабатывания метода Dropout (доля 

деревьев, которые будут отсеяны) 

0.1 

Коэффициент регуляризации L2 1.0 

Количество деревьев в одном «лесу» 50 

Количество раундов обучения 50 

Процент данных, которые доступны модели 

при обучении 

100% 

5. Сравнение моделей 

Для сравнения точности отдельных моделей, из данных АСУ 

ТП печей нагрева были выбраны 15 заготовок марки «Сталь 20» 

(табл.2). 

Таблица 2. Данные по 11 входным параметрам для сравнения мо-

делей 

Температурно-временная карта 

t1, с T1, 

T2, ℃ 

t2, с T3, 

T4, ℃ 

t3, с T5, 

T6, ℃ 

m, кг t4, c 

18053 996 7200 975 6541 1186 4970 225 

18053 996 7200 975 6727 1186 4980 159 

18448 996 6949 975 6855 1185 4930 138 

7387 992 4655 965 4002 1183 9760 140 

7348 992 4709 966 4034 1182 9680 180 

7377 992 4671 965 3886 1183 9680 161 

7353 991 4916 966 3820 1181 9800 197 

7405 991 4904 966 3905 1180 9780 153 

7388 991 4904 966 3820 1181 9790 220 

14533 990 7866 977 10635 1181 4990 148 

14531 990 7866 977 10565 1181 5000 158 
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14135 989 8184 977 10295 1182 4990 156 

14136 989 8184 977 10366 1182 4990 145 

9554 991 5908 972 12702 1190 4970 133 

9554 991 5908 972 12798 1190 4910 157 

 

 В таблице 2 параметры t1-t3 отвечают за время, проведенное 

заготовкой в 1-й, 2-й и 3-ей паре зон, параметры T1, T3, T5 отве-

чают за температуры с левой стороны печи в данных зонах, а T2, 

T4, T6 – с правой стороны, что соответствует параметрам Tслева и 

Tсправа из системы уравнений (3), параметр t4 отвечает за время, 

которое заготовка проходит от печи до пирометра, а m – за массу 

заготовки. 

 Данные о времени, которое эти заготовки провели в пути от 

печи до пирометра, были рассчитаны на основании имеющихся 

временных меток в данных. Выбирались только те заготовки, ко-

торые добрались до пирометра в стане менее, чем за 400 секунд, 

так как превышение этого значения означало бы отклонение от 

нормального технологического режима работы. Набор данных, 

представленный в таблице 2, не был задействован при обучении 

модели на данных или её тестировании. 

 Чтобы сравнить между собой полученные модели, необхо-

димо выбрать критерий качества. В данном случае сравниваются 

результаты, полученные на одном и том же наборе данных, по-

этому можно воспользоваться критерием абсолютной средней 

ошибки (MAE): 

(21) 
1

1
MAE | |

h

i

i

e
h =

=   

 Здесь h – это дистанция прогнозирования, ei – ошибка про-

гноза на i-м шаге. Или использовать абсолютную среднюю про-

центную ошибку (MAPE). 

(22) 
1

| |1
MAPE

h
i

i i

e

h y=

=   

 Использование оценки на основании среднеквадратичных 

отклонений (MSE), например, корень из среднеквадратичных 

ошибок (RMSE), здесь менее информативен, так как из-за квад-

ратичного преобразования не позволяет ответить на вопрос 

«насколько одна модель лучше, чем другая?» в градусах Цельсия. 
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 Воспользовавшись метриками (21) и (22), были получены 

выходы двух моделей при однообразии входных данных, взятых 

из таблицы 2. 

 Моделью машинного обучения для упрощения будем назы-

вать DART-модель по её главной составляющей. Выходы моде-

лей, включая эталонные значения, на основании которых предпо-

лагается вести сравнение, приводятся к таблице 3. 

 Результаты самого сравнения приводятся в таблице 4. И как 

можно заметить из результатов на одних и тех же входах, модель, 

построенная на данных, в среднем ошибается на 7.4 градуса 

Цельсия меньше, чем конечно-разностная модель. 

 Чтобы судить об адекватности данного сравнения, необхо-

димо доказать, что полученные прогнозы моделей являются зна-

чениями из одной генеральной совокупности, для чего необхо-

димо доказать предположение об отсутствии статистически зна-

чимых различий между реальными данными и результатами про-

гноза моделью. Для этого необходимо сравнить дисперсии двух 

выборок, например, критерием Фишера. 

Таблица 3. Выходы моделей в сравнении с эталоном 

Эталонные значе-

ния, ℃ 

Выход DART-

модель, ℃ 

Выход сеточной мо-

дели, ℃ 

1012 1001 1008 

1038 1016 1043 
1018 1030 1055 

1030 1038 1049 

1038 1038 1026 
1035 1035 1037 
1024 1031 1017 
1034 1035 1041 
1029 1028 1005 
1035 1021 1045 
1011 1014 1039 
1004 1014 1041 
1041 1025 1047 
1016 1033 1062 
1037 1018 1048 
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Таблица 4. Результаты сравнения 

 DART - модель Сеточная модель 

MAE, ℃ 9.57 16.9 

MAPE, % 0.0093 0.0162 

  

 В данном случае размерность выборки мала для того, чтобы 

опираться на P-значение, однако, можно предположить, что две 

дисперсии равны друг другу, если их отношения дает единицу, и  

95%-й доверительный интервал F-теста покрывает собой это зна-

чение. Формально данное заключение имеет вид (23). 

(23) 95 95

( )
{ 1}

ˆ( )

D Y
l u

D Y
 =   

 Здесь Y – это эталонные значения температур, Ŷ – прогнозы 

модели, l95 и u95 – это верхнее и нижнее значение доверительного 

интервала. Для того, чтобы применить критерий Фишера, необ-

ходимо обеспечить допущение о нормальности остатков. Был 

применен формальный тест Шапиро-Уилка [12] к остаткам моде-

лей. Его результаты приведены в таблице 5. 

Таблица 5. Результаты формального теста Шапиро-Уилка 

 W(Y) P-value 

Эталон 0.90095 0.1 

Выход DART-модели 0.92747 0.25 
Выход сеточной модели 0.90564 0.11 

 

 Для всех выборок рассчитанное p-значение превышает кри-

тический показатель 0.05, а значит, можно судить о нормально-

сти распределения. 

 В результате анализа были получены следующие интерваль-

ные оценки (табл. 6), на основе которых можно заключить, что 

для обеих моделей происходит перекрытие отношения довери-

тельными интервалами согласно (23). 

Таблица 6. Результаты теста на равенство дисперсий 

 l95 u95 

DART-модель 0.3956223 3.5099546 

Сеточная модель 0.1730184 1.5350168 
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 Полученный выше результат можно интерпретировать в 

пользу адекватности сравнения моделей. Прогноз и эталонные 

значения являются выборками из одной генеральной совокупно-

сти, а, следовательно, отклонения от эталона можно расценить 

как критерий качества моделей. 

6. Заключение 

 В результате исследования и сравнения двух моделей было 

установлено, что модель на данных показывает лучшее качество 

прогноза, ошибаясь в абсолютных значениях на 7.4 градуса Цель-

сия меньше, чем модель конечных разностей. 

 Такой результат может быть объяснен за счет сильного вли-

яния адаптации на конечную точность конечно-разностной мо-

дели. Сеточная модель требует более сильной привязки к объ-

екту, тогда как модель, построенная на данных с конкретного 

объекта, по умолчанию является адаптированной по отношению 

к нему из-за сохранения контекста (данные получены с конкрет-

ного объекта конкретного предприятия). 

 Таким образом, можно выделить существенный недостаток 

классической математической модели, который заключается в 

потребности формализовывать контекст нагрева в конкретной 

печи, выраженный, в частности, нахождением оптимальных фор-

мул правой части системы (12). Авторы считают недостатком вы-

шесказанное из-за того факта, что не всегда возможно получить 

с реального действующего производства все необходимые дан-

ные для проведения адаптации конечно-разностной модели. Од-

новременно с этим, такая процедура не требуется для модели, 

обученной на технологических данных. 

 При этом, как у сеточной модели, так и у модели на данных 

имеется ряд недостатков, наиболее критичным из которых явля-

ется потребность в самих данных. Модель машинного обучения 

не может быть применена в ситуациях, когда отсутствует доста-

точное количество информации с объекта или она слишком 

сильно зашумлена и не может быть очищена без нарушения внут-

ренней структуры данных. 
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 По мнению авторов, вклад данной работы заключается в 

обоснованном подтверждении предположения о том, что, приме-

нительно к решению выбранной задачи, модель на основе данных 

является более перспективной, так как процесс адаптации проте-

кает непосредственно в процессе ее построения, не требуя ни-

чего, кроме уже имеющихся данных. Идея моделирование физи-

ческих процессов, протекающих в технологических объектах, в 

виде «черного ящика» не нова, однако данная работа показывает, 

что такой подход, применительно к задаче описания процесса не-

стационарного нагрева, оказывается, как минимум, не хуже 

«классического» подхода [2,3], предлагаемого исследователями в 

этой области. 
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Abstract: Within the whole cycle of technological conversion processes, which are 

widespread in the ferrous metallurgy, there are many energy-intensive technological 

units, energy-efficient control of which is a complicated task due to the non-station-

arity of technological processes within them. One of such units is a continuous flame 

furnace, which is used for simple heating, homogenization, annealing and other oper-

ations. If the surface temperature of the billets at the furnace outlet could be known in 

advance (while they are still inside the furnace), it would be possible to adjust certain 

heating parameters, while staying within the technological instructions, in order to 

minimize the consumption of the combustible fuel. Therefore, in this paper we com-

pare two models to predict the temperature of the billet surface after a simple heating 

in such a furnace: a model based on numerical differentiation of transient heat con-

duction equation and a tree-like one, which is obtained by machine learning and based 
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on the technological data from the lower level of the furnace automation. It is sup-

posed that such models can become the basis for a "digital twin" of the unit, which 

can be further used in Advanced Process Control (APC) systems. As a result of com-

parison, it is obtained that the error of the data-based model is 7.4 degrees Celsius 

lower on average comparing to the finite-difference one. It is assumed that this result 

is a consequence of the advantage of the first model "natural adaptation" to the tech-

nological unit. 

 

Keywords: digital twin, decision trees, grid model, transient heat conduction, 

machine learning. 
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