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Рассмотрена задача о существовании статических регуляторов по выходу 

для линейных непрерывных стационарных управляемых и наблюдаемых объ-

ектов в общем случае и дано ее решение. Очевидным преимуществом управле-

ния статической обратной связью по выходу по сравнению с управлением по 

состоянию является то, что для ее реализации не требуется измерять все 

переменные состояния. Не менее значимое преимущество перед управлением в 

форме линейного динамического регулятора состоит в том, что размерно-

сти замкнутого и исходного объектов равны. Показано, что с помощью при-

ведения матриц входа и выхода к блочно-однородному виду, исходное билиней-

ное неравенство относительно матрицы квадратичной функции Ляпунова и 

матрицы регулятора можно представить в виде единой блочной симметри-

ческой матрицы. Благодаря этому удается сформулировать необходимые и 

достаточные условия существования статических регуляторов по выходу. В 

соответствии с представленной теоремой, сделан вывод о том, что если 

матрицу объекта можно разбить на блоки таким образом, что хотя бы один 

из ее диагональных блоков был гурвицевым, то статический регулятор суще-

ствует. Если это условие выполняется, то для существования статического 

регулятора по выходу необходимо и достаточно, чтобы существовал регуля-

тор по состоянию для неустойчивого диагонального блока матрицы объекта. 

Полученные результаты дают четкие критерии, по которым можно делать 

выводы относительно возможности статической стабилизации заданного 

линейного объекта. Представлены примеры, на которых продемонстрировано 

применение полученных результатов. 

Ключевые слова: статический регулятор по выходу, гурвицева матри-

ца, теорема Ляпунова, лемма Шура. 

1. Введение 

Одним из наиболее востребованных способов стабилизации 

линейных объектов, по ряду вполне понятных причин, является 

статическая обратная связь по походу. В общем случае, синтез 

таких регуляторов сводится либо к решению билинейного мат-

ричного неравенства относительно двух переменных, либо к 
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поиску двух взаимно-обратных положительно определенных 

матриц, удовлетворяющих системе линейных матричных нера-

венств. В обоих случаях задача представляется невыпуклой. Ре-

шению этой задачи посвящено большое количество публикаций. 

Не претендуя на полноту, укажем лишь некоторую часть из них 

(например, [7-10, 12,13]). Предложено большое количество раз-

личных алгоритмов, которые в ряде случаев оказываются ус-

пешными и могут применяться для решения самых разных 

практических задач. В частности, в статье [1] предложен алго-

ритм поиска двух взаимообратных матриц и доказана его схо-

димость. Обзорная работа [13], а также работы [10-12] содержат 

описание различных подходов и средств, применяемых для ре-

шения билинейных матричных неравенств. Рассмотрены также 

различные частные случаи, для которых задача синтеза статиче-

ских регуляторов по выходу может быть сведена к решению ли-

нейных матричных неравенств [5, 13]. Вместе с тем, насколько 

нам известно, в общем случае, задача синтеза статических регу-

ляторов по выходу является не решенной в смысле существова-

ния необходимых и достаточных условий, выражаемых в форме 

линейных матричных неравенств. Кроме того, в общем случае, 

не существует четких критериев относительно размерностей 

входа и выхода, по которым можно делать выводы о существо-

вании статических регуляторов по выходу (см. например, [6]). 

Именно отсутствие таких критериев, серьезно затрудняет реше-

ние задачи синтеза. 

В статье представлено решение задачи о существовании 

статических регуляторов по выходу. Показано, что если в мат-

рицу объекта � можно представить в блочном виде с двумя диа-

гональными квадратными блоками таким образом, что, по край-

ней мере, один из блоков будет гурвицевым, то для существова-

ния статического регулятора по выходу необходимо и достаточ-

но, чтобы существовал статический регулятор по состоянию для 

неустойчивого блока матрицы �. 

Статья организована следующим образом. Первая глава 

представляет собой введение. Вторая глава содержит постанов-

ку задачи. В третьей главе представлено решение задачи на ос-

нове теоремы о существовании статического регулятора по вы-

ходу. Здесь также вводится понятие блочно-однородных матриц 
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входа и выхода, играющих важную роль для основных результа-

тов работы. Четвертая глава содержит применение полученных 

результатов для статической стабилизации нескольких линей-

ных объектов. Завершает основную часть статьи заключение. 

2. Формулировка задачи 

Рассмотрим задачу стабилизации линейного управляемого 

и наблюдаемого стационарного объекта с помощью статическо-

го регулятора по выходу. Дан неустойчивый объект вида 

(1) �̇ = �� + ��, �(0) = �0  
 = С� 
где � ∈ �� – вектор состояния объекта; 
 ∈ �� – измеряемый выход; � ∈ �� – вход; � ∈ ��×� – матрица объекта; � ∈ ��×� – матрица входа; � ∈ ��×� – матрица выхода. 

Для стабилизации (1) применим закон управления из класса ста-

тических обратных связей по выходу. Уравнение соответст-

вующего регулятора имеет вид 

(2) � = �
 

где � ∈ ��×� – матрица регулятора. 

Уравнение объекта (1) c учетом (2) примет замкнутый вид 

(3) �̇ = �� + ���� 

Запишем матрицу замкнутого объекта 

(4) �� = � + ���  

Без потери общности, ограничим размерность выхода � сле-

дующим образом 

(5) � ≤ � < � 

Введенные ограничения не являются принципиальными, а на-

против, вполне естественными и в большинстве практических 

задач выполняются. Если все же � > �, то выкладки будут ана-

логичными. Тогда, задача заключается в том, чтобы определить 

необходимые и достаточные условия относительно размерно-

стей входа � и выхода �, при которых статический регулятор по 
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выходу, обеспечивающий асимптотическую устойчивость замк-

нутого объекта с матрицей (4), существует. 

3. Решение задачи 

Прежде чем переходить к решению задачи, приведем неко-

торые вспомогательные результаты, которые понадобятся в 

дальнейшем. Рассмотрим произвольную действительную мат-

рицу линейного объекта 

(6) � =
⎝⎜
⎜⎛
�11 �21 … �1��21 �22 … �2�… … … …��1 ��2 … ���⎠⎟

⎟⎞ 

Представим ее в блочном виде с квадратными диагональными 

блоками 

(7) � = (�11 �12�21 �22) 

Докажем лемму: 

Лемма 1.  Любую гурвицеву матрицу можно представить в 

блочном виде таким образом, что, по крайней мере, один из 

двух ее диагональных блоков будет гурвицевым, т.е. 

(8) ∃( ∈ {1 ≤ ( ≤ 2} → ,���(�(( ∈ �-×-) < 0 

где ,���(�(() = max1≤(≤-{�1,((�(()}. 

Доказательство.   Пусть матрица � вида (7) гурвицева. Значит, 

в соответствии с теоремой Ляпунова существует такая матрица 

2 = (
211 2122124 222) > 0, что выполняется следующее неравенство 

(9) 6 = �2 + 2 �4 = (
611 6126124 622) < 0 

Блоки матрицы 6  определяются следующим образом: 

(10) 611 = �11211 + 211�114 + �122124 + 212�124  

(11) 612 = �11212 + �12222 + 211�214 + 212�224  

(12) 622 = �21212 + 2124 �214 + �22222 + 222�224  

Предположим обратное, что ни один из блоков матрицы � не 

является гурвицевым. Для разрешимости неравенства (9) необ-

ходимо, чтобы выполнялись следующие неравенства 

(13) �11211 + 211�114 + �122124 + 212�124 < 0 
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(14) �21212 + 2124 �214 + �22222 + 222�224 < 0 

где 2(( > 0. 

Поскольку матрица 212 входит в оба неравенства, то обеспечить 

разрешимость обоих неравенств одновременно невозможно. Ес-

ли, например, разрешимо неравенство (13), то разрешимость 

(14) будет определяться только матрицей 222. Но т.к. �22 не гур-

вицева, то обеспечить разрешимость (14) только одной матри-

цей 222 невозможно. Следовательно, хотя бы один из диаго-

нальных блоков гурвицевой матрицы � должен быть гурвице-

вым. Лемма доказана. 

Отметим, что если в матрице � выполняется условие (8), то 

это не гарантирует того, что матрица гурвицева, т.е. обратное 

утруждение не верно. 

Рассмотрим второй вспомогательный результат, который в 

дальнейшем будет играть ключевую роль. Введем в рассмотре-

ние блочно-однородные матрицы входа и выхода. Именно, мат-

рицы � и �  являются блочно-однородными, если они удовле-

творяют следующим условиям 

(15) � = (0(�−�)×��� ), � = ( ��0(�−�)×�) 

(16) � = (��   0�×(�−�)), � = (0�×(��−�)   ��) 

где �� и �� – квадратные матрицы полного ранга. 

Благодаря такому представлению, произведение матриц ��� в 

(4) можно представить в виде блочной матрицы, все блоки кото-

рой, за исключением одного, равного �̂ = �����, будут нуле-

выми. Понятно, что в общем случае, матрицы входа и выхода 

являются произвольными и не являются блочно-однородными. 

Покажем, что с помощью линейных преобразований исходного 

объекта, матрицы входа и выхода всегда могут быть получены в 

соответствии с (15) и (16). Для этого докажем следующую лем-

му: 

Лемма 2.  В пространстве состояния объекта с матрицей � 

всегда можно выбрать такой базис, в котором матрицы входа 

и выхода будут иметь блочно-однородный вид. 

Доказательство.   Будем считать, что относительно матриц 

входа и выхода возможны два наиболее часто встречающихся на 
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практике случая. В первом случае в управлении и измерении 

задействованы разные переменные состояния, т.е. �� ∩ �� = ∅. 

Произведение матриц выхода и входа в таком случае всегда бу-

дет удовлетворять условию 

(17) �� = 0�×� 
Это условие будет также выполняться когда 

(18) � = (0(�−�)×��� ) и � = (��   0�×(�−�)), 

либо 

(19) � = ( ��0(�−�)×�) и � = (0�×(��−�)   ��) 

Во втором случае переменные, задействованные в управлении и 

измерении, частично или полностью совпадают. Произведение 

матриц выхода и входа в таком случае будет ненулевым. Так как 

� ≥ �, то получим 

(20) �� = ( =�0(�−�)×�) 

Это условие будет также выполняться если 

(21) � = (0(�−�)×��� ) и � = (0�×(��−�)   ��), 

а также, если 

(22) � = ( ��0(�−�)×�) и � = (��   0�×(�−�)) 

Для определенности докажем условие леммы для первого слу-

чая, т.е. когда в управлении и измерении задействованы разные 

переменные состояния. Для второго случая доказательство бу-

дет аналогичным. Пусть размерность объекта является нечет-

ным числом, т.е. � = 2- + 1, - ∈ > и пусть � = - + 1 и � = � − �. 

Положим, что в измерении задействованы переменные, напри-

мер, с нечетными индексами, т.е. если вектор состояния �4 =(�1, �2, �3, … ��), то измеряемыми будут �1, �3,…, ��. Выпол-

ним преобразование вектора � так, чтобы матрицы  � и �  удов-

летворяли, например, (18). Для этого, введем новый вектор со-

стояния 

(23) �̂4 = (�̂1, �̂2, �̂�, … �̂�) 
Определим переменные вектора �̂ через переменные � следую-

щим образом 
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(24) �̂4 = (�1, �3, … , �2-+1, … , ��, �2, �4, … , �2A, … , ��−1) 

Тогда, матрицы �̂ и �̂ в новом базисе будут удовлетворять виду 

(18). Выбранному базису соответствует линейное преобразова-

ние матрицы объекта вида �̂ = B�B 4 . Матрица B ∈ ��×�{0,1} 

обеспечивает перестановку строк в соответствии с новым векто-

ром �̂. Причем, для такой матрицы справедливо равенство 

B 4 = B −1. В результате, получим матрицу � ̂с переставленными 

строками и столбцами. Отметим, что, так как матрицы � ̂ и � 

являются подобными, то их спектры совпадают. Запишем ис-

ходный объект в новом базисе 

(25) �̂ = ��̂̂ + �̂�,̂ �̂(0) = �̂0 
 
̂ = �̂�̂ 
где �̂ = (0(�−�)×��� ); 

�̂ = (��   0�×(�−�)). 

Таким образом, если в управлении и измерении используются 

разные переменные состояния, то всегда можно выбрать такой 

базис, в котором матрицы входа и выхода будут блочно-

однородными. Для второго случая, когда �� ∩ �� ≠ ∅, также 

можно выбрать линейное преобразование матрицы объекта та-

ким образом, что матрицы � и �  в новом базисе будут блочно-

однородными в соответствии с (21) или (22). Лемма доказана. 

Если же матрицы входа и выхода совершенно произволь-

ные, то и в этом случае также можно выбрать соответствующий 

базис и привести их к виду, например, (22). Матрица объекта в 

новом базисе будет равна �̂ = B�B −1. Отметим, что обратное 

преобразование к исходному базису всегда существует. Прини-

мая во внимание результаты второй леммы, докажем теорему, 

представляющую основной результат статьи: 

Теорема (о существовании статического регулятора по вы-

ходу).  Статический регулятор по выходу для неустойчивого 

объекта с матрицей � существует тогда и только тогда, ко-

гда ее можно представить в блочном виде таким образом, что 

хотя бы один из двух диагональных блоков этой матрицы бу-

дет гурвицевым. 
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Доказательство.   Рассмотрим неустойчивую (не гурвицеву) 

матрицу � вида (7). Пусть один из блоков этой матрицы являет-

ся гурвицевым. Для определенности будем считать, что таковым 

является блок �22 ∈ �-×- (- < �). Будем считать, что в управле-

нии и измерении задействованы частично одинаковые перемен-

ные и потребуем, чтобы матрицы � и �  удовлетворяли услови-

ям 

(26) � = ( ��0(�−�)×�) 

(27) � = (��   0�×(�−�)) 

Получим произведение ��� = (�̂ 00 0). Так как матрицы �� и 

�� невырожденные, то уравнение �̂ = ����� всегда разрешимо 

относительно �. Поэтому, будет считать, что �̂ = � . Согласуем 

размерности блоков матрицы ��� с размерностью боков мат-

рицы �. Пусть � = � − -. В силу того, что � ≤ �, то справедливо 

равенство � + C = �. Откуда имеем � − � = - + C. Получим сле-

дующую матрицу 

(28) ��� = (
�0 0�×-0-×� 0-×-) 

где �0 = ( �0C×�) ∈ ��×�. 

Матрица замкнутой системы, с учетом (28) будет равна 

(29) �� = (�11 + �0 �12�21 �22) 

Применим теорему Ляпунова об устойчивости для матрицы �� и 

представим получившееся билинейное неравенство в виде 

блочной матрицы 

(30) ��2 + 2 ��4 = (
611 6126124 622) < 0 

где 2 = (
211 2122124 222) > 0. 

Блоки матрицы � определяются следующим образом 

(31) 611 = �11211 + 211�114 + �122124 + 212�124 + �0211 +
211�04  
(32) 612 = �11212 + �12222 + 211�214 + 212�224 + �0212 
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(33) 622 = �21212 + 2124 �214 + �22222 + 222�224  

где 2(( > 0. 

Для разрешимости (30) необходимо, чтобы выполнялись сле-

дующие неравенства 

(34) 6(( < 0, ( = 1,2 

Так как �22 гурвицева, то 622 < 0 при любой 212. Положим, что 212 = 0�×-. Неравенство 611 < 0 в таком случае будет выпол-

няться тогда и только тогда, когда матрица замкнутой системы 

��11 = �11 + �0 является гурвицевой. С учетом того, что �4 =
(D 0) перепишем матрицу ��11 в виде 

(35) ��11 = �11 + �� 

Откуда следует, что для выполнения неравенства 611 < 0 необ-

ходимо и достаточно, чтобы для матрицы �� существовал ста-

тический регулятор по состоянию. Известно (см. например, [3], 

стр. 265), что для этого должно выполняться ранговое условие 

вида 

(36) C��-(�  �11� … . �11�−1�) = � 

Если (36) выполняется, то пара (�11, �) управляема. Считаем, 

что пара (�11, �) управляема, и получаем, что оба необходимых 

условий разрешимости неравенства (30) выполняются. Тогда, 

для разрешимости последнего необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось следующее неравенство 

(37) 611[211, �0] < �612 �622−1 �6124 �[211, IJJ, �0] 
Видим, что разрешимость (37) определяется только матрицей 

222. В силу гурвицевости �22 неравенство �22222 + 222�224 < 0 

будет иметь множество решений. Поэтому, выбором матрицы 222 всегда можно обеспечить разрешимость неравенства (37), а 

значит и исходного неравенства (30), что эквивалентно сущест-

вованию статического регулятора по выходу. Пусть теперь ни 

один из блоков � не является гурвицевым. Разрешимость 622 < 0 можно теперь обеспечить только за счет пары матриц 212 и 222. Для выполнимости 611 < 0 при фиксированной мат-

рице 212 необходимо также, чтобы пара (�11, �) была управляе-

мой. Считаем, что условие (36) выполняется. Тогда, для разре-

шимости (30) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

неравенство 
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(38) 611[211, 212, �0] < �612 �622−1 �6124 �[211, 212, IJJ, �0] 
Разрешимость неравенства (38) при фиксированных в неравен-

ствах 6(( < 0 матрицах 211, 212 и �0 определяется только матри-

цей 222, расположенной в правой части. Но так как �22 не явля-

ется гурвицевой, то изменяя только 222 обеспечить разреши-

мость этого неравенства принципиально невозможно. Следова-

тельно, по крайней мере, один из двух диагональных блоков 

должен быть гурвицевым. Теорема доказана.∎ 

Отметим, что размерности пространства измерения � для 

матриц � и �11, вообще говоря, могут не совпадать. Поэтому, 

размерность входа � в (36) должна соответствовать матрице �11. Минимальное значение размерности выхода при этом равно 

размерности неустойчивого блока матрицы �. Это условие так-

же можно записать в виде рангового соотношения 

(39) �(�{C��-(�)} = � − - 

На основании теоремы, сформулируем следствие: 

Следствие. Если матрицу объекта можно представить в блоч-

ном виде таким образом, что хотя бы один из двух диагональ-

ных блоков этой матрицы будет гурвицевым, то для существо-

вания статического регулятора по выходу необходимо и дос-

таточно, чтобы существовал статический регулятор по со-

стоянию для неустойчивого блока матрицы объекта. 

Если - = 0, т.е. ни один из диагональных блоков не является 

гурвицевым, то � = �. Следовательно, стабилизация такой мат-

рицы возможна только регулятором по состоянию. 

4. Примеры 

Рассмотрим три неустойчивых линейных объекта: электро-

магнитный подвес, ротор в электромагнитных подшипниках, а 

также двухзвенный перевернутый маятник. Применим получен-

ные результаты для решения задачи статической стабилизации 

по выходу указанных объектов. 

Матрица �, описывающая систему уравнений электромаг-

нитного подвеса, имеет вид [2] 

(40) � = (
0 1 01 0 10 −1 −7.5) = (�11 �12�21 �22) 
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Поскольку нижний блок �22 = ( 0 1−1 −7.5) является гурвице-

вым, то максимальная размерность устойчивого диагонального 

блока - = 2. Следовательно, минимальная размерность выхода � = � − - = 1.  Это означает, что при правильном выборе матриц 

входа и выхода, замкнутый объект должен быть асимптотически 

устойчивым. Действительно, если задать матрицы � и �  в виде 

(41) �4 = (1 0 0) 
(42) � = �4  

то, матрица замкнутой системы может быть гурвицевой. Пред-

ставим ее в виде 

(43) �� = (
- 1 01 0 10 −1 −7.5) 

При - > 7.5 получаем гурвицеву матрицу ��. Если матрица � 

имеет отличный от (41) вид, то значение � будет не меньше, чем 

� = 1. Если � = (0 0 1)4 , то задача решается при � = 2. 

Рассмотрим второй объект, описывающий вращение верти-

кального жесткого ротора в электромагнитных подшипниках. 

Матрицу объекта можно представить в блочном виде [5] 

(44) � = (�11 �12�21 �22) ∈ �12×12 

Нижний диагональный блок �22 ∈ �4×4 является отрицательно 

определенным, и, поэтому, гурвицевым. Значит, размерность 

неустойчивого диагонального блока �11 равна 8. Следовательно, 

минимальная размерность выхода должна быть равной � = 8. 

Значение входа, при котором пара (�11, �) является наблюдае-

мой равно � = 4. Отметим, что для матрицы � это значение со-

ставляет � = 1. Применив аппарат линейных матричных нера-

венств для решения матричного неравенства в форме (30), убе-

ждаемся, что при выборе матриц входа и выхода, например, в 

виде � = (0(�−�)×�D� ) и � = (D�   0�×(�−�)) замкнутый объект ока-

зывается асимптотически устойчивым.  

Рассмотрим последний объект – двухзвенный перевернутый 

маятник. Матрица объекта равна [3, стр. 49] 
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(45) � =
⎝⎜
⎜⎛

0 0 1 00 0 0 12 −1 0 0−2 2 0 0⎠⎟
⎟⎞ 

Видно, что устойчивое подпространство для такой матрицы не 

существует, т.е. - = 0. Следовательно, � = � = 4. Это означает, 

что статическая стабилизация по выходу такого объекта не воз-

можна. Для стабилизации такого объекта можно вычислить ста-

тический регулятор только по состоянию. 

5. Заключение 

На основании полученных результатов можно заключить, 

что критерием существования статического регулятора по вы-

ходу для линейного управляемого и наблюдаемого объекта яв-

ляется существование устойчивого диагонального блока матри-

цы объекта. Если матрицу объекта удается разбить на блоки та-

ким образом, что хотя бы одни из двух диагональных блоков 

является гурвицевым, что статический регулятор по выходу су-

ществует. Минимальная размерность выхода в этом случае бу-

дет равна размерности неустойчивого подпространства. Размер-

ность входа определяется из рангового условия управляемости 

неустойчивого матричного блока. Приведенные результаты 

представляют новизну и позволяют существенно облегчить по-

иск статических регуляторов по выходу, т.к. дают четкие значе-

ния размерностей входа и выхода, при которых задача будет 

разрешимой. 

Автор благодарит профессора кафедры дифференциальных 

уравнений, математического и численного анализа Д.В. Балан-

дина за обсуждение результатов, а также за ценные и полезные 
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ABOUT STATIC OUTPUT CONTROLLER EXISTING  

Aleksey Mukhin, Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod, 

postgraduate student (myhin-aleksey@yandex.ru). 

Abstract: The problem of the existence of static output controllers for linear conti-

nuous stationary controlled and observed objects in the general case is considered 

and its solution is given. The obvious advantage of static output feedback control 

over state control is that it does not require measuring all state variables to imple-

ment it. An equally significant advantage over the control in the form of a linear 

dynamic controller is that the dimensions of the closed and initial objects are equal. 

It is shown that by reducing the input and output matrices to a block-homogeneous 

form, the initial bilinear inequality with respect to the matrix of the Lyapunov qua-

dratic function and the regulator matrix can be represented as a single block sym-

metric matrix. Thanks to this, it is possible to formulate the necessary and sufficient 

conditions for the existence of static output controllers. In accordance with the pre-

sented theorem, it is concluded that if the matrix of an object can be divided into 

blocks in such a way that at least one of its diagonal blocks was Hurwitz, then a 

static regulator exists. If this condition is met, then for the existence of a static out-

put controller, it is necessary and sufficient that there is a state controller for an 

unstable diagonal block of the object matrix. The obtained results allow us to formu-

late criteria by which conclusions can be drawn regarding the possibility of static 

stabilization of a given linear object. Examples are presented, which demonstrate 

the application of the results obtained. 

Keywords: static output controller, Hurwitz’s matrix, Lyapunov’s theorem, 

Schur’s lemma. 
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