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В статье рассмотрены некоторые возможные описания множеств решений 

матричных неравенств Ляпунова в задачах синтеза статических регуляторов 

по состоянию и по выходу для линейных непрерывных стационарных управ-

ляемых систем. Для каждого неравенства с заданной матрицей системы 

в общем случае существует свое множество решений, представляющее собой 

множество положительно определенных матриц функции Ляпунова. Показа-

ны условия разрешимости неравенств Ляпунова в разных базисах в зависимо-

сти от выбранных невырожденных матриц преобразования. Если выполнить 

преобразование подобия для матрицы системы, то для разрешимости нера-

венства Ляпунова достаточно, чтобы в соответствующем базисе матрица 

функции Ляпунова была конгруэнтна к одноименной матрице в исходном ба-

зисе. Показано, что в определенных случаях множества решений матричных 

неравенств для статического регулятора по состоянию и по выходу могут 

совпадать, что позволяет свести задачу синтеза статического регулятора 

по выходу к задаче синтеза статического регулятора по состоянию. Условия 

реализации таких случаев подразумевают определенную структуру матриц 

входа и выхода, а также наличие одного устойчивого диагонального блока 

ненулевой размерности в исходной матрице системы. 

Ключевые слова: статический регулятор, неравенство Ляпунова, гур-

вицева матрица, конгруэнтные матрицы, матричные неравенства. 

1. Введение 

Неравенство Ляпунова и вытекающие из него билинейные 

матричные неравенства [1–3] занимают центральное место в 

задачах синтеза регуляторов различного типа. Большой интерес 

для ряда задач управления представляет задача синтеза статиче-

ских регуляторов [4–13]. В случае статического регулятора по 

состоянию задача синтеза сводится к линейному матричному 

неравенству и поэтому может быть решена без особых трудно-

стей. Если обратная связь не полная, то соответствующее нера-
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венство представляет собой уже билинейное матричное нера-

венство что в силу невыпуклости [12, 14] усложняет его реше-

ние по сравнению с линейным матричным неравенством. Вме-

сте с тем именно такой способ организации управления является 

наиболее предпочтительным. В общем случае, для каждого из 

неравенств можно выделить свое множество решений. В связи с 

этим возникает вопрос относительно пересечения этих мно-

жеств и существования общей положительно определенной 

матрицы, которая будет обеспечивать разрешимость обоих не-

равенств. Если такая матрица или множество матриц существу-

ет и их нахождение является выпуклой задачей, то задачу синте-

за статических регуляторов по выходу таким образом можно 

заметно упростить.  

В статье рассмотрены случаи, в которых множества реше-

ний билинейных матричных неравенств в виде множества мат-

риц функции Ляпунова в задачах синтеза статических регулято-

ров по состоянию и по выходу совпадают. Условия реализации 

таких случаев подразумевают блочно-однородное представле-

ние матриц входа и выхода [15], а также наличие одного устой-

чивого диагонального блока ненулевой размерности в исходной 

матрице системы. 

Структура статьи стандартная. Второй раздел содержит по-

становку задачи. В третьем разделе показаны некоторые воз-

можные описания множеств неравенств Ляпунова в зависимости 

от изменения матрицы системы и матрицы функции Ляпунова. 

В четвертом разделе представлено решение задачи. Заключи-

тельные выводы даны в последнем разделе. 

2. Формулировка задачи 

Рассмотрим линейную непрерывную стационарную управ-

ляемую и наблюдаемую систему 

(1) �̇ = �� + ��, �(0) = �0, 
 
 = ��, 
где � ∈ �� – состояние; � ∈ �� – вход; 
 ∈ �� – измеряемый 

выход; � ∈ ��×� – матрица системы; � ∈ ��×� – матрица вхо-

да; � ∈ ��×� – матрица выхода. 
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Для стабилизации (1) применим законы управления из класса 

статических обратных связей по состоянию и по выходу. Запи-

шем соответствующие матрицы замкнутых систем 

(2) �1 = � + ��1, 
(3) �2 = � + ��2�. 
Размерности матриц регуляторов равны �1 ∈ ��×� и �2 ∈ ��×�. 

Если обе матрицы �� гурвицевы, то существуют такие матрицы �� = ��� > 0, которые обеспечивают разрешимость матричных 

неравенств [1, 3] 

(4) ���� + ����� < 0, 
где � = 1, 2. 
Для каждого из неравенств (4) существует свое множество ре-

шений. Определим эти множества при заданных устойчивых 

матрицах �� следующим образом: 

(5) �� = {�� = ��� > 0: ���� + ����� < 0}. 
Если �1 ∩ �2 ≠ ∅ и существует, по крайней мере, одна матрица � ∈ {�1 ∩ �2}, то эта матрица будет обеспечивать совместную 

разрешимость системы (4). Определим условия, при которых 

возможно совместное решение неравенств (4). Таким образом, 

задача состоит в поиске условий, при которых существует такая 

общая матрица � = � � > 0 или их множество, которые обеспе-

чивают разрешимость системы (4).  

3. Множества решений неравенства Ляпунова 

Рассмотрим сначала общие вопросы, связанные с множест-

вами решений неравенств Ляпунова и их возможными описа-

ниями. Пусть некоторая неособенная матрица � ∈ ��×� гурви-

цева. Тогда существует матрица � = � � > 0, которая удовле-

творяет неравенству Ляпунова 

(6) �� + � �� < 0. 
По аналогии с (5) определим множество решений (6) 

(7) � = {� = � � > 0: �� + � �� < 0}. 
Зададим семейство матриц, подобных данной гурвицевой мат-

рице � в виде множества 

(8) ' = {(�(−1: ( ∈ ��×�}. 
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В силу подобия матриц � и (�(−1, из гурвицевости � следует 

гурвицевость (�(−1. Рассмотрим разрешимость неравенства (6) 

в новом базисе в зависимости от матрицы (. Докажем лемму: 

Лемма 1.  Если матрица � ∈ ' , то для разрешимости не-

равенства (6) достаточно, чтобы в соответствующем базисе 

матрица функции Ляпунова �* была конгруэнтна к матрице 

функции Ляпунова � = � � > 0 в исходном базисе. 

Доказательство.  Перепишем неравенство (6) с новой мат-

рицей (�(−1 

(9) (�(−1�* + �*((−1)� �1� (� < 0. 
Пусть матрица �* будет конгруэнтной [16] к исходной матрице � = � � > 0 
(10) �* = (� (� . 
Преобразование (10) сохраняет условие положительной опреде-

ленности. Действительно, квадратичную форму с �* и вектором � ≠ 0 можно представить в виде 

(11) �� �*� = ((� �)� � ((� �) = 
� �
 > 0. 
После подстановки (10) в (9) получим неравенство в новом ба-

зисе 

(12) ((�� + � �� )(� < 0. 
В силу разрешимости исходного неравенства (6) неравенство 

(12) будет также разрешимо, что и доказывает условие леммы. 

Рассмотрим теперь множество решений неравенства (6) при 

заданной матрице  � = � � > 0. Для этого выполним тождест-

венное преобразование �* = (� (� = � . Определим соответст-

вующее множество невырожденных квадратных матриц преоб-

разования как 

(13) - = {( ∈ ��×�: (� (� = � , � ∈ � }. 
Из леммы следует, что матрица системы в таком случае должна 

быть равна (�(−1 и неравенство Ляпунова тогда примет вид 

(14) (�(−1� + � ((−1)� �� (� < 0. 
Определим соответствующее подмножество множества всех 

подобных матрице � матриц как 

(15) '( = {(�(−1: ( ∈ -}. 
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Таким образом, при заданной матрице � = � � > 0 неравенство 

Ляпунова (6) будет гарантированно разрешимо для любой мат-

рицы � ∈ '( . В тривиальном случае, когда ( = ./  получаем 

исходное неравенство (6). Отметим, что рассмотренные множе-

ства решений являются только некоторыми подмножествами 

множеств всех решений. 

4. Решение задачи 

Будем считать, в исходной неустойчивой матрице системы � существует один устойчивый диагональный блок. В соответ-

ствии с этим представим ее в блочном виде с двумя квадратны-

ми диагональными блоками: 

(16) � = (�11 �12�21 �22). 
Отметим, что в случае, когда в исходной матрице нет ни одного 

устойчивого диагонального блока, стабилизация такой матрицы 

возможна статическим регулятором только по состоянию [15]. 

Так что это вполне естественное требование для задач управле-

ния по выходу. Для определенности будем считать, что блок �22 

гурвицев. Положим, что размерность неустойчивого блока равна �11 ∈ �2×2, 1 ≤ 2 ≤ � − 1. Тогда �22 ∈ �(�−2)×(�−2). Зададим 

размерность выхода равной размерности неустойчивого блока: 

(17) � = 2. 
Далее зададим еще одно условие, которое выражается в том, что 

существует такой базис, в котором матрицу входа, обеспечи-

вающую управляемость пары (�, �) и матрицу выхода можно 

представить в виде блочных матриц [15] следующим образом: 

(18) � = ( ��0(�−�)×�), 
(19) � = (��   0�×(�−�)), 
где �� ∈ ��×� и �� ∈ ��×� – неособенные матрицы. 

Если, например, в управлении задействованы �, а в измерении � 

первых компонент вектора состояния �, то матрицы � и �  при-

мут вид 

(20) � = ( /�0(�−�)×�), 
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(21) � = (/�   0�×(�−�)). 
Если условия (18) и (19) выполнимы, то справедливы также 

представления �� = (0�×(�−�)   ��) и � = (0�×(�−�)   ��). Обо-

значим ядра матриц ��  и �  как 4��  и 4� , соответственно. Счи-

тая введенные условия выполненными, докажем следующую 

теорему: 

Теорема 1.  Если матрицы входа и выхода можно предста-

вить в виде (18) и (19) соответственно, то любое решение ли-

нейного матричного неравенства 

(22) 4��� (�� + � �� )4�� < 0 
будет обеспечивать разрешимость системы (4). 

Доказательство.  Представим матрицу входа (18) в виде 

� = ( �110(�−2)×�). Тогда матрицу замкнутой системы со статиче-

ским регулятором по выходу вида (3) можно записать в виде 

блочной матрицы 

(23) �2 = (�11 + �11� �12�21 �22), 
где �11 = ( ��0(2−�)×�) ∈ �2×�. 
На размерность входа � наложим требование управляемости 

пары (�11, �11) 
(24) 56�2(�11 �11�11 … �112−��11) = 2. 
Без потери общности можно положить, что �� = /�. Тогда если 

значение входа, обеспечивающее равенство (24) равно �1, а зна-

чение входа, обеспечивающее разрешимость (22) отличается и 

равно �2, то в качестве � примем величину 

(25) � = �6�{�1, �2} ≤ 2. 
Вследствие гурвицевости блока �22 и управляемости пары (�11, �11), решение задачи можно рассмотреть в классе блочно-

диагональных матриц � = (�11 00 �22) [15]. Обратимся теперь к 

неравенству Ляпунова с матрицей �2 вида (23), которое можно 

записать в виде симметрической матрицы 

(26) �2� + � �2� = (ℋ12 ℋ12ℋ12� ℋ22) < 0. 
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Блоки матрицы ℋ  определяются следующим образом: 

(27) ℋ11 = �11�11 + �11�11� + �11��11 + �11�� �11� , 
(28) ℋ12 = �12�22 + �11�21� , 
(29) ℋ22 = �22�22 + �22�22� , 
где ��� > 0. 
Рассмотрим необходимые и достаточные условия разрешимости 

матричного неравенства (26). Известно [9, 17], что матричное 

неравенство с двумя переменными разрешимо тогда и только 

тогда, когда разрешимы неравенства 

(30) 4�� (� −1� + �� � −1)4� < 0, 
 4��� (�� + ��� )4�� < 0. 
Введем блочно-диагональную матрицу ; = � −1 = (;11 00 ;22) 

и запишем матрицу ;� + � � ; в виде 
(31) ;� + � � ; = ( ;11�11 + �11� ;11 ;11�12 + �21� ;22(;11�12 + �21� ;22)� ;22�22 + �22� ;22). 
Так как матрица �  удовлетворяет виду (19), то в качестве ядра 

этой матрицы можно взять 4� = (0�×(�−�)/�−� ). С учетом этого, а 

также условия (17) система (30) примет вид 

(32) ;22�22 + �22� ;22 < 0, 
 4��� (�� + � �� )4�� < 0. 
Умножим первое неравенство (32) справа и слева на матрицу ;22−1 = �22 и получим 

(33) �22�22 + �22�22� < 0, 
 4��� (�� + � �� )4�� < 0. 
Отметим, что в силу леммы 1, умножение первого неравенства 

(32) на матрицу ;22−1 = �22 равносильно переходу к новому бази-

су с матрицей преобразования ( = �22. Рассмотрим теперь вто-

рое неравенство (33). Так как � ≤ 2, то в качестве 4��  можно 

взять матрицу, которая может быть перегруппирована как 

(34) 4�� = (0�×(�−�)/�−� ) = ( 40 02×(�−2)0(�−2)×(2−�) /�−2 ), 
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где 40 = (0/)2×(2−�). 
После подстановки (34) в (33) система примет следующий вид: 

(35) �22�22 + �22�22� < 0, 
 (

40� (�11�11 + �11�11� )40 40� (�12�22 + �11�21� )
(40� (�12�22 + �11�21� ))� �22�22 + �22�22� ) < 0. 

Так как первое неравенство (35) является необходимым услови-

ем разрешимости второго неравенства, то вместо исходной не-

линейной системы (30) получаем одно линейное матричное не-

равенство, которое определяется в соответствии с (22). Рассмот-

рим теперь неравенство Ляпунова с матрицей �1 вида (2). Из-

вестно [1], что это неравенство можно привести к виду 

(36) �� + � �� + �> + >� �� < 0, 
где > = �1� . 
Необходимым и достаточным условием разрешимости послед-

него также является разрешимость неравенства (22). Тогда по-

лучаем, что условие существования матрицы функции Ляпуно-

ва, обеспечивающей разрешимость системы (4), выражается в 

виде одного линейного матричного неравенства вида (22), что и 

доказывает теорему. 

Таким образом, приходим к выводу, что множества решений 

неравенств 

(37) (� + ��1)� + � (� + ��1)� < 0, 
(38) (� + ��2�)� + � (� + ��2�)� < 0, 
с общей матрицей входа совпадают друг с другом. Это означает, 

что любое решение � = � � > 0 неравенства (37) является реше-

нием и неравенства (38) и наоборот. Матрица статического ре-

гулятора по выходу �2 может быть найдена в результате реше-

ния неравенства (38) с найденной матрицей � = � � > 0. Други-

ми словами, задача синтеза статического регулятора по выходу с 

размерностью выхода равной размерности неустойчивого блока 

в матрице системы эквивалентна задаче синтеза статического 

регулятора по состоянию c размерностью входа, обеспечиваю-

щей управляемость неустойчивого диагонального блока в мат-

рице системы. 
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5. Заключение 

В статье показано, что множества решений матричных не-

равенств в задачах синтеза статических регуляторов по состоя-

нию и по выходу могут совпадать, что позволяет свести задачу 

синтеза статического регулятора по выходу к задаче синтеза 

статического регулятора по состоянию. Условия реализации та-

ких случаев являются вполне естественными для задач управле-

ния по выходу и подразумевают определенную блочную струк-

туру матриц входа и выхода, а также наличие одного устойчиво-

го диагонального блока ненулевой размерности в исходной мат-

рице системы. 
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INTERCEPTION OF MATRIX INEQUALITIES SOLUTION 

SETS IN PROBLEMS SYNTHESIS OF STATIC FEEDBACK 

CONTROLLERS 

Aleksey Mukhin, Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod, 

postgraduate student (myhin-aleksey@yandex.ru). 

Abstract: The article considers some possible descriptions of Lyapunov matrix in-

equalities solutions sets in the problems of synthesis of static state and static output 

feedback controllers for linear continuous stationary controlled systems. For each 

inequality with a given matrix of the system, in general, there is its own set of solu-

tions, which is a set of positive definite matrices of the Lyapunov function. The con-

ditions for the solvability of Lyapunov inequalities in different bases are shown, 

depending on the selected non-degenerate transformation matrices. If we perform a 

similarity transformation for the matrix of the system, then for the solvability of the 

Lyapunov inequality, it is sufficient that in the corresponding basis the matrix of the 

Lyapunov function is congruent to the matrix of the same name in the original basis. 

It is shown that in some cases, the matrix inequalities solutions sets for a static state 

and static output feedback controllers may coincide, which allows us to reduce the 

static output feedback controller synthesis task to the static state feedback controller 

synthesis task. The conditions for the implementation of such cases imply a certain 

structure of the input and output matrices, as well as the presence of one stable di-

agonal block of nonzero dimension in the original matrix of the linear system. 

Keywords: static controller, Lyapunov inequality, Hurvitz matrix, congruent 

matrices, matrix inequalities. 
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