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В работе рассматривается процесс адаптации численной модели нестацио-

нарной теплопроводности, реализованной при помощи методов конечных раз-

ностей. Для классического представления данных моделей в большинстве при-

ложений и задач уже доказана алгоритмическая устойчивость, но в данном 

случае рассматривается задача, связанная с параметрической адаптацией 

уравнения нестационарной теплопроводности к нагреваемому веществу, вы-

полненной при помощи решения смежной вариационной задачи. Основа данного 

подхода предполагает замену теплофизических параметров рассматривае-

мого уравнения на свободно настраиваемые параметры и их коррекцию («обу-

чение модели») методом стохастического градиента. Чтобы избежать попа-

дания в области неустойчивости при «обучении» необходимы ограничения на 

введенные настраиваемые параметры. В данной работе такие ограничения по-

лучены на основании доказанных условий устойчивости классической конечно-

разностной модели нестационарной теплопроводности. В результате числен-

ного эксперимента было установлено, что предлагаемые ограничения позво-

ляют, в среднем, увеличить количество устойчивых начальных условий на 14%, 

увеличить количество попаданий в устойчивые траектории на 61%. Также 

было проведено аналитическое сравнение порядков роста алгоритмической 

сложности классической и модифицированной модели. В результате расчетов 

было установлено, что обе модели имеют порядок роста О(n4), что было под-

тверждено численным экспериментом. 

Ключевые слова: сеточная модель, нестационарная теплопроводность, 

адаптация, градиентный метод, алгоритмическая сложность, вычисли-

тельная устойчивость. 

 
1 Работа выполнена при частичной поддержке гранта Президента РФ 

(МД.1787.2022.4). 
2 Жуков Пётр Игоревич, аспирант (Zhukov.petr86@yandex.ru) 
3 Фомин Андрей Вячеславович, к.т.н., доцент (verner444@yandex.ru) 
4 Глущенко Антон Игоревич, д.т.н., в.н.с. (aiglush@ipu.ru) 



 

 

Управление большими системами. Выпуск ? 

 

2 

1. Введение 

Глобальный тренд на цифровизацию промышленности [13] 

привел к росту популярности неклассических подходов к управ-

лению, таких как Advanced Process Control (APC) [10]. В основе 

таких систем лежит идея построения надсистем оптимизации, 

связывающих локальные контура управления с некоторыми пре-

диктивными моделями [12], которые агрегируют информацию, 

обрабатывают её и выдают эффективные уставки обратно в упо-

мянутые локальные контура. 

Примером объектов, для которых особенно актуально при-

менение подобных подходов, являются нагревательные печи, 

осуществляющие высокотемпературный нагрев. В контексте не-

прерывного производства чаще всего применяют проходные 

многозонные печи (рис.1), где нагрев происходит в процессе дви-

жения заготовки от посада к выдаче. Особую популярность такие 

печи получили в металлургии и тяжелом машиностроении. 
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Рис. 1. Обобщенная схема многозонной проходной печи 

Такого рода объекты крайне энергоемки [8, 11] из-за своего 

объема и температурных уставок, поэтому для них актуальна 

проблема повышения их энергоэффективности. Однако из-за об-
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щей нестационарности процесса нагрева без применения предик-

тивных моделей реализация управления, являющегося оптималь-

ным как с точки зрения прогрева заготовок, так и с точки зрения 

расхода теплоносителя, является весьма нетривиальной задачей. 

Одной из основных предиктивных моделей в контексте 

надсистемы оптимизации должна служить математическая мо-

дель нагрева заготовок, которая способна работать в режиме опе-

режения реального времени и прогнозировать итоговую темпера-

туру заготовки еще до того, как процесс нагрева завершится. Ис-

пользуя подобную систему, возможно решать обратные или ква-

зиобратные задачи и получать более оптимальные кривые 

нагрева (графики уставок по температуре для зон печи в различ-

ные моменты времени в соответствии с технологическими допус-

ками). 

Подобная предиктивная модель может быть построена при 

помощи методов машинного обучения [5] или при решении не-

которой краевой задачи [7]. Последний подход, в данном случае, 

является «классическим», и чаще всего краевая задача ставится 

на базе уравнения нестационарной теплопроводности: 

(1) ( )
T

div a T
t


= 


, 

где, а – это коэффициент температуропроводности, ∇Т – градиент 

температуры по пространству, T – температура заготовки. 

Граничные условия определяются, исходя из контекста мо-

делируемой области, но для высокотемпературного нагрева в 

проходных печах чаще всего применяют условия 3-го рода: 

(2) 
4 4( ( ) ) ([ ( )] [ ] )

T
U t T U t T

l
   


 = − +  −


. 

Здесь U(t) – это температура нагревающей среды, κ – коэф-

фициент теплообмена, l – нормаль к поверхности нагреваемого 

вещества, λ – теплопроводность нагреваемого материала, σ – по-

стоянная Стефана – Больцмана. 

Как правило, построение модели на основании (1) и ( ) про-

исходит при помощи сеточных преобразований и получения мо-

дели конечных разностей (МКР) и, как для любой численной мо-

дели, для неё необходим анализ устойчивости получаемого реше-
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ния. На сегодняшний день устойчивость базовых численных ме-

тодов для разностных схем доказана и приводится, например, в 

работе [2]. Тем не менее, задача анализа разностных схем всё еще 

является крайне актуальной из-за обилия различных приложе-

ний, в том числе и неклассических [1, 6, 9]. 

В работе [14] рассматривается одно из таких неклассических 

приложений метода конечных разностей, основанное на решении 

смежной вариационной задачи для устранения проблемы пара-

метрической адаптации численного решения (1)-( ) к нагревае-

мому веществу. Основной идеей, предлагаемой в [14], является 

замена теплофизических параметров уравнения (1) на некоторые 

безразмерные величины и их дальнейшая оптимизация. По-

скольку данное решение предполагает замены в структуре диф-

ференциального уравнения, то становятся актуальными вопросы 

сохранения устойчивости численного решения предлагаемой 

смежной вариационной задачи. 

Предполагается, что существуют такие ограничения на вве-

денные настраиваемые безразмерные величины, которые позво-

ляют без приведения этих величин к размерностям исходных фи-

зических параметров сохранить устойчивость модифицирован-

ной модели, гарантированную исходной МКР, и обеспечивают 

сходимость такого модифицированного решения к решению 

дифференциального уравнения. Основной целью данной работы 

является получение таких ограничений. 

2. Анализ критериев устойчивости модифицирован-
ной модели 

Пусть имеется уравнение нестационарной теплопроводно-

сти в двумерном представлении: 

(3) 
2 2

2 2

( )
[ ]

( ) ( )

T Т T T

t Т с Т x y





  
=  +

   
, 

где λ(Т) – функция теплопроводности от температуры; ρ(Т) – 

функция плотности от температуры; с(Т) – функция теплоемко-

сти от температуры. 

На основании (3) строится модель конечных разностей 

(МКР) в виде системы с покоординатным расщеплением: 
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(4) 

1 1 1 1

2 2 2 2
, , 1 1

2

1 1 1 1

, , 1 1

2

2
( ) ( ) [ ] ( ) [ ],

2
( ) ( ) [ ] ( ) [ ].

n n n nn

x y x y x x x

x

n n n n n

x y x y y y y

y

T T T T T
Т с Т Т

h

T T T T T
Т с Т Т

h

 


 


+ + + +

+ −

+ + + +

+ −


− −  +

  = 

 − −  +

  = 


, 

где hx – шаг сетки вдоль Ox; hy – шаг сети вдоль Oy; τ – шаг вдоль 

временной оси. 

Решение МКР (4) сводится к решению двух СЛАУ, где  

х ∈ [1, Nx], y ∈ [1, Ny], которое может быть обобщено в виде: 

(5) 

1 1 1

2 2 2
1 1

1 1 1

1 1

,

.

n n n

x x x x x x x

n n n

y y y y y y y

A T B T C T F

A T B T C T F

+ + +

+ −

+ + +

+ −


  −  +  =

  −  +  =

 

Уравнения в системе (5) называются трехточечными раз-

ностными уравнениями второго порядка. Известно, что их можно 

привести к двухточечному виду, уменьшив при этом порядок. 

Для этого введем два коэффициента α и β: 

(6) 

1 1

2 2
1

1 1

1

,

.

n n

x x x x

n n

y y y y

T T

T T

 

 

+ +

+

+ +

+


 =  +

 =  +

 

Теперь уменьшим индекс в (6) на единицу, получим решение 

относительно x-1 и y-1, и подставим в соответствующие уравне-

ния системы (5): 

(7) 

1 1 1

2 2 2
1 1 1

1 1 1

1 1 1

,

.

n n n

x x x x x x x x x x

n n n

y y y y y y y y y y

A T B T C T C F

A T B T C T C F

 

 

+ + +

+ − −

+ + +

+ − −


  −  +   +  =

  −  +  +  =

 

Таким образом было уменьшено количество неизвестных, и 

теперь можно свернуть уравнения системы (7) до вида (8), кото-

рый эквивалентен уравнениям системы (6): 

(8) 

1 1

12 2
1

1 1

11 1

1

1 1

,

.

n n
x x x x

x x

x x x x x x

y y y yn n

y y

y y y y y y

A C F
T T

B C B C

A C F
T T

B C B C



 



 

+ +
−

+

− −

−+ +

+

− −

  −
= +

−  − 


 − = +
 −  − 
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Согласно системе (4), значение всех коэффициентов A, B, C 

и F известно в каждый момент времени и может быть найдено по 

следующим соотношениям: 

(9) 

2 2

( ) 2 ( ) ( ) ( )
; ;

( ) ( )
,

l l l

l l

n

l l

Т Т Т c Т
A C B

h h

Т c Т
F T

  







 
= = = +


= − 

 

где l = x для первого уравнения систем (4)-(8), а l = y для второго 

уравнения систем (4)-(8). 

Соотнеся (8) и (6), можно определить формулы для расчета 

коэффициентов αl и βl для всех l кроме l = 1 (в этом случае значе-

ния коэффициентов получаются из левых граничных условий). 

Пространственные сети в случае (4) являются локально одномер-

ными и рассчитываются слева направо для получения прогоноч-

ных коэффициентов (прямая прогонка) и справа налево – для рас-

чета температур в узлах (обратная прогонка). Система (8) исполь-

зуется для нахождения Тl для всех l кроме l = Nx и l = Ny – для них 

температура находится из правого граничного условия задачи. 

Описанный выше подход является численным методом, что 

подразумевает алгоритмическое решение, для которого требу-

ется ряд условий устойчивости: 

1) отсутствие ситуаций с делением на ноль; 

2) отсутствие быстрого роста погрешностей округле-

ния при больших размерностях систем. 

Согласно [2], для прямой прогонки достаточными услови-

ями устойчивости являются: 

(10) 
1 0

, 1,[ | ] 1
| | 1

l l l

x y

l

B C
l N N





−−  
= −


. 

Также в работе [2] приводится доказанная теорема о доста-

точном условии корректности и устойчивости на основании (10): 

(11) 1| | | | | |,  2,[ | ] 1,  | | 1 | | 1l l l x y lB A C l N N   +  = −    . 

Разворачивая условие корректности, получим неравенство 

следующего вида: 
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(12) 
2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
| | | | | |

l l l

Т Т c Т Т Т

h h h

   



 
+  +  

В нестационарной форме hl и τ являются положительными 

величинами не равными нулю, также как и параметры λ, ρ и с. 

Таким образом, выполнение (12) гарантируется физическим 

обоснованием ряда величин и, на практике, выполняется всегда. 

Отсюда следует, что МКР с прямой и обратной прогонкой абсо-

лютно устойчива и не требует дополнительных ограничений. 

Теперь рассмотрим модель, предложенную в работе [14], как 

альтернативное решение проблемы параметрической адаптации 

МКР прямого решения к нагреваемому веществу. Модель пред-

полагает модификацию конечно-разностной системы (4) до вида: 

(13) 

1 1 1 1
, ,( ) ( ) 1 1

2

1 1 1 1

, , 1 1( ) ( )

2

2
[ ] [ ],

2
[ ] [ ].

n n n n n
x y x yn n x x x

x x

x

n n n n n

x y x y y y yn n

y y

y

T T T T T

h

T T T T T

h

 


 


+ + + +

+ −

+ + + +

+ −

 − −  +
 = 




− −  +
 = 




 

При этом введенные настраиваемые вектора покрывают со-

бой всю временную ось n ∈ [1, N]: 

(14) 

( ) (1) (2) (3) ( )

( ) (1) (2) (3) ( )

[ ... ],

[ ... ].

n N

l l l l l

n N

l l l l l

    

    

=

=
 

При классическом решении (4) параметры λ, ρ и с восстанав-

ливались путем аппроксимации дискретных значений соответ-

ствующих величин из справочной литературы. У данного под-

хода имеется ряд недостатков, которые более детально изложены 

в упомянутой ранее работе [14]. Данная замена (13) позволяет пе-

рейти от параметрической адаптации к нагреваемому веществу 

посредством внешних моделей аппроксимации к решению вари-

ационной задачи: 

(15) 

( ) 2

1 1 1 1 1

1

( ) 2

2 2 2 2 2

1

1
{ ( ), ( 1),..., ( )},  ( ( , ( ) ) min,

2

1
{ ( ), ( 1),..., ( )},  ( ( , ( )) ) min,

2

V
n

i x i

i

V
n

i y i

i

u n u n u N y g T u n

u n u n u N y g T u n

=

=


+ − →



 + − →





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где u1(n) = {φx
(n), ωx

(n)} u2(n)={φy
(n), ωy

(n)}; yi – это некоторая эта-

лонная температура уже нагретого вещества, например, измерен-

ная пирометром после выгрузки заготовки из печи; V – количе-

ство наблюдений в выборке вариаций. 

Суть подхода заключается в решении смежной задачи, когда 

расчетная температура находится методом прямого решения на 

основе систем (4)-(8), а затем выполняется коррекция параметров 

путем решения обратной задачи (15) методом градиентного 

спуска.  

Основная проблема предложенного подхода заключается в 

том, что обратная задача накладывает ограничение на прямую за-

дачу. В частности, это касается ограничений, которые гаранти-

руют устойчивость предложенной процедуры. Рассмотрим эту 

проблему детальнее. 

Оптимизационная задача (15) – это смежная вариационная 

задача, при которой, через МКР для прямого решения получа-

ются значения функций g1(•) и g2(•), а при решении обратной за-

дачи – коррекции φ и ω. 

В локально-одномерном виде (15) решается псевдопарал-

лельно, т.е. происходит коррекция сначала параметра φ, затем ω 

с учетом предыдущего значения φ. В таком случае форма плос-

кости ошибки будет иметь N2-мерный вид, при этом нельзя одно-

значно сказать, является ли решаемая задача выпуклой или нет, 

так как для этого нет аналитических уравнений, только алго-

ритмы численного решения. Следовательно, применение мето-

дов градиентного спуска приведет к нахождению субоптималь-

ного значения, которое будет находится в допустимом диапазоне 

оценки некоторой метрики, например, абсолютной средней 

ошибки. 

Другими словами, задача (15) при обратном решении явля-

ется задачей машинного обучения, для которой характерна в том 

числе проблема локальных минимумов, и чтобы избежать её, 

предполагалось инициализировать параметры φ и ω в области ве-

щественных чисел с отрицательной частью ℝ1 ∈ (-Dmax+tк; +Dmax-

tк), где Dmax – это программные ограничения хранения веществен-

ных чисел, tк – параметр коррекции окна инициализации. 
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При условии (φ, ω) ∈ ℝ1, очевидно, нарушается устойчи-

вость, так как в отрицательной полуплоскости множества не вы-

полняется неравенство (12). Для того, чтобы проиллюстрировать 

это, перепишем его с учетом сделанных замен: 

(16)
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2
| | | | | | .

n n n n

l l l l

l l lh h h

   




+  +  

Условие положительности второго слагаемого левой части 

неравенства не выделялось как необходимое при рассмотрении 

(12), так как оно автоматически выполняется по физическим со-

ображениям (плотность, временной шаг или теплоемкость не мо-

гут быть отрицательными). Для того, чтобы неравенство (16) вы-

полнялось, необходимо наложить ограничение на параметр ω: 

(17)

( )

( )

0,

0.

n

l

n

l







 






 

Поскольку шаг по времени (τ) не может быть отрицательным 

по определению, то условия (17) выполняются всегда при ωl
(n)> 0.  

Очевидно, что для того, чтобы устойчивость модифициро-

ванной МКР гарантировалась устойчивостью классической МКР, 

необходимо выполнение (16), однако сделанные замены в (13) с 

условием (17) могут нарушить процесс сходимости конечно-раз-

ностного решения к решению дифференциального уравнения. 

Опираясь на данное предположение, была выдвинута следующая 

гипотеза. 

Гипотеза №1. Существуют такие ограничения для τ, hl, φl
(n), 

включая смещения ωl
(n), φl

(n) относительно друг друга, при кото-

рых устойчивость модифицированной МКР прямого решения га-

рантируется доказанной устойчивостью классической МКР и эк-

вивалентна ей. 

3. Анализ сходимости модифицированной МКР пря-
мого решения 

Опираясь на работы [3, 4], можно предположить, что доста-

точным условием сходимости прямого конечно-разностного ре-
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шения к решению дифференциального уравнения для задачи не-

стационарной теплопроводности является соблюдение следую-

щего неравенства: 

(18) 
2

2

lc h




 



. 

Произведем эквивалентные (13) замены φ и ω в (18) и полу-

чим условие вида: 

(19) 
( )

( )

2

2

n

l l

n

l

h








. 

Теперь перенесем всё в левую часть и сравним c нулем: 

(20) 
( ) ( )

( )

22
0

2

n n

l l l

n

l

h  



  − 



. 

Рассмотрим следующие ситуации, при которых выполняется 

данное условие: 

(21) 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2

2 0,

2 0,

2 0,

2 0.

n

l

n n

l l l

n

l

n n

l l l

h

h



  



  

  

   −  

  


  −  

 

Для условий  ‧φl
(n) <  и  ‧φl

(n)>   вторые неравенства соответ-

ствующих систем истины при |τ‧ ‧φl
(n)| <|ωl

(n)‧hl
2|. Но для  ‧φl

(n) <0 

требуется ωl
(n) < , что противоречит (17). 

Пусть  ‧φl
(n) = ωl

(n), тогда неравенство τ‧ ‧φl
(n) < ωl

(n)‧hl
2 будет 

зависеть только от τ и hl
2, которые всегда положительны, поэтому 

знак модуля можно опустить. Опираясь на вышеизложенное, по-

лучим условие следующего вида: 

(22) 
( ) ( )

2 22
( ) ( ) 2 max max

2 22
| 2 | | | 0

n n
l l

n n

l l l

t L t N XX
h

N L N L 
  

 =

 − 
       


. 

Здесь L=[Nx|Ny] – количество шагов по пространству в зави-

симости от приложения к модели (Ох или Оу соответственно), N 

– количество шагов по времени, X – линейный размер по про-

странству, tmax – общее модельное время. 

Сравнивая ( 2) с нулем, получаем комбинированное реше-

ние на подобии (21), при этом знаменатель N‧L2> 0 всегда, так как 
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количество узлов сетей всегда положительное число. Исходя из 

этого, единственным условием выполнения неравенства (22) слу-

жит L2‧tmax – N‧X2< 0. Модель на основе предлагаемого решения 

должна быть постоянна по своей структуре, а это значит, что ко-

личество L и N не могут изменятся в процессе её работы, тогда 

пусть tmax = X2 и получаем, что обязательным условием выполне-

ния неравенства становится (22) становится L2< N. В действи-

тельности, чаще всего tmax >> X2, что приводит к тому, что N >> 

L2, величина кратности разницы между N и L2 при этом будет за-

висеть от tmax, X2, φl
(n), ωl

(n). Важно упомянуть, что tmax и X – это 

внешние по отношению к модели параметры, они являются вход-

ными данными, и определяют часть граничных условий задачи, 

поэтому рассматривать их как настраиваемые нельзя. Таким об-

разом, условие вида N >> L2 может не соблюдаться при опреде-

ленных значениях tmax, X2. При этом известно, что временные за-

траты на численное решение будут расти с ростом N и L, что мо-

жет привести к невозможности получения результата в режиме 

реального времени. Опираясь на данный факт, была выдвинута 

следующая гипотеза. 

Гипотеза №2. Существует такое смещение ωl
(n) относи-

тельно φl
(n), при котором условие сходимости (22) выполняется 

при нестрогом неравенстве вида N≥ L2, вместо строго N> L2, и не 

зависит от tmax и X2. 

Рассмотрим ( 2) с учетом  ‧φl
(n) ≠ ωl

(n), тогда неравенство 

примет следующий вид: 

(23) 
( ) 2 ( ) 2

max

2

2
0

n n

l lL t N X

N L

    −  



. 

Аналогичным образом, опираясь на решение (21) и тот факт, 

что (N, L) ∈ ℕ, можем заключить, что знаменатель никогда не бу-

дет меньше нуля, тогда условие (23) будет истинно только при 

соблюдении условия (24): 

(24) 
( ) 2 ( ) 2

max2 0n n

l lL t N X    −    . 

Выразим (24) относительно N, чтобы получить неравенство 

относительно шагов вдоль временной оси (ωl
(n)> 0): 

(25) 
( ) 2 ( )

2max max

( ) 2 ( ) 2

2 2n n

l l

n n

l l

L t t
N L N

X X

 

 

   
    


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Прологарифмируем правую и левую часть условия (25) по 

основанию 1 : 

(26) 
( )

2max

( ) 2

2
lg( ) lg( )

n

l

n

l

t
L N

X






   . 

Представим правую часть (26) в виде сумм логарифмов: 

(27) 
( )

2max

( ) 2

2
lg( ) lg( ) lg( ) lg( )

n

l

n

l

t
L N

X






+ +  . 

Предположим, что lg(L2) = lg(N) и выразим (27) относи-

тельно первого слагаемого правой части: 

(28) 
( )

max

( ) 2

2
lg( ) lg( )

n

l

n

l

t

X






 − . 

Используя неравенство (28), имеется возможность опреде-

лить начальные условия инициализации параметров φl
(n) и ωl

(n), а 

также определить их смещения относительно друг друга, при ко-

тором (22) выполняется с нестрогим условием на количество ша-

гов по временной и пространственной сети N≥ L2. 

Вместо самих значений tmax и X получим их оценки, для этого 

пусть tmax ∈ (t1, t2), где t1 и t2 – это некоторый известный диапазон, 

в который заключены значения tmax всей условной выборки вход-

ных данных, такой же диапазон имеется и для X2 ∈ (X1
2, X2

2). То-

гда условие (28) можно переписать в следующем виде: 

(29) 
( )

2 1

( ) 2 2

2 1

2 ( )
lg( ) lg( )

( )

n

l

n

l

t t

X X





 −
 −

−
. 

Воспользуемся свойствами логарифма и перепишем ( 9) в 

виде: 

(30) ( ) ( ) 2 1

2 2

2 1

( )
lg(2 ) lg( ) lg( )

( )

n n

l l

t t

X X
 

−
 −  −

−
. 

Поскольку левая часть логарифмического неравенства (30) 

может быть вычислена в момент инициализации модели, из (30) 

можно получить порядок величины смещения областей значений 

ωl
(n) относительно φl

(n): 
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(31) 

( ) ( )2 1

2 2

2 1 ( 1)

( ) ( )2 1

2 2

2 1

( )
lg( ) lg( ) lg(2 )

( )

( )
lg( ) lg( ) lg(2 ).

( )

n n

l l

n n

l l

t t

X X

t t

X X

 

 

 −

−
−  − −  

−

−
  + 

−

 

Можно предположить, что для выполнения (31) параметр 

ωl
(n) должен принадлежать некоторой области (3 ), чтобы гаран-

тировать выполнение условия ( 2) при N ≥ L2: 

(32) 

( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

( ) ( )
lg(2 ) lg( ) 1 lg(2 ) lg( ) 1

( ) ( )( )

max(10 ;( ) 10 ).

n n
l l

t t t t

X X X Xn

l кD t
 



− −
 + +  + +

− −
 + −   

Отсюда можно сделать вывод о том, что первичная инициа-

лизация параметров должна быть выполнена в соответствии с си-

стемой: 

(33) ( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

( )

max

( ) ( )
lg(2 ) lg( ) 1 lg(2 ) lg( ) 1

( ) ( )( )

max

(0; ),

(10 ;( ) 10 ).

n n
l l

n

l к

t t t t

X X X Xn

l к

D t

D t
 





− −
 + +  + +

− −

  + −


  + − 

 

Таким образом предполагается, что сходимость модифици-

рованной МКР прямого решения к решению дифференциального 

уравнения гарантируется доказанной сходимостью классической 

МКР и эквивалентна ей при соблюдении следующих условий: 

(34) ( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

( ) ( ) 2

( ) ( )
lg(2 ) lg( ) 1 lg(2 ) lg( ) 1

( ) ( )( )

max

0,  0,  ,

(10 ;( ) 10 ).

n n
l l

n n

l l

t t t t

X X X Xn

l к

N L

D t
 

 



− −
 + +  + +

− −

  

 + − 

 

Порядок роста временных затрат на получение численного 

решения модифицированной или классической МКР зависит от 

количества шагов по пространственным и временной сетям. На 

основании условий (34) было сделано предположение, что клас-

сическая МКР и модифицированная с условиями (34) имеют оди-

наковый порядок роста временных затрат. Проверим его. 

4. Анализ порядка роста временных затрат 

Выдвигается предположение, согласно которому порядок 

роста временных затрат модифицированной МКР равен порядку 

роста классической МКР, а сами временные затраты процесса 
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«обучения» МКР зависят только от размеров исходных данных 

для обучения. 

Для того, чтобы доказать данное предположение, проведем 

оценку алгоритмической сложности и определим порядок роста 

временных затрат для классической МКР. При использовании не-

явной разностной схемы с прямой и обратной прогонкой обоб-

щенный алгоритм для одного запуска модели будет иметь следу-

ющий вид (рис.2). 
Старт

Инициализация параметров

Ввод внешних 

параметров

t < tend

От   до Ny c шагом 1

От 1 до Nx c шагом 1

Прямая прогонка на n+1/2

Обратная прогонка на n+1/2

От Ny-2 до 0 c шагом 1

1

1

От   до Nx c шагом 1

От 1 до Ny c шагом 1

Прямая прогонка на n+1

Обратная прогонка на n+1

От Nx-2 до 0 c шагом 1

Вывод результата

Конец  

Рис. 2. Обобщенный алгоритм единичного запуска классической 

МКР 

Согласно этому алгоритму, можно представить функцию 

временной сложности f(•) в следующем виде: 

(35) 
0 0

0 0 1 2 0 1 2

( , , ) 1 1 1 1
y yx x

x y

N NN NN

x y

t j i i N i j j N

f N N N
= = = = − = = = −

   
 = + + +  
      

        

Упростим (3 ) до следующего вида: 
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(36) 
 

( )

0 0

0 0 1 2 0 1 2

0 0 0

0

1 1 1 1

2 1 2 1

2 2 1 2 2 1 .

y yx x

x y

y x

N NN NN

t j i i N i j j N

N NN

x y

t j i

N

x y x y y x y x

t

N N

N N N N N N N N

= = = = − = = = −

= = =

=

   
 + + +   
      

 
   − +  −    

 

     +  − − +  +  − −   

      

  



 

Раскрыв последнюю сумму в (36), получим вид функции f(•), 

приближенно оценивающий временную сложность конечно-раз-

ностной модели: 

(37) ( , , ) (4 2)( 1)x y x y x yf N N N N N N N N=  + + − + . 

Пусть имеет место равномерная сеть, где Nx = Ny= n, тогда 

(37) примет вид полинома  -й степени: 

(38) 

2

1

2

1

( , ) (4 2 2)( 1);

( , ) ( , ).

f n N n n N

f n N O n N

=  +  − +


 

Функция (38) относится к асимптотическому классу роста 

О(n2, N). Теперь рассмотрим алгоритм конечно-разностной мо-

дели, в структуре единичного запуска которой находится алго-

ритм коррекции (рис.3). 

Рассмотрим функцию приближенной временной сложности: 

(39) 

0

0 1 2

2
0 0

0

0 1 2

1 1

( , , )

1 1 2

y x

end
x

yx

y

N N

t
j i i N

x y NN
t

i j j N i N

f N N N
= = = −

=

= = = − =

  
+ +  

  
=  

  
+ + +  

   

  


   

 

Часть функции (3 ) упрощается в (36), поэтому сразу приве-

дем её к конечному виду с раскрытием последней суммы, пред-

полагая, что Nx=Ny=n: 

(40) 
2

2 ( , , ) (4 2 2 )( 1)x yf N N N n n N N=  +  +  + . 

Важно заметить, что в действительности функции сложно-

сти (38) и (4 ) будут иметь отличные от представленных коэффи-

циенты, но не порядок сложности, так как все процедуры алго-

ритма были упрощены до единичных. 



 

 

Управление большими системами. Выпуск ? 

 

16 

Старт

Инициализация параметров

Ввод внешних 

параметров

t < tend

От   до Ny c шагом 1

От 1 до Nx c шагом 1

Прямая прогонка на n+1/2

Обратная прогонка на n+1/2

Нет

От Ny-2 до 0 c шагом 1

От   до Nx c шагом 1

От 1 до Ny c шагом 1

Прямая прогонка на n+1

Обратная прогонка на n+1

От Nx-2 до 0 c шагом 1

Да

12 3

Вывод результата

Конец

t + τ 

От N до 0 c шагом 1

Коррекция ω 

Коррекция φ 

12 3

 

Рис. 3. Обобщенный алгоритм единичного запуска модифициро-

ванной МКР (с коррекцией параметров) 

 

Пусть имеется общее требование для выбора количества ша-

гов по пространственным и временным сетям: 

(41) , ,N Nx Ny . 

Для устойчивой модели по условию (22) минимальным тре-

бованием на N является: 

(42) 
2 2|

x yL N N nN L N n= = ==  = . 

Подставим (42) в (38) и в (40), и раскроем скобки: 

(43) 

4 3 2

1

4 3 2

2

( ) 4 2 2 2 2,

( ) 6 2 6 2 .

f n n n n n

f n n n n n

 =  +  +  +  −


=  +  +  + 
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Как видно из анализа функций f1(n) и f2(n), они принадлежат 

к одному классу роста О(n4). Таким образом, предлагаемая моди-

фикация алгоритма не приводит к росту алгоритмической слож-

ности модели. 

Таким образом, можно сделать вывод, что существенное 

влияние на алгоритмическую сложность будет оказывать только 

количество этих единичных включений алгоритма в процессе 

«обучения» МКР (рис.4). 

Таким образом, функция алгоритмической сложности будет 

иметь вид: 

(44) 
2 2

3 3

1

( 1) 1
( ) ;  ( ) ( )

2 2

V

i

V V
f V i V f V V

=

+
=    . 

Старт

Выборка наблюдений

От 1 до V c шагом 1

i-я оптимизация

Загрузка φ и ω в 

буфер

Выгрузка φ и ω из 

буфера

Старт
 

Рис. 4. Обобщенный алгоритм «обучения» МКР 

На основании (43), можно сделать вывод, что предлагаемый 

подход не увеличивает порядок роста алгоритмической сложно-

сти самого единичного включения модели. Рост временных за-

трат обусловлен необходимостью множественного включения 

модели при решении оптимизационной задачи. Согласно (44), 

временные затраты процесса оптимизации из-за множественного 

включения являются классом роста n2. 
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5. Численный эксперимент 

Для того, чтобы подтвердить сделанные выше предположе-

ния и гипотезы был проведен численный эксперимент. Для этого 

применена написанная на С# модель МКР в двух вариациях: 

классическая с параметрической адаптацией при помощи регрес-

сионных уравнений и модифицированная с настройкой введен-

ных параметров φ и ω. Для начала тестировалась модифициро-

ванная МКР с настройкой φ и ω со сделанными выше предполо-

жениями, касающимися ограничений устойчивости. 

Моделировался нагрев заготовок в шестизонной проходной 

печи нагрева. В качестве входных данных использовались сведе-

ния, полученные с действующего объекта одного из металлурги-

ческих комбинатов Белгородской области. Входной массив раз-

бивался на обучающее и тестовое подмножество в соотношении 

8  к 1  при общем объеме 6  7 записей, представляющих про-

странственный набор данных.  

Для проведения тестов на устойчивость, модифицированная 

модель была представлена в трех вариациях: 1) М1 – модель без 

ограничений и смещений;  ) М  – модель только с ограничением 

N≥L2; 3) M3 – модель со смещениями и со всеми ограничениями. 

Предполагалось запустить три модели с фиксированным ша-

гом по пространству (Nx = Ny = 25) и различным шагом по вре-

мени (NM1 = 50, NM2=NM3=625), при этом в случае модели М3 ини-

циализировать параметры ω со смещением. 

Всего было проведено 60 запусков, в процессе тестирования 

были выделены две отметки:     и 4   эпох обучения. Резуль-

таты пусков модели приведены в таблице 1. 

Таблица 1. Результаты тестов на устойчивость  
Общее кол-

во запусков 

Успешно 

прошли     

эпох обуче-

ния 

Успешно 

прошли 4   

эпох обуче-

ния 

Неустойчи-

вые за-

пуски 

М1 60 30 6 30 

М  60 45 34 15 

М3 60 47 38 13 
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Как можно заметить, в результате введения ограничений 

процент запусков моделей, завершивших полный цикл в 4   эпох 

обучения, увеличивается значительно по сравнению с моделью 

без каких-либо ограничений (рис.5). При этом общее количество 

устойчивых пусков возросло, но по-прежнему существуют такие 

пуски моделей, при которых возникает авариное завершение ра-

боты программы обучения. 

 

Рис. 5. Сравнительная гистограмма теста на устойчивость 

Предполагается, что помимо сделанных ранее предположе-

ний, существуют также дополнительные ограничения, которые 

не были учтены при переходе к смежной вариационной задаче. 

Таким образом, следование ограничениям, предлагаемым в 

данной работе, повышает процент устойчивых запусков, но не ре-

шает проблему устойчивости целиком. Согласно таблице  , ко-

личество устойчивых траекторий, для которых наблюдаются 

«удачные» начальные условия и стабильный процесс обучения, 

увеличилось, в среднем, на 61%, при этом количество устойчи-

вых («удачных») начальных условий при сделанных ограниче-

ниях, увеличилось, в среднем, на 14%. 
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Таблица 2. Результаты тестов на устойчивость 

 

Процент успешно устойчивых 

прогонов от устойчивых запус-

ков 

Общий процент 

устойчивых запусков 

М1 20 % 50 % 

М  76 % 57 % 

М3 81 % 64 % 

 

Порядка 36% остающихся неустойчивыми запусков возни-

кают при нарушении условия неотрицательности φ ввиду отсут-

ствия строгих ограничений на сами функции коррекции пара-

метра. Требуются модификация используемого оптимизатора 

(стохастического градиентного спуска) такие, чтобы параметр φ 

мог асимптотически приближаться к нулю, но не пересекать его. 

Для проверки предположения о том, что модифицированная 

МКР имеет такой же порядок алгоритмической сложности, как и 

классическая МКР, было решено провести эксперимент с двумя 

моделями: 1) МК – классическая МКР без решения обратной за-

дачи;  ) ММ – модифицированная МКР с решением обратной за-

дачи и коррекцией φ и ω. Тестировалось время в секундах на еди-

ничный запуск модели (1 набор входных данных – 1 выход) при 

разных значениях N, Nx и Ny (табл.3). 

Таблица 3. Результаты тестов временных затрат  
N=100, L=10 N=625, L=25 N=10000, 

L=100 

МК 0,05 с 2,1545 с 92 с 

ММ 0,08 с 3,345 с 134 с 

Соотношение 62,5  64,40956652 68,65671642 

 

Как можно заметить, модифицированная МКР имеет боль-

шие временные затраты, чем модель классическая, однако соот-

ношение показывает, что время расчета растет пропорционально. 

Наблюдаемая погрешность является следствием полу-ручного 

анализа времени без привлечения специализированных про-

граммных средств оценки процессорного времени. 
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Таким образом, проведенные эксперимент подтверждает 

сделанное ранее предположение о равенстве классов роста алго-

ритмической сложности между модифицированной МКР и клас-

сической. 

6. Заключение 

В результате проведенного численного эксперимента было 

установлено, что сделанные ранее предположения об ограниче-

ниях (34) позволяют повысить алгоритмическую устойчивость 

модифицированной численной модели, представленной в работе 

[14]. При этом, сделанные в работе предположения об эквива-

лентности устойчивости классической МКР нестационарной теп-

лопроводности и модифицированной МКР не подтвердились в 

полной мере. 

Данный факт может свидетельствовать о необходимости 

введения дополнительных ограничений на процесс решения 

смежной вариационной задачи или введения дополнительных пе-

ременных. 

Сделанные предположения относительно алгоритмической 

сложности подтвердились. Модель только прямого решения об-

ладает тем же порядком роста временных затрат, что и модель со 

смежным решением обратной задачи. Различие во времени (см. 

табл. 3) объясняется разницей коэффициентов уравнений алго-

ритмической сложности. 

В ходе дальнейших исследований предполагается более глу-

бинно изучить результаты экспериментов на устойчивость и рас-

смотреть возможность введения в модель «виртуального» шага 

по времени (τV) для обеспечения выполнения условия (18). Также 

в качестве альтернативы предполагается введение ограничений 

на процесс коррекции параметров с целью обеспечения соблюде-

ний условий (34). 
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Abstract: This paper deals with the process of adaptation of a nu-

merical model of nonstationary thermal conductivity implemented 

with the help of finite difference methods. The algorithmic stability 

has already been proved for the classical representation of these mod-

els in most applications and problems, but in this case we consider a 
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problem related to the parametric adaptation of the equation of non-

stationary heat conduction to the heated substance implemented by 

solving of the related variational problem. The basis of this approach 

implies replacement of thermophysical parameters of the equation in 

question by freely adjustable parameters and their adaptation ("model 

training") by a stochastic gradient method. Optimization of algorith-

mic equations that do not have an analytical form is associated with 

unstable initial conditions and "training" trajectories. To avoid falling 

into these regions we need to impose restrictions on the adjustable pa-

rameters. In this paper, such constraints are derived on the basis of 

proven stability conditions for the classical finite-difference model of 

non-stationary thermal conductivity. As a result of the numerical ex-

periments, it is shown that the proposed constraints allow one to in-

crease, on average, the number of stable initial conditions by 13%, as 

well as the number of experiments when stable trajectories are 

achieved - by 61%. In addition to this result, an analytical comparison 

of the growth orders of algorithmic complexity of the classical model 

and the modified one is also made. As a result of the calculations, it is 

found that both models have a growth order of O(n4), which is con-

firmed by numerical experiments. 

 

Keywords: mesh model, nonstationary thermal conductivity, ad-

aptation, gradient descent method, algorithmic complexity, computa-

tional stability. 
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