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В статье исследуются нелинейные законы управления, полученные из ли-
нейного путем двух типов замен с использованием нечетных функций.
Первая замена состоит в пропускании каждой компоненты вектора со-
стояния через нелинейную функцию, вторая замена – в пропускании все-
го линейного закона управления через нелинейную функцию. Для иссле-
дования таких систем предлагается нелинейные функции представить в
виде линейных с нелинейным угловым коэффициентом. Такое представ-
ление позволит использовать аппарат линейных матричных неравенств
(ЛМН) для исследования устойчивости замкнутых систем. Найдены об-
ласти устойчивости и области для начальных условий, полученные в
результате многошаговой процедуры поиска решений с использованием
ЛМН. Показано, что использование предложенных нелинейных законов
управления позволяет уменьшить установившуюся ошибку по сравнению
с линейным. Приведены многочисленные моделирования, иллюстрирую-
щие теоретические выводы.
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1. Введение.

В теорие автоматического управления существует прак-
тика использования различных нелинейных функций, заме-
щающих или дополняющих существующие законы управле-
ния. Например, знаковые законы управления аппроксими-
руют сигмоидальными функциями [6, 5] для реализации на
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практике, а также возможности избавиться от чаттерин-
га в окрестности плоскости скольжения и исследования за-
мкнутой системы без разрывных нелинейностей. В [3, 2] ра-
нее разработанный закон управления [4] пропускается через
функцию гиперболического тангенса для уменьшения уста-
новившейся ошибки слежения по сравнению с [4]. Также в
[6, 5, 3, 2] отмечается, что помимо повышения качества регу-
лирования в установившемся режиме, использование сигмо-
идальных функций позволяет сформировать заранее ограни-
ченный закон управления.

Однако ограниченный закон управления в условиях воз-
мущений и неустойчивого объекта может повлечь рассмот-
рение ограничений на фазовое пространство для сохране-
ния устойчивости замкнутой системы. В условиях же ограни-
ченного фазового пространства можно рассматривать любые
непрерывные функции, не только сигмоидальные.

В [6] показано, что аддитивная добавка, например, функ-
ции 𝑥3 к существующему закону управления повышает ка-
чество демпфирования внешних возмущений. В адаптивном
управлении [1] суммирование сигмоидальных слагаемых к
существующему адаптивному алгоритму повышает качество
регулирования в установившемся режиме. В [9, 10] замена
каждой компоненты вектора состояния 𝑥𝑖 в линейном законе
управления на соответствующие функции 𝑥𝛾𝑖 sgn{𝑥𝑖}, 𝛾 > 0
позволяет увеличить скорость сходимости нормы вектора со-
стояния замкнутой системы по сравнению с использованием
линейного алгоритма.

Однако в [6, 5, 3, 2, 9, 10] использование нелинейных
функций зачастую требует перерасчета настроечных коэффи-
циентов для нового закона управления, что может усложнить
процесс синтеза алгоритма. Проблема же введения нелиней-
ных функций, не меняющих настроечных коэффициентов в
существующих законах управления, но при этом улучшающих
качество управления в установившемся режиме, в работах
[6, 5, 3, 2, 9, 10] не рассматривалась. Поэтому в данной статье
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на базе линейного закона управления рассмотрим построение
новых нелинейных законов, не меняя настроечных парамет-
ров исходного линейного алгоритма. Также предложим новый
метод исследования устойчивости таких систем, основанный
на представлении нелинейной функции в линейной форме с
нелинейным угловым коэффициентом. Такая форма позво-
лит использовать аппарат линейных матричных неравенств
(ЛМН) и упростить процедуру поиска множества устойчиво-
сти и множества начальных условий. Предложенная в статье
многошаговая процедура поиска решений на базе ЛМН поз-
волит расширить искомые области устойчивости и начальных
условий.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 за-
дается линейный закон управления, стабилизирующий линей-
ную систему. Не меняя настроечных коэффициентов в линей-
ном законе, каждая компонента вектора состояния пропус-
кается через нечетную функцию, либо весь линейный закон
управления пропускается через нечетную функцию. В разде-
ле 3 описываются предложенные методы решения и формули-
руются условия на свойства нелинейных функций, множества
устойчивости и множества начальных условий при выполне-
нии которых нелинейные законы управления будут стабили-
зировать объект управления. В разделе 4 показано, что пред-
ложенные нелинейные алгоритмы управления гарантируют
выше точность в установившемся режиме, чем линейный за-
кон управления. В разделе 5 приводятся результаты моде-
лирования, подтверждающие теоретические выводы и иллю-
стрирующие эффективность используемого метода.

2. Постановка задачи.

Рассмотрим линейный объект
(1) �̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝑓,

где 𝑥 = 𝑐𝑜𝑙{𝑥1, ..., 𝑥𝑛} – вектор состояния, 𝑢 ∈ R – сигнал
управления, 𝑓 ∈ R𝑙 – неизвестное возмущение такое, что |𝑓 | ⩽
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𝑓 , матрицы 𝐴, 𝐵 и 𝐷 известны и имеют соответствующие
размерности, пара (𝐴,𝐵) управляема.

Известно [1], что существует матрица 𝐾 = [𝑘1, ..., 𝑘𝑛] та-
кая, что закон управления
(2) 𝑢 = 𝐾𝑥 = 𝑘1𝑥1 + ...+ 𝑘𝑛𝑥𝑛
гарантирует выполнение предельного неравенства

(3) lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝛿.

Здесь 𝛿 > 0 – точность регулирования в установившемся ре-
жиме.

В статье введем в рассмотрение нечетную функцию 𝜙(·).
С учетом данной функции и (2), построим два новых закона
управления:
(4) 𝑢 = 𝑘1𝜙(𝑥1) + ...+ 𝑘𝑛𝜙(𝑥𝑛),

(5) 𝑢 = 𝜙 (𝑘1𝑥1 + ...+ 𝑘𝑛𝑥𝑛) .

Требуется определить условия на функцию 𝜙(·), при ко-
торых при заданной матрице 𝐾 в (2) законы управления (4)
и (5) обеспечат выполнение предельного неравенства (3) с ве-
личиной 𝛿 меньше, чем линейный закон управления (2).

Замечание 1. В качетсве 𝜙(·) могут быть рассмотрены
стандартные линейные, степенные и сигмоидальные функции,
функция насыщения (см. рис. 1) и т.п. Другие специфические
функции будут приведены далее.

Рис. 1. Примеры функций 𝜙(𝑠).
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3. Метод решения.

Для исследования законов управления (4) и (5), рассмот-
рим представление нелинейной функции 𝜙(𝑠) в виде линей-
ной 𝜙(𝑠) = 𝜌(𝑠)𝑠 с нелинейным угловым коэффициентом 𝜌(𝑠),
𝑠 ∈ R (см. рис. 2). Такой подход позволит исследовать нели-
нейные законы управления (4), (5) наряду с линейным (2),
а также привлечь аппарат линейных матричных неравенств
для анализа устойчивости замкнутой системы.

Рис. 2. Иллюстрация замены функции 𝜙(𝑠) на функцию
линейного вида с переменным угловым коэффициентом 𝜌(𝑠).

3.1. Анализ устойчивости замкнутой системы с законом
управления (4).
Обозначим Ψ(𝑥) = diag{𝜌(𝑥1), ..., 𝜌(𝑥𝑛)}. Подставив (4) в

(1), запишем уравнение замкнутой системы
(6) �̇� = (𝐴+𝐵𝐾Ψ(𝑥))𝑥+𝐷𝑓.

Теорема 1. Пусть для заданных 𝐾 в (2) и 𝜏𝑖 > 0 суще-
ствуют 0 ⩽ 𝜌 = 𝜌0 < 𝜌1 < ... < 𝜌𝑣 = 𝜌, 𝜒𝑖 > 0, 𝛾𝑖 > 0 и
𝑃𝑖 = 𝑃T

𝑖 > 0 такие, что выполнены следующие матричные
неравенства

(7)

[︂
(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖)

T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖) + 𝜏𝑃𝑖 𝑃𝑖𝐷
* −𝜒𝑖𝐼

]︂
< 0,

𝑃𝑖 > 𝛾𝑖𝐼
в вершинах Ψ𝑖 = diag{{𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖}, ..., {𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖}}, 𝑖 = 1, ..., 𝑣. То-
гда область устойчивости 𝒳 , множество допустимых началь-
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ных условий 𝒳0 и верхняя оценка времени 𝑇 вхождения в
инвариантную область |𝑥(𝑡)| < 𝜀 определятся в виде
(8) 𝒳 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 ⩽ |𝑥𝑖| ⩽ �̄�, 𝑖 = 1, ..., 𝑛} ,

(9) 𝒳0 =

{︃
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| ⩽ �̄�0 :=

√︂
𝜏𝛾�̄�2−2�̄�𝑓

𝑛2𝜏‖𝑃‖

}︃
,

(10) 𝑇 = 1
𝜏 ln

𝜏 |𝑥(0)|2‖𝑃‖+�̄�𝑓
𝜏𝛾𝜀2−�̄�𝑓 ,

𝑥 > 0 и �̄� > 0 находятся как 𝑠 ∈ [−�̄�;−𝑥] ∪ [𝑥; �̄�] из решения
неравенств 𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 ⩾ 0 и 𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 ⩽ 0, 𝜏 = min

𝑖=1,...,𝑣
{𝜏𝑖},

𝛾 = min
𝑖=1,...,𝑣

{𝛾𝑖}, �̄� = max
𝑖=1,...,𝑣

{𝜒𝑖} и ‖𝑃‖ = max
𝑖=1,...,𝑣

{‖𝑃𝑖‖}.

Доказательство. Для анализа устойчивости замкнутой
системы выберем функции Ляпунова
(11) 𝑉𝑖 = 𝑥T𝑃𝑖𝑥, 𝑖 = 1, ..., 𝑣

и потребуем выполнение условий
(12) �̇�𝑖 + 𝜏𝑖𝑉𝑖 − 𝜒𝑖𝑓

T𝑓 < 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Подставляя (6) и (11) в (12), получим

(13)
𝑥T

[︀
(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥))

T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥))
]︀
𝑥+

+2𝑥T𝑃𝑖𝐷𝑓 + 𝜏𝑖𝑥
T𝑃𝑖𝑥− 𝜒𝑖𝑓

T𝑓 < 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Введя новый вектор 𝑧 = 𝑐𝑜𝑙{𝑥, 𝑓}, перепишем (13) как

(14)
𝑧T

[︂
Ψ11,𝑖 𝑃𝑖𝐷
* −𝜒𝑖𝐼

]︂
𝑧 < 0,

𝑖 = 1, ..., 𝑣,

где Ψ(𝑥)11,𝑖 = 𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥))
T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥)) + 𝜏𝑃

Неравенство (14) будет выполнено, если будет выполнено
условие

(15)

[︂
Ψ(𝑥)11,𝑖 𝑃𝑖𝐷

* −𝜒𝑖𝐼

]︂
< 0,

𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Элементы диагональной матрицы Ψ𝑖(𝑥) принадлежат от-
резку [𝜌𝑖−1; 𝜌𝑖]. Значит, ЛМН (15) содержит политопную
неопределенность. Согласно лемме [8], такое неравенство бу-
дет выполнено, если оно будет выполнено в вершинах поли-
топа [𝜌𝑖−1; 𝜌𝑖]. Значит, замкнутая система (6) устойчива.
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Пусть для любых 𝑥 > 0 и �̄� > 0 выполнены неравенства
𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 ⩾ 0 и 𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 ⩽ 0. Тогда 𝑥 и �̄� являются нижней
и верхней оценками множества устойчивости, записанного в
виде (8).

Запишем решение неравенства (12) в виде

(16) 𝛾|𝑥|2 < 𝑥T𝑃𝑖𝑥 <
�̄�𝑓
𝜏 +

(︁
‖𝑃‖�̄�20 +

�̄�𝑓
𝜏

)︁
𝑒−𝜏𝑡, 𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Учитывая (8) и (16) и приняв 𝛾𝑛2�̄�2 = 2�̄�𝑓
𝜏 + ‖𝑃‖�̄�20, получим

результат (9).
Верхняя оценка времени 𝑇 при котором |𝑥(𝑡)| попадут в

заданную область |𝑥(𝑡)| < 𝜀 и больше ее не покинут, опреде-
ляется в виде (10) из (16).

Замечание 2. В формулировке теоремы разрешимость (7)
ищется во внутренних точках 𝜌 = 𝜌0 < 𝜌1 < ... < 𝜌𝑣 = 𝜌 ин-
тервала, а не сразу на границах 𝜌 и 𝜌 согласно лемме [8]. Это
связано с тем, что применив лемму [8] для поиска 𝜌 и 𝜌 при
которых ЛМН (7) будет разрешимо, можно получить более
грубые решения, чем при использовании следующей много-
шаговой процедуры. Согласно данной процедуре предлагает-
ся сначала определить интервал (𝜌, 𝜌1), в вершинах которого
ЛМН (7) имеет решение, воспользовавшись леммой [8]. За-
тем, ищется следующий интервал (𝜌1, 𝜌2), в вершинах которо-
го ЛМН (7) имеет решение. Данная процедура проделывает-
ся до тех пор, пока не находится предельное значение 𝜌𝑘 = 𝜌
такое, что в вершинах (𝜌𝑘−1, 𝜌𝑘) ЛМН (7) еще сохраняется
решение. В результате применения многошаговой процедуры
длина интервала (𝜌; 𝜌) может быть больше, чем при исполь-
зовании только леммы [8].

Замечание 3. Для применения многошаговой процедуры
(см. замечание 2) можно воспользоваться следующими реко-

мендациями для поиска 𝜌. Если 𝑑𝜙(𝑠)
𝑑𝑠

⃒⃒⃒
𝑠=0

= 𝜌(0) < ∞, то

𝜌 ⩽ 𝜌(0) (см. рис. 3 слева). Если 𝑑𝜙(𝑠)
𝑑𝑠

⃒⃒⃒
𝑠=0

= ∞, то 𝜌 увеличи-

вается до тех пор, пока ЛМН (7) еще будет иметь решение на
интервале (𝜌𝑣−1; 𝜌𝑣) (см. рис. 3 справа). В некоторых случая
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возможно 𝜌 = ∞, что соотвествует обратной связи с большим
коэффициентом усиления.

Рис. 3. Поиск 𝜌 при 𝜌(0) <∞ (слева) и при 𝜌(0) = ∞
(справа).

Замечание 4. Результаты секции 2 можно обобщить на
закон управления вида 𝑢 = 𝑘1𝜙1(𝑥1) + ...+ 𝑘𝑛𝜙𝑛(𝑥𝑛).

3.2. Анализ устойчивости замкнутой системы с законом
управления (5).
Переписав 𝜙(𝐾𝑋) в виде 𝜙(𝐾𝑥) = 𝜌(𝐾𝑥)𝐾𝑥 и подставив

(5) в (1), получим
(17) �̇� = (𝐴+𝐵𝐾𝜌(𝐾𝑥))𝑥+𝐷𝑓.

Теорема 2. Пусть для заданных 𝐾 и 𝜏𝑖 > 0 существу-
ют 0 ⩽ 𝜌 = 𝜌0 < 𝜌1 < ... < 𝜌𝑣 = 𝜌, 𝜒𝑖 > 0, 𝛾𝑖 > 0 и
𝑃𝑖 = 𝑃T

𝑖 > 0 такие, что выполнены матричные неравенства
(7) в вершинах Ψ𝑖 = {𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖}, 𝑖 = 1, ..., 𝑣. Тогда область
устойчивости 𝒳 , множество допустимых начальных условий
𝒳0 и верхняя оценка времени переходного процесса 𝑇 в об-
ласть |𝑥(𝑡)| < 𝜀 определяются в виде (8), (9), (10), где 𝑥 и
�̄� находятся как 𝑠 ∈ [𝑥; �̄�]: 𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖) − 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 ⩾ 0 и

𝜙(𝑠
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖)− 𝜌𝑠
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖 ⩽ 0.
Доказательство. Ради простоты положим 𝑥1 = ... =

𝑥𝑛 = 𝑠. Пусть для любого 𝑠 ∈ [𝑥; �̄�] выполнены неравенства
𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖) − 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 ⩾ 0 и 𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖) − 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 ⩽ 0.

Тогда 𝑥 и �̄� являются нижней и верхней оценками множества
устойчивости, записанного в виде (8).
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Поскольку структура (17) подобна структуре (6), то даль-
нейшее доказательство теоремы 2 аналогично доказательству
теоремы 1.

4. Анализ значения 𝛿 в (3) для линейного и нелинейных
регуляторов и примеры функций 𝜙(𝑠).

Покажем, что алгоритмы (4) и (5) обеспечивают лучше
предельную ошибку, по сравнению с алгоритмом (2). Для это-
го необходимо рассмотреть решение любой оптимизационной
задачи. Например, рассмотрим оптимизационную задачу из
[7], которая в нашем случае будет сформулирована в следую-
щем виде. Для заданных 𝐾 и 𝜏 требуется найти 𝑃 и 𝛾, удо-
влетворяющие следующей оптимизационной задаче:

(18)

maximize 𝛾
subject to[︂
(𝐴+𝐵𝐾Θ)T𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾Θ) + 𝜏𝑃 𝑃𝐷

* −𝜏𝐼

]︂
< 0

and 𝑃 − 𝛾𝐼 > 0.
Тогда

(19) lim𝑡→∞|𝑥(𝑡)| ⩽ 𝛿 :=
√︁

𝑓
𝛾 .

Для нелинейного регулятора (2) оптимизационная зада-
ча решается при Θ = 𝐼, для нелинейного при Θ = 𝜌𝐼 в уста-
новившемся режиме. Поскольку для нелинейного регулятора
‖Θ‖ > 1 (см. рис. 4, где для каждого фиксированного зна-
чения �̂�𝑖: |�̂�𝑖| < |𝜙(�̂�𝑖)|), значит, 𝛾 для (2) будет меньше, чем
для (4) и (5) . Другими словами, при ‖Θ‖ > 1 происходит уве-
личение коэффициента в обратной связи, что делает матрицу
𝐴+ 𝐵𝐾Θ «более» устойчивой. Для «более» устойчивой мат-
рицы требуется «больше» матрица 𝑃 (а, значит, и больше 𝛾),
что соотвествует «меньшему» притягивающему эллипсоиду в
установившемся режиме.

Приведем некоторые примеры функций, для которых
справедливы полученные результаты:

9
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Рис. 4. Сравнение линейного и нелинейного регуляторов.

(1) 𝜙(𝑠) = 𝜇sat(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 и
т.п. Достоинство таких функций состоит в том, что они
гарантируют ограниченность закона управления. Одна-
ко для них всегда существует �̄� <∞.

(2) 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆, 0 < 𝜆 < 1, 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜓(𝑠) с четной, ограничен-
ной, положительной функцией 𝜓(𝑠) такой, что 𝜓(0) < 1

и 𝜓(±∞) < ∞ (например, 𝜓(𝑠) = 𝜇 𝑠
2+𝜇−2

𝑠2+1
, 𝜇 > 0),

𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆+𝑠1/𝜆 и т.п. Достоинство таких функций состо-
ит в том, что они гарантируют ускоренную сходимость.
Однако для них может существовать 𝑥 < ∞ и всегда
существует �̄� <∞.

(3) 𝜙(𝑠) = 𝜇sat(𝜎𝑠) + 𝜗𝑠, 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠) + 𝜗𝑠, 𝜙(𝑠) =

𝜇1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 + 𝜗𝑠 и т.п. По сравнению с (1) данные функ-
ции неограниченные. Однако за счет соответствующего
выбора 𝜇, 𝜎 и 𝜗 можно обеспечить 𝑥 = 0 и �̄� = ∞.

5. Примеры моделирования.

Рассмотрим систему (1) со следующими параметрами:

(20)
𝐴 =

[︂
0 1
1 2

]︂
, 𝐵 =

[︂
0
1

]︂
, 𝐷 =

[︂
0
1

]︂
,

𝑓(𝑡) = 0.15[1 + sin(𝑡) + sat{𝑑(𝑡)}].
Здесь sat{·} – функция насыщения, 𝑑(𝑡) – белый шум, моде-
лируемый в Матлаб со следующими параметрами: мощность
шума 0.1 и время выборки 0.1.

10
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Выберем матрицу 𝐾 = [𝑘1 𝑘2] = [−2 − 4] в линейном за-
коне управления (2), стабилизирующую объект (1). Рассмот-
рим следующие нелинейные функции:
(21) 𝜙(𝑠) = 𝜇sat(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 ;

(22)
𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆, 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠𝜆),

𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠𝜆), 𝜙(𝑠) = 𝜇1−𝑒−0.5𝜎𝑠𝜆

1+𝑒−0.5𝜎𝑠𝜆
, 0 < 𝜆 < 1;

(23) 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 + 𝑠1/𝜆, 0 < 𝜆 < 1, 𝜙(𝑠) = 𝑠
𝜗 𝑠2+𝜗−2

𝑠2+1 , 𝜗 > 1.

Для функций (21) существует 𝜌(0), для функций (22) и
(23) 𝜌(0) не существует.

5.1. Использование закона управления (4).
Для заданных (20), 𝜏 = 0.01 и 𝐾 = [−2 − 4] ЛМН (7)

разрешимо при 𝜌 = 𝜌0 = 0.6, 𝜌1 = 0.8, 𝜌2 = 2, 𝜌3 = 13,
𝜌4 = 110, 𝜌5 = 967, 𝜌6 = 967, 𝜌7 = 8542, 𝜌8 = 37362. Решения
существуют и при итерациях, больше 8. Однако примем 𝜌 =
𝜌8 = 37362.

Функции (21). Положим 𝜇 = 1 и 𝜎 = 30. В таблице 1
приведены результаты расчетов и моделирования, а на рис.
5 приведены результаты переходных процессов по |𝑥(𝑡)| при
𝑥(0) = [0.2 0.2]T. В таблице 1 при расчете 𝛿 из (19) бралось
малое значение 𝑓 = 10−8 из-за грубости оценок. Результаты
моделирования приведены для 𝑓(𝑡) из (20).

Таблица 1. Результаты расчетов и моделирования для
линейного закона управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из
(21) при 𝜇 = 1 и 𝜎 = 30.

Закон упр.: 𝜙(𝑠) 𝜌(0) [𝑥; �̄�] �̄�0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 5 при
𝑓(𝑡) из (20)

(2): 𝜙(𝑠) = 𝑠 1 [0;∞) ∞ 3.9 · 10−4 2.6 · 10−2

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 2 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1.9] 0.65 3.6 · 10−4 2 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 𝜇𝜎 [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 1.2 · 10−2
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Рис. 5. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (21) при 𝜇 = 1 и

𝜎 = 30 (справа рисунок в увеличенном масштабе).

Функции (22). Примем 𝜇 = 1, 𝜎 = 30 и 𝜆 = 5/7. В таблице
2 приведены результаты расчетов при 𝑓 = 10−8 и моделиро-
вания для 𝑓(𝑡) из (20). На рис. 6 приведены результаты пере-
ходных процессов по |𝑥(𝑡)| при 𝑓(𝑡) из (20) и 𝑥(0) = [0.1 0.1]T.

Таблица 2. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(22) при 𝜇 = 1, 𝜎 = 30 и 𝜆 = 5/7.

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; �̄�] �̄�0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 6 при
𝑓(𝑡) из (20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 [0; 1.4] 0.45 3.9 · 10−4 3.6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠𝜆) [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 3.1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠𝜆) [0; 1.86] 0.64 3.6 · 10−4 3.1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0.5𝜎𝑠𝜆

1+𝑒−0.5𝜎𝑠𝜆
[0; 1.25] 0.38 2.5 · 10−4 2.2 · 10−4

Функции (23). Примем 𝜆 = 5/7 и 𝜗 = 3. В таблице 3 при-
ведены результаты расчетов при 𝑓 = 10−8 и моделирования
для 𝑓(𝑡) из (20). На рис. 7 приведены результаты переходных
процессов при 𝑓(𝑡) из (20) и 𝑥(0) = [0.1 0.1]T.
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Рис. 6. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (22) при 𝜇 = 1,
𝜎 = 30 и 𝛾 = 5/7 (справа рисунок в увеличенном масштабе).

Таблица 3. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(23) при 𝜆 = 5/7 и 𝜗 = 3.

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; �̄�] �̄�0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 7
при 𝑓(𝑡) из
(20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 + 𝑠1/𝜆 [0; 1.4] 0.45 3.9 · 10−4 3.6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠
𝜗 𝑠2+𝜗−2

𝑠2+1 [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 3.1 · 10−4

5.2. Использование закона управления (5).
Для заданных (20), 𝜏 = 0.01 и 𝐾 = [−2 −4] ЛМН (7) раз-

решимо при 𝜌 = 𝜌0 = 0.53, 𝜌1 = 0.6, 𝜌2 = 8, 𝜌3 = 105526. Ре-
шения существуют и при итерациях, больше 3. Однако пусть
𝜌 = 𝜌3 = 105526.

Ниже в таблицах 4–6 и на рис. 8–10 используются теже
функции 𝜙(𝑠) с теми же параматмами, что и в предыдущей
подсекции.
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Рис. 7. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (23) при 𝜆 = 5/7

и 𝜗 = 3 (справа рисунок в увеличенном масштабе).

Таблица 4. Результаты расчетов и моделирования для
линейного закона управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из
(21) при 𝜇 = 1 и 𝜎 = 100.

Закон упр.: 𝜙(𝑠) 𝜌(0) [𝑥; �̄�] �̄�0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 8 при
𝑓(𝑡) из (20)

(2): 𝜙(𝑠) = 𝑠 1 [0;∞) ∞ 3.9 · 10−4 4.2 · 10−2

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 2.5 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1.9] 0.65 3.6 · 10−4 5 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 𝜇𝜎 [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 2.5 · 10−3

Таблица 5. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(22) при 𝜇 = 1, 𝜎 = 100 и 𝜆 = 5/7.

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; �̄�] �̄�0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 9
при 𝑓(𝑡) из
(20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 [0; 1.4] 0.45 3.9 · 10−4 3.6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠𝜆) [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 3.1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠𝜆) [0; 1.86] 0.64 3.6 · 10−4 3.1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0.5𝜎𝑠𝜆

1+𝑒−0.5𝜎𝑠𝜆
[0; 1.25] 0.38 2.5 · 10−4 2.2 · 10−4

6. Заключение

В работе разработаны нелинейные законы управления,
полученные из линейного путем двух типов замен с использо-
14
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Рис. 8. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (5) с 𝜙(𝑠) из (21) при 𝜇 = 1 и

𝜎 = 100 (справа рисунок в увеличенном масштабе).
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Рис. 9. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (5) с 𝜙(𝑠) из (22) при 𝜇 = 1,
𝜎 = 100 и 𝜆 = 5/7 (справа рисунок в увеличенном масштабе).

Таблица 6. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(23) при 𝜆 = 5/7 и 𝜗 = 3.

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; �̄�] �̄�0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 10
при 𝑓(𝑡) из
(20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 + 𝑠1/𝜆 [0; 1.4] 0.45 3.9 · 10−4 3.6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠
𝜗 𝑠2+𝜗−2

𝑠2+1 [0; 1.25] 0.38 3.6 · 10−4 3.1 · 10−4
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Рис. 10. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (5) с 𝜙(𝑠) из (23) при 𝜆 = 5/7

и 𝜗 = 3 (справа рисунок в увеличенном масштабе).

ванием нечетных функций. Первая замена состоит в пропус-
кании каждой компоненты вектора состояния через нелиней-
ную функцию, вторая замена – в пропускании всего линей-
ного закона управления через нелинейную функцию. Пред-
ложено нелинейные функции представить в виде линейных
с нелинейным угловым коэффициентом для анализа устой-
чивости замнкутой системы. Такое представление позволяет
использовать аппарат ЛМН для исследования устойчивости
замкнутых систем. Найдены области устойчивости и области
для начальных условий, полученные в результате многошаго-
вой процедуры поиска решений с использованием ЛМН. Пока-
зано, что использование предложенных нелинейных законов
управления позволяет уменьшить установившуюся ошибку по
сравнению с линейным.
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Abstract: The paper investigates nonlinear control laws obtained from linear
one by two types of coordinate change by using odd functions. The first
coordinate change consists in passing each component of the state vector
through a nonlinear function, the second coordinate change is in passing
the entire linear control law through a nonlinear function. To study such
systems, it is proposed to represent nonlinear functions as linear ones with a
nonlinear slope. Such a representation will allow using the methods of linear
matrix inequalities (LMI) to study the stability of the closed-loop systems.
The stability domains and the domains for the initial conditions are found,
obtained as a result of a multi-step solution search procedure using LMI. It is
shown that the use of the proposed nonlinear control laws makes it possible
to reduce the steady-state error compared to the linear one. The simulations
illustrate the theoretical conclusions.

Keywords: dynamical system, nonlinear control law, linear matrix

inequalities.
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