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Класс нелинейных марковских процессов характеризуется наличием зависимо-
сти текущего состояния процесса от текущего распределения процесса в до-
полнение к зависимости от предыдущего состояния процесса. Благодаря этой
особенности, данные процессы характеризуются сложным предельным пове-
дением и эргодическими свойствами, для которых привычных критериев для
марковских процессов недостаточно. Будучи разновидностью нелинейных мар-
ковских процессов, нелинейные цепи Маркова унаследовали эти особенности. В
работе исследованы условия для выполнения центральной предельной теоремы
для однородных нелинейных цепей Маркова в дискретном времени с конечным
дискретным фазовым пространством. Также приведен краткий обзор извест-
ных результатов о эргодических свойствах нелинейных цепей Маркова. Полу-
ченный результат дополняет существующие результаты в данной области и
может быть полезен для дальнейших приложений в статистике.
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1. Введение

Класс случайных процессов, имеющих зависимость от за-
кона распределения впервые был впервые предложен А.А. Вла-
совым [2] для описания динамики плазмы, представляющей со-
бой большую систему заряженных частиц. В дальнейшем, об-
щий класс процессов был изучен Г.П. Маккином [6]. Данные
процессы в литературе называют процессами Маккина-Власова
или нелинейными марковскими процессами. Процессы этого ви-
да естественным образом возникают при описании предельно-
го поведения системы большого количества взаимодействующих

1 Статья подготовлена в ходе проведения исследования в рамках Програм-
мы фундаментальных исследований Национального исследовательского уни-
верситета «Высшая школа экономики» (НИУ ВШЭ). Работа выполнена при
финансовой поддержке РФФИ, грант №20-01-00575a.

2 Александр Алексеевич Щеголев, аспирант НИУ ВШЭ (ashchegolev@hse.ru).
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частиц. Данный вид процессов изучался в работах множества ав-
торов, среди которых можно выделить монографии А.С. Шнит-
мана [11] и В.Н. Колокольцова [5]. В отличие от марковских про-
цессов, нелинейные марковские процессы могут обладать слож-
ными эргодическими свойствами [7, 8], так что классические ре-
зультаты для марковских процессов могут быть неприменимы.

Изучению эргодических свойств нелинейных цепей Маркова
также посвящен ряд работ. Одни из первых результатов изуче-
ния эргодических свойств однородных нелинейных цепей Мар-
кова в дискретном времени были получены О.А. Бутковским [1].
В работе были установлены условия существования и единствен-
ности инвариантной меры для нелинейных марковских цепей, а
также показано на примерах, что стандартного результата для це-
пей Маркова (выполнения условия Маркова-Добрушина) в дан-
ном случае недостаточно для эргодичности процесса. В работе
M.Х. Сабурова [9] рассматривается определенный класс (более
узкий, чем в работе [1]) нелинейных полиномиальных Марков-
ских операторов на конечном пространстве, для которых показа-
но, что при некоторых условиях на коэффициент эргодичности
Добрушина достигается эргодичность. В работах [4, 10] также
рассматриваются нелинейные цепи Маркова в дискретном вре-
мени, обобщается оценка [1] для скорости сходимости на случай
использования переходных вероятностей за несколько шагов. На
примерах показано, что для переходных ядер за несколько шагов
скорость сходимости может быть выше, и показан пример, де-
монстрирующий, что невыполнение условий [1] в общем случае
не препятствует сходимости к единственной инвариантной мере.
Также в работе [10] представлен результат об условиях выпол-
нения закона больших чисел для нелинейных цепей Маркова в
дискретном времени. В работе Б.А. Нойман [8] рассматриваются
эргодические свойства нелинейных цепей Маркова с конечным
пространством состояний в непрерывном времени, где показано,
что для эргодичности нелинейной цепи Маркова с непрерывным
временем должен существовать непрерывный нелинейный гене-
ратор.
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В данной работе мы ограничиваемся рассмотрением класса
нелинейных цепей Маркова в дискретном времени. Статья рас-
сматривает условия выполнения центральной теоремы для нели-
нейных цепей Маркова, продолжая идею [10], где был рассмот-
рен соответствующий закон больших чисел. Полученный резуль-
тат важен для статистических приложений и дальнейшего по-
строения статистики.

2. Постановка задачи и основной результат

Прежде всего напомним определение нелинейной цепи Мар-
кова в дискретном времени.

Определение 1. Нелинейной цепью Маркова c дискретным
временем назовем процесс (𝑋𝜇

𝑛 )𝑛∈Z+
, принимающий значения на

пространстве состояний (𝐸, ℰ), который имеет начальное рас-
пределение ℒ (𝑋𝜇

0 ) = 𝜇, 𝜇 ∈ 𝒫(𝐸) и переходные вероятности

𝑃𝜇𝑛(𝑥,𝐵) =P
(︀
𝑋𝜇

𝑛+1 ∈ 𝐵|𝑋𝜇
𝑛 = 𝑥𝑛, . . . , 𝑋

𝜇
0 = 𝑥0;

ℒ(𝑋𝜇
𝑛 ) = 𝜇𝑛, . . . ,ℒ(𝑋𝜇

0 ) = 𝜇0)

=P
(︀
𝑋𝜇

𝑛+1 ∈ 𝐵|𝑋𝜇
𝑛 = 𝑥;ℒ(𝑋𝜇

𝑛−1) = 𝜇𝑛−1

)︀
,

где 𝑥0, . . . ,𝑥𝑛 ∈ 𝐸, 𝐵 ∈ ℰ , 𝑛 ∈ Z+.
Рассматриваемый далее результат устанавливает достаточ-

ные условия, чтобы для нелинейной марковской цепи с конечным
дискретным фазовым пространством выполнялась центральная
предельная теорема.

Теорема 1. Пусть нелинейная цепь Маркова 𝑋𝜇
𝑘 , определе-

на на измеримом пространстве состояний (𝐸, ℰ) и имеет един-
ственную инвариантную меру, скорость сходимости к которой
экспоненциальна. Обозначим через 𝑋𝜋

𝑘 копию исходной нелиней-
ной цепи Маркова 𝑋𝜇

𝑘 с начальным распределением, равным ин-
вариантной мере 𝜋, и переходными вероятностями 𝑃 𝜋

𝑥,𝑦, равно-
мерно отделенными от нуля,

inf
𝜇

min
𝑥,𝑥′

𝑃𝜇
𝑥,𝑥′ > 0.
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Тогда для нелинейной цепи Маркова выполнена центральная пре-
дельная теорема,

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
→ E [𝑔(𝜂)] , 𝜂 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2),

где 𝑔 ∈ 𝒞𝑏,

𝑆𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝑓(𝑋𝜇
𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )]) ,

𝜎2 = E𝜋

⎡⎣ ∑︁
0⩽𝑖⩽𝑗⩽∞

(𝑓(𝑋𝜇
𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )])
(︁
𝑓(𝑋𝜇

𝑗 )− E[𝑓(𝑋𝜋
0 )]

)︁⎤⎦ .

Доказательство. Прежде всего заметим, что поскольку
функция 𝑔 ограничена, то для доказательства слабой сходимо-
сти достаточно рассмотреть неотрицательные 𝑔 ∈ 𝒞𝑏, такие что
𝑔 ⩾ 𝜅, где 𝜅 – некоторая положительная постоянная.

Также обратим внимание на то, что инвариантная копия ис-
ходного процесса, 𝑋𝜋

𝑘 , является однородной цепью Маркова, не
зависящей от меры, а также обладает 𝛽-перемешиванием, благо-
даря равномерной экспоненциальной сходимости относительно
начального распределения.

Рассмотрим последовательность сумм центрированных ком-
понент для инвариантной копии исходного процесса,

𝑆𝜋
𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑋𝜋
𝑘 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )].

Тогда, в соответствии с результатами Ибрагимова и Линника
[3, Теорема 18.5.3], мы имеем, что

E[|𝑓(𝑋𝜋
𝑘 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )]|
2+𝜁 ] < ∞

для некоторого 𝜁 > 0 и
∑︀∞

𝑛=1 𝛼(𝑛)
𝜁/(2+𝜁) < ∞, где 𝛼(𝑛) – ко-

эффициент перемешивания. Дисперсия случайной величины 𝑆𝜋
𝑛 ,

𝜎2 = Var(𝑆𝜋
𝑛) = E𝜋

⎡⎣ ∑︁
0⩽𝑖⩽𝑗⩽∞

(𝑓(𝑋𝜋
𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )])
(︀
𝑓(𝑋𝜋

𝑗 )− E[𝑓(𝑋𝜋
0 )]
)︀⎤⎦ ,
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является конечной благодаря тому, что случайные величины
𝑓(𝑋𝜋

𝑘 ) − E[𝑓(𝑋𝜋
0 )] удовлетворяют условию 𝛽-перемешивания, в

данном случае, экспоненциального, и ограничены.
Тогда, последовательность 𝑆𝜋

𝑛 удовлетворяет центральной
предельной теореме, таким образом, 𝑆𝜋

𝑛 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2/𝑛). При этом
случай 𝜎2 = 0 может быть интерпретирован как вырожденное
нормальное распределение или 𝛿-мера Дирака, сконцентрирован-
ная в точке 0.

Таким образом, центральная предельная теорема верна для
нелинейной цепи Маркова, стартующей из инвариантного рас-
пределения, а именно

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
→ E [𝑔(𝜂)] , 𝜂 ∼ 𝒩 (0,𝜎2).(1)

В случае 𝜎 = 0 получаем тождественное равенство обеих частей
(1) величине 𝑔(𝑊 ), где 𝑊 – некоторая константа.

Далее, покажем, что центральная предельная теорема верна
и в более общем случае, то есть для нелинейной цепи Маркова,
не находящейся изначально в стационарном состоянии.

Обозначим 𝜉(𝑋𝜇
𝑖 ) = 𝑓(𝑋𝜇

𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋
0 )], тогда

E
[︃
𝑔

(︃
𝑆𝑛
√

𝑛

)︃]︃
=E
[︃
𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝜉(𝑋

𝜇
𝑖 )

√
𝑛

)︃]︃

=

∫︁∫︁
· · ·
∫︁

𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝜉(𝑋

𝜇
𝑖 )

√
𝑛

)︃
𝜇0(𝑥0)𝑃

𝜇0
𝑥0,𝑑𝑥1

𝑃
𝜇1
𝑥1,𝑑𝑥2

. . . 𝑃
𝜇𝑛−2
𝑥𝑛−2,𝑑𝑥𝑛−1

=

∫︁∫︁
· · ·
∫︁

𝑔

(︃
𝜉(𝑥0) + · · · + 𝜉(𝑥𝑛−1)

√
𝑛

)︃
𝜇0(𝑥0)𝑃

𝜇0
𝑥0,𝑑𝑥1

. . . 𝑃
𝜇𝑛−2
𝑥𝑛−2,𝑑𝑥𝑛−1

.

Благодаря существованию единственной инвариантной ме-
ры и экспоненциальной скорости сходимости начальной меры к
ней, имеем, ‖𝜇𝑛 − 𝜋‖𝑇𝑉 ⩽ 2𝑒−𝐶𝑛, где 𝐶 – некоторая константа,
не зависящая от 𝑛. Исходя из предположения, что все элементы
переходного ядра 𝑃 𝜋

𝑥,𝑦 отделены от нуля, получаем нижнюю и
верхнюю оценки:

−‖𝜇𝑛 − 𝜋‖𝑇𝑉

2𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

⩽
𝑃𝜇𝑛
𝑥,𝑦 − 𝑃 𝜋

𝑥,𝑦

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

⩽
‖𝜇𝑛 − 𝜋‖𝑇𝑉

2𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

,

откуда мы делаем вывод, что
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(2) 1−𝑒ln𝐾−𝐶𝑛 ⩽ 1− 𝑒−𝐶𝑛

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

⩽
𝑃𝜇𝑛
𝑥,𝑦

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

⩽ 1+
𝑒−𝐶𝑛

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

⩽ 1+𝑒ln𝐾−𝐶𝑛,

где 𝐾 – некоторая константа, не зависящая от 𝑛.
Обозначим 𝜌𝑔 – модуль непрерывности функции 𝑔 на за-

мкнутом интервале [−‖𝜉‖, ‖𝜉‖] и выберем 𝛿 > 0 такое, что
𝜌𝑔(𝛿) < 𝜅 < 𝑔. Также выберем 𝑛 по заданным 𝛿, 𝑘: 𝑛 ⩾ 𝑘‖𝜉‖/𝛿,
где 𝑘 ∈ Z+, и, начиная с момента 𝑘 + 1, переходные ядра 𝑃𝜇𝑛

𝑥,𝑦

близки к инвариантному переходному ядру 𝑃 𝜋
𝑥,𝑦 согласно (2).

Определим переходное ядро за 𝑘 шагов как 𝑄𝜇0,𝑘
𝑥0,𝑑𝑥𝑘

, такое что

𝜇𝑘 = 𝜇0𝑄
𝜇0,𝑘
𝑥0,𝑑𝑥𝑘

(𝑑𝑥𝑘) =

∫︁
𝜇0(𝑑𝑥0)𝑄

𝜇0,𝑘(𝑥0, 𝑑𝑥𝑘).

Используя введенные обозначения, перепишем

E
[︃
𝑔

(︃
𝑆𝑛
√
𝑛

)︃]︃
=

∫︁∫︁
· · ·
∫︁

𝑔

⎛⎝∑︀𝑘
𝑖=0 𝜉(𝑥𝑖)
√
𝑛

+

∑︀𝑛−1
𝑖=𝑘+1

𝜉(𝑥𝑖)
√
𝑛

⎞⎠𝜇0𝑄
𝜇0,𝑘

(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃
𝜇𝑘
𝑥𝑗,𝑑𝑥𝑗+1

⩽ 𝜌𝑔(𝛿) +

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒

ln𝐾−𝐶𝑗
)︁⎛⎝∫︁∫︁ · · ·

∫︁
𝑔

⎛⎝∑︀𝑛−1
𝑖=𝑘+1

𝜉(𝑥𝑖)
√
𝑛

⎞⎠𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃
𝜋
𝑥𝑗,𝑑𝑥𝑗+1

⎞⎠(3)

Распишем в явном виде аналогичное выражение для 𝑆𝜋
𝑛 :

E
[︃
𝑔

(︃
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︃]︃
=

∫︁∫︁
· · ·
∫︁

𝑔

⎛⎝∑︀𝑘
𝑗=0 𝜉(𝑥𝑗)

√
𝑛

+

∑︀𝑛−1
𝑗=𝑘+1

𝜉(𝑥𝑗)
√
𝑛

⎞⎠𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃
𝜋
𝑥𝑗,𝑑𝑥𝑗+1

⩾ − 𝜌𝑔(𝛿) +

∫︁∫︁
· · ·
∫︁

𝑔

⎛⎝∑︀𝑛−1
𝑗=𝑘+1

𝜉(𝑥𝑗)
√
𝑛

⎞⎠𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃
𝜋
𝑥𝑗,𝑑𝑥𝑗+1

.

Теперь мы можем подставить последний результат в форму-
лу (3), благодаря чему получаем

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
⩽ 𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
𝜌𝑔(𝛿) + E

[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂)︂ 𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
.

Аналогичным образом мы можем вычислить оценку и для

нижней границы E
[︁
𝑔
(︁

𝑆𝑛√
𝑛

)︁]︁
, получая

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
⩾− 𝜌𝑔(𝛿) +

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
×

⎛⎝∫︁∫︁ · · ·
∫︁

𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=𝑘+1 𝜉(𝑥𝑖)

√
𝑛

)︃
𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘+1

𝑃𝜋
𝑥𝑗 ,𝑑𝑥𝑗+1

⎞⎠
⩾− 𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
− 𝜌𝑔(𝛿)

)︂
×

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
.

6
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В результате, получаем границы для E
[︁
𝑔
(︁

𝑆𝑛√
𝑛

)︁]︁
,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
⩾ −𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
− 𝜌𝑔(𝛿)

)︂
×

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
,

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
⩽ 𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
𝜌𝑔(𝛿) + E

[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂)︂
×

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
.

Для этих границ вычислим нижний и верхний пределы по-
следовательности при 𝛿 → 0, 𝑘 → ∞ и 𝑛 → ∞, получая

lim inf
𝑛→∞

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
⩾

lim inf
𝛿→0

lim inf
𝑘→∞

lim inf
𝑛→∞

⎛⎝−𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
− 𝜌𝑔(𝛿)

)︂ 𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁⎞⎠
и

lim sup
𝑛→∞

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
⩽

lim sup
𝛿→0

lim sup
𝑘→∞

lim sup
𝑛→∞

⎛⎝𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
𝜌𝑔(𝛿) + E

[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂)︂ 𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁⎞⎠ .

Отметим, что при 𝛿 → 0, модуль непрерывности 𝜌𝑔(𝛿) стремится
к нулю. Множители ∏︀𝑛−2

𝑗=𝑘−1

(︀
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︀
и ∏︀𝑛−2

𝑗=𝑘−1

(︀
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︀
при

𝑘 → ∞ равномерно стремятся к 1 благодаря показателю в экс-
поненте. Используя результат (1), мы получаем, что для любой
неотрицательной функции 𝑔 ∈ 𝒞𝑏, большей 𝜅,

lim inf
𝑛→∞

E[𝑔(𝑆𝑛/
√
𝑛)] ⩾ E [𝑔(𝜂)] ,

и
lim sup
𝑛→∞

E[𝑔(𝑆𝑛/
√
𝑛)] ⩽ E [𝑔(𝜂)] ,

где 𝜂 – гауссовская случайная величина с распределением
𝒩 (0, 𝜎2).

Стало быть, эти неравенства имеют место и для любой функ-
ции 𝑔 ∈ 𝒞𝑏. Тогда по теореме о двух милиционерах, имеем

lim
𝑛→∞

E[𝑔(𝑆𝑛/
√
𝑛)] = E [𝑔(𝜂)] ,

что эквивалентно слабой сходимости, а следовательно, как и тре-
бовалось, центральная предельная теорема выполнена. Теорема 1
доказана. 7
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HOMOGENEOUS DISCRETE-TIME NONLINEAR
MARKOV CHAINS
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Abstract: The class of nonlinear Markov processes is characterized by the
dependence of the current state of the process on its current distribution in addition
to the dependence on the previous state. Due to this feature, these processes are
characterized by complex limit behavior and ergodic properties, for which the usual
criteria for Markov processes are not sufficient. Being a subclass of nonlinear
Markov processes, nonlinear Markov chains have inherited these features. In this
paper, conditions for the fulfillment of the central limit theorem for homogeneous
nonlinear Markov chains in discrete time and with a discrete finite state space are
studied. Also, a brief review of known results on the ergodic properties of nonlinear
Markov chains is included. The obtained result complements the existing results in
this area and may be useful for further applications in statistics.
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