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Ñõîäèìîñòü è óñòîé÷èâîñòü â çàäà÷àõ ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê
(îáçîð)

Ñòàòüÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáçîð áàçîâûõ ðàáîò ïî ïðîáëåìå ñîãëàñîâàíèÿ

õàðàêòåðèñòèê (consensus problem) â ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåìàõ è ïî óñòîé÷èâîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåäóð. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà çàäà÷å ñîãëàñîâàíèÿ

ìíåíèé àãåíòîâ (ïðè ðàññìîòðåíèè òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí

¾îáúåêòû¿). Âî âòîðîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå îáùèå çàäà÷è ñîãëàñîâàíèÿ

è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé àãåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ 2d ïàðàìåòðàìè â d-ìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (êàê ïðàâèëî, ýòî êîîðäèíàòû è ïðîåêöèè ñêîðîñòè).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ çàäàííûì

êóðñîì è âûñòðàèâàþùèõ (ïîääåðæèâàþùèõ) ïðåäïèñàííóþ êîíôèãóðàöèþ ãðóïïû

îáúåêòîâ. Ïðè êîððåêòèðîâêå ñêîðîñòè êàæäûé àãåíò â êà÷åñòâå íîâîãî åå çíà÷åíèÿ

âûáèðàåò îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ îò çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòèê ñâîèõ ¾ñîñåäåé¿ è

ñîáñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê. Èíôîðìàöèîííûå ñâÿçè ìåæäó àãåíòàìè îïðåäåëÿþò

îðãðàô êîììóíèêàöèé. Äëÿ ñòàáèëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü.

Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà â òåðìèíàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ

ñâÿçíîñòü îðãðàôà êîììóíèêàöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîàãåíòíûå ñèñòåìû, äåöåíòðàëèçîâàííîå óïðàâëåíèå, ãðàô

êîììóíèêàöèé, ëàïëàñîâñêèé ñïåêòð, óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ðåøåíèå ìíîãèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìíîãîàãåíòíûìè ñèñòåìàìè ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì ñïåêòðîâ ãðàôîâ

(îðãðàôîâ) êîììóíèêàöèé è èõ äðåâåñíîé ñòðóêòóðû. Â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòðèöû

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ (ñì., íàïðèìåð, [12, 21]). Ïóñòü G âçâåøåííûé îðãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç wij > 0 âåñ

äóãè îðãðàôà G, íàïðàâëåííîé èç âåðøèíû i â âåðøèíó j. Ëàïëàñîâñêàÿ ìàòðèöà (èëè ñòðî÷íàÿ ëàïëàñîâñêàÿ

ìàòðèöà) L = L(G) = (ℓij) ïîðÿäêà N×N äëÿ âçâåøåííîãî îðãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ℓij = −wij åñëè j ̸= i è ℓii = −
∑
k ̸=i

ℓik, i, j = 1, . . . , N . Íåðåäêî âìåñòî ëàïëàñîâñêîé ìàòðèöû ñòðîèòñÿ

ìàòðèöà Êèðõãîôà, êîòîðóþ îáû÷íî òàêæå îáîçíà÷àþò L = (ℓij). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ℓij = −wji,

åñëè j ̸= i, è ℓii = −
∑
k ̸=i

ℓik, i, j = 1, . . . , N . Íåêîòîðûå àâòîðû [39] èìåííî åå íàçûâàþò îðèåíòèðîâàííûì

ëàïëàñèàíîì îðãðàôà. Êëàññû ìàòðèö Êèðõãîôà è ëàïëàñîâñêèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò. Åñëè ãðàô êîììóíèêàöèé

� íåîðèåíòèðîâàííûé, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó âñåãäà íàçûâàþò ëàïëàñîâñêîé è îáîçíà÷àþò ÷åðåç L.

Äëÿ îðãðàôîâ êîììóíèêàöèé, â êîòîðûõ íàïðàâëåíèÿ äóã ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèÿì èíôîðìàöèîííûõ

ïîòîêîâ, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìàòðèöû Êèðõãîôà. Â òî æå âðåìÿ, â òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà äëÿ îïèñàíèÿ

ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ëàïëàñîâñêèìè ìàòðèöàìè.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà P íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíîé1, åñëè îíà íåðàçëîæèìà è èìååò ëèøü îäíî

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ìîäóëåì. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà � ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà

ñ åäèíè÷íûìè ñòðî÷íûìè ñóììàìè. Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàþò àöèêëè÷åñêîé, åñëè åå ìàòðèöà ïåðåõîäîâ

ïðèìèòèâíà. Ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó P è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé îäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà íàçûâàþò

1Äàëåå â òåðìèíîëîãèè â îñíîâíîì ñëåäóåì [5].
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ïðàâèëüíûìè, åñëè ó ìàòðèöû P íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû è ðàâíûõ ïî ìîäóëþ åäèíèöå.

Åñëè P � ïðàâèëüíàÿ è åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ åå îäíîêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî P è ñîîòâåòñòâóþùóþ

öåïü íàçûâàþò ðåãóëÿðíûìè2. Äëÿ ðåãóëÿðíîé öåïè ïðè k → ∞ ïðåäåëû ýëåìåíòîâ p(k)ij ìàòðèö P k ñóùåñòâóþò

è íå çàâèñÿò îò i, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò3 j. Ðåãóëÿðíîñòü ýêâèâàëåíòíà ïîíÿòèþ SIA (Stochastic, Inde-

composable, Aperiodic)4, ÷àñòî èñïîëüçóåìîìó â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ

îäíîòèïíûìè, åñëè âñå èõ íåíóëåâûå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâûõ ïîçèöèÿõ.

Åñëè ó ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû õîòÿ áû îäèí ñòîëáåö öåëèêîì ïîëîæèòåëåí, òî åå íàçûâàþò ìàòðèöåé

Ìàðêîâà (ñì., íàïðèìåð, [11, 19]). Êëàññ òàêèõ ìàòðèö îáîçíà÷èì ÷åðåç M. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P

ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r P r ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ìàðêîâà.

2 Äèñêðåòíûå ìîäåëè äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà

2.1 Ìîäåëü Äå Ãðîîòà

Îäíà èç ïåðâûõ ìîäåëåé äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà áûëà ïðåäëîæåíà è èçó÷åíà Ì. Äå Ãðîîòîì. Â [24] îí

ðàññìîòðåë çàäà÷ó ñîãëàñîâàíèÿ ñóáúåêòèâíûõ îöåíîê íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà. Ýòè îöåíêè ñîïîñòàâëåíû

÷ëåíàì ãðóïïû, äåéñòâóþùåé êàê åäèíàÿ êîìàíäà. Â îñíîâå ñîãëàñîâàíèÿ ìíåíèé, ò.å. ïîëó÷åíèÿ åäèíîé îöåíêè

äëÿ âñåé ãðóïïû, ëåæàò èòåðàöèè, ïîñëåäîâàòåëüíî ñáëèæàþùèå ìíåíèÿ àãåíòîâ. Åñëè s(0) = (s10, . . . , s
N
0 )T

� âåêòîð íà÷àëüíûõ ìíåíèé ÷ëåíîâ ãðóïïû, à s(1) = (s11, . . . , s
N
1 )T � âåêòîð ìíåíèé íà ñëåäóþùåì øàãå, òî

s(1) = Ps(0), ãäå P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíò êîòîðîé pij çàäàåò ñòåïåíü âëèÿíèÿ ìíåíèÿ j-ãî àãåíòà

íà ìíåíèå i-ãî. Íà k-ì øàãå ïîëó÷àåì âåêòîð ìíåíèé s(k) = P ks(0). Ñîãëàñèå äîñòèæèìî, åñëè ïðè íåêîòîðîì

s̄ ∈ R äëÿ âñåõ i èìååò ìåñòî limk→∞ sik = s̄. Ñîãëàñèå äîñòèæèìî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ìíåíèÿõ â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà limk→∞ P k, è âñå åå ñòðîêè ñîâïàäàþò, èíûìè ñëîâàìè, åñëè

ìàòðèöà P ðåãóëÿðíà. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Äå Ãðîîòà äîñòèæåíèå êîíñåíñóñà îïðåäåëÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ

ñòåïåíåé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû âëèÿíèé.

Â [24] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñòåïåíåé P k: îäíî èç íèõ � íàëè÷èå

ïîëîæèòåëüíîãî ñòîëáöà â ìàòðèöå P k ïðè íåêîòîðîì k, ò.å. ïðèíàäëåæíîñòü P k êëàññó M ìàòðèö Ìàðêîâà

(òåîðåìà 1 â [24]); äðóãîå � âçàèìíàÿ äîñòèæèìîñòü âñåõ ñîñòîÿíèé öåïè Ìàðêîâà, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå

P, è åå àïåðèîäè÷íîñòü (â ýòîì ñëó÷àå P ïðèìèòèâíà) � òåîðåìà 2 â [24].

Âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð5 π íàçûâàþò ñòàöèîíàðíûì äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû P, åñëè èìååò ìåñòî

πTP = πT . Ñòàöèîíàðíûé âåêòîð � ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð P, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1.

Êàê îòìå÷åíî â [24], ñîãëàñèå äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð π = (π1, . . . , πN )T ,

òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ i, j èìååò ìåñòî limk→∞ p
(k)
ij = πj . Îáùåå ìíåíèå â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé∑N

i=1 πis
i
0.

Åñëè (ñì. òåîðåìó 3 â [24]) ñîãëàñèå äîñòèæèìî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ìíåíèÿõ, è ñîãëàñîâàííîå ìíåíèå

ðàâíî πT s(0) =
∑N

i=1 πis
i
0, òî âåêòîð π � åäèíñòâåííûé6 ñòàöèîíàðíûé âåêòîð äëÿ P .

Åñëè ñîãëàñèå äîñòèæèìî è ñîñòîÿíèå i â öåïè Ìàðêîâà, îïðåäåëÿåìîé P, íåâîçâðàòíî, òî, êàê ïîêàçàíî â

2À.Í. Êîëìîãîðîâ, ðàññìîòðåâ ýðãîäè÷åñêèé ïðèíöèï, ïîêàçàë [7, óñëîâèå (22b)], ÷òî ýðãîäè÷íîñòü öåïè ýêâèâàëåíòíà åå

ðåãóëÿðíîñòè.
3Â [10] ââåäåíî ïîíÿòèå ïîëîæèòåëüíî ðåãóëÿðíîé öåïè, ò.å. öåïè, äëÿ êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ïðåäåëû p

(k)
ij ïðè k → ∞ âñå

áîëüøå íóëÿ.
4Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöû P ÿâëÿåòñÿ SIA, åñëè limm→∞ Pm = Q, è âñå ñòðîêè Q îäèíàêîâû.
5Âåêòîð íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì, åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû íåîòðèöàòåëüíû è èõ ñóììà ðàâíà åäèíèöå.
6Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åùå â [5] (� 7 ãëàâû 13) îòìå÷àëîñü, ÷òî åñëè P ðåãóëÿðíà, òî èç óðàâíåíèÿ π = PT π âåêòîð π îïðåäåëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî è êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäàåò ñ íèì.
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[24], πi = 0 è ìíåíèå i-ãî àãåíòà íå âëèÿåò íà ñîãëàñîâàííîå ìíåíèå. Íàïðèìåð, åñëè ìàòðèöà P èìååò âèä

P =


1
2

1
2 0

1
4

3
4 0

1
3

1
3

1
3

 ,

òî πT = ( 13 ,
2
3 , 0) è êîíñåíñóñ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 1

3s
1
0 + 2

3s
2
0. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå

òðåòüåìó àãåíòó, � íåâîçâðàòíîå, ïðè îïðåäåëåíèè êîíñåíñóñà åãî ìíåíèå íå ó÷èòûâàåòñÿ. Äëÿ ìàòðèöû

P =


1
2

1
2 0 0

1
2

1
2 0 0

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2

1
2


ñîãëàñèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äîñòèãàåòñÿ. Íî îíî äîñòèæèìî, â ÷àñòíîñòè, ïðè s10 + s20 = s30 + s40. Ñóùåñòâåííûé

âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ âåêòîðàõ s(0) ñîãëàñèå äîñòèæèìî â ñëó÷àå íåðåãóëÿðíîé ìàòðèöû, â [24]

íå èçó÷àåòñÿ. Ìû ðàññìîòðèì åãî â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ðàáîò. Îòìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ ýòèì âîïðîñîì ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû ìîäåëè èíôîðìàöèîííîãî óïðàâëåíèÿ, ðàññìîòðåííûå â [3].

2.2 Îáîáùåíèÿ ìîäåëè Äå Ãðîîòà

Ìîäåëü Äå Ãðîîòà áûëà îáîáùåíà â ðàáîòå ×àòòåðäæè è Ñåíåòû [19], ãäå ìàòðèöà êîììóíèêàöèé ìåíÿåòñÿ

íà êàæäîì øàãå, è èòåðàòèâíûé ïðîöåññ çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö:

(1) s(k) = PkPk−1 · · ·P1s(0).

Ðåøåíèå çàäà÷è ñîãëàñîâàíèÿ ìíåíèé â òàêîé ïîñòàíîâêå ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè

íåîäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà. Áàçîâûå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïðèíàäëåæàò Äæ. Õàäæíàëó [25, 26].

Òàê, òåîðåìà 2 èç [19] àíàëîãè÷íà ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå 3, ïîëó÷åííîé â [26]. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê

ðåçóëüòàòàì [25, 26], ïðèâåäåì áîëåå ðàííþþ òåîðåìó [11].

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ öåïü Ìàðêîâà, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ

ìàòðèö P1, P2, . . . , è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

(2) Hk =
k∏

i=1

Pi, k = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ ìàòðèö Pi â (2) îòëè÷àåòñÿ îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ â (1).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàê äëÿ íåîäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà, òàê è â çàäà÷àõ äîñòèæåíèÿ ñîãëàñèÿ íå

ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà òðèâèàëüíûé ñëó÷àé Pi = 1vT , ãäå vT � âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð (ñì. ñòð. 91 â [19]). Â

ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû S âåðíî SPi = Pi, ïðè÷åì ïðîèçâåäåíèå PiS � òàêæå ìàòðèöà

ñ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè (1), åñëè õîòÿ áû îäèí ñîìíîæèòåëü èìååò îäèíàêîâûå

ñòðîêè, òî ñîãëàñèå óæå äîñòèãíóòî, è ìàòðèöû-ìíîæèòåëè, ñòîÿùèå ñëåâà îò ìàòðèöû ñ îäèíàêîâûìè

ñòðîêàìè, íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè.

Ïóñòü K1 � ìíîæåñòâî âñåõ ïðèìèòèâíûõ ìàòðèö. Â [11] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Â K1 âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî K2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: P ∈ K2 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïðîèçâåäåíèå P íà ëþáóþ ìàòðèöó èç K1 � ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè

ó ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè ïîëîæèòåëüíû, òî îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó K2.

Êëàññ M òàêæå âõîäèò â K2.
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Òåîðåìà 1 [11]. 1) Åñëè âñå ìàòðèöû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hk ïðèíàäëåæàò êëàññó K2 è íàèìåíüøèé

ýëåìåíò êàæäîé ìàòðèöû íå ìåíüøå íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà δ > 0, òî öåïü Ìàðêîâà,

îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé. 2) Åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî âòîðîå

óñëîâèå, òî äëÿ ýðãîäè÷íîñòè öåïè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà áåñêîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàðêîâñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö âèäà Mni, ni−1 = Pni−1+1Pni−1+2 · · ·Pni , ãäå i =

1, 2, . . . è n0 = 1.

Äàííàÿ òåîðåìà âåñüìà ïîëåçíà ïðè èññëåäîâàíèè ýðãîäè÷íîñòè íåîäíîðîäíûõ öåïåé Ìàðêîâà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåçóëüòàòû Õàäæíàëà [25, 26], òàêæå ïðèìåíèìûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñîãëàñîâàíèÿ

ìíåíèé â ñëó÷àå èçìåíÿþùåéñÿ ìàòðèöû âëèÿíèé.

Â ðàáîòå [25] ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîäíîðîäíàÿ öåïü, ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé êîòîðîé íà êàæäîì

øàãå ðåãóëÿðíà. Àâòîð ââîäèò äâà ñïåöèàëüíûõ êëàññà öåïåé Ìàðêîâà è ïîëó÷àåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ñõîäèìîñòè äëÿ êàæäîãî èç íèõ.

Ïóñòü Ui = limk→∞ P k
i , i = 1, 2, . . .

Öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöàìè Hk =
(
h
(k)
is

)
(ñì. (2)) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ýðãîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ âñåõ i, j, s =

1, . . . , N èìååò ìåñòî
(
h
(k)
is − h

(k)
js

)
→ 0. Ñëàáàÿ ýðãîäè÷íîñòü ïðåäïîëàãàåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ ðàçíîñòè ìåæäó

ñòðîêàìè, íî íå ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ìàòðèö Hk. Öåïü ñ ìàòðèöàìè Hk íàçûâàþò ñèëüíî

ýðãîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî âåðîÿòíîñòíîãî âåêòîðà π

(3) lim
k→∞

Hk = 1πT ,

ãäå 1 � âåêòîð èç åäèíèö. Èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ [25] âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà

1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö U1, U2, . . . èìååò ïðåäåë U,

2) ðÿä
∑

(UjPj+1 − Uj) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è

3) limk→∞
∏k

j=1(1− p
(j)
min) = 0, ãäå p

(j)
min � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìàòðèöû Pj ,

òî öåïü Ìàðêîâà ñ ìàòðèöàìè Hk ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýðãîäè÷åñêîé.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî óñëîâèå 3) ñëåäñòâèÿ 1, òî öåïü � ñëàáî ýðãîäè÷åñêàÿ (òåîðåìà 2 â [25]).

Åùå îäíî óñëîâèå ñèëüíîé ýðãîäè÷íîñòè äàåò òåîðåìà 2.

Òåîðåìà 2 (òåîðåìà 3 â [25]). Åñëè â íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà âñå ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

îáðàçóþò êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî ðåãóëÿðíûõ ìàòðèö, òî òàêàÿ öåïü � ñèëüíî ýðãîäè÷åñêàÿ.

Äëÿ íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà, çàäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö P1, P2, . . . , ñëàáàÿ

ýðãîäè÷íîñòü íå âëå÷åò ñèëüíóþ. Íî â ìîäåëè ñîãëàñîâàíèÿ ìíåíèé ×àòòåðäæè è Ñåíåòû ñòîõàñòè÷åñêèå

ìàòðèöû óìíîæàþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè ñëàáîé è ñèëüíîé ýðãîäè÷íîñòè

ýêâèâàëåíòíû. Íåñêîëüêî èíà÷å îáñòîèò äåëî, êîãäà âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P1, P2, . . . èñïîëüçóåòñÿ

Pr, Pr+1, . . . , ãäå äëÿ äàííîé öåïè r ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

¾îáðàòíîãî¿ ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, êàê è äëÿ ¾ïðÿìîãî¿, ñèëüíàÿ ýðãîäè÷íîñòü íå

âûòåêàåò èç ñëàáîé.

Ïóñòü Hr,k = (h
(r,k)
ij ) � ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì [26]:

(4) Hr,k =
k∏

i=1

Pr+i,

ãäå Pi � èñõîäíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû.
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Â [26] èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Hr,k ïðè k → ∞. Êàê è ðàíåå, äëÿ öåïè,

õàðàêòåðèçóþùåéñÿ ìàòðèöàìè Hr,k, ìîãóò áûòü ââåäåíû ïîíÿòèÿ ñëàáîé ýðãîäè÷íîñòè, êîãäà äëÿ âñåõ

i, j, s = 1, . . . , N è r > 0 èìååò ìåñòî (h
(r,k)
is − h

(r,k)
js ) → 0, è ñèëüíîé ýðãîäè÷íîñòè, êîãäà äëÿ âñåõ r > 0

âåðíî

(5) lim
k→∞

Hr,k = 1πT
r ,

ãäå πr � íåêîòîðûé âåðîÿòíîñòíûé âåêòîð, çàâèñÿùèé îò r. Ïðè ñèëüíîé ýðãîäè÷íîñòè (èç êîòîðîé ñëåäóåò

ñëàáàÿ ýðãîäè÷íîñòü) ìíåíèÿ àãåíòîâ íå òîëüêî ñáëèæàþòñÿ, íî è ñòàáèëèçèðóþòñÿ.

Äàæå åñëè ðàçíîñòè ìåæäó ñòðîêàìè ìàòðèöû Hr,k íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞, òàêîå ñòðåìëåíèå

ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî óìíîæåíèåì Hr,k ñëåâà íà îäíó èëè íåñêîëüêî ìàòðèö, íå

ÿâëÿþùèõñÿ ýðãîäè÷åñêèìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëîæèìûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé ìàòðèöåé. È, íàîáîðîò,

ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü ðàçëîæèìîé ìàòðèöåé. Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò

êëàññ ðåãóëÿðíûõ ìàòðèö ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) åñëè ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò äàííîìó êëàññó, òî èõ

ïðîèçâåäåíèå òàêæå åìó ïðèíàäëåæèò; 2) íàëè÷èå ó öåïè, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííîìó åñòåñòâåííîìó

óñëîâèþ, áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ìàòðèö èç ýòîãî êëàññà îáåñïå÷èâàåò åå ýðãîäè÷íîñòü.

Êàê ñëåäóåò èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ñòåïåíåé P k [24], â êà÷åñòâå òàêîãî êëàññà ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî ìàòðèö, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäèí ñòîëáåö èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ìàòðèöó P íàçûâàþò ìàòðèöåé ñöåïëåíèé, èëè ñêðåìáëèðóþùåé ìàòðèöåé (scrambling matrix), åñëè äëÿ

ëþáûõ äâóõ åå ñòðîê i è j ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ñòîëáåö k, òàêîé ÷òî pik > 0 è pjk > 0.

Â [26] ââåäåíà ìåðà ýðãîäè÷íîñòè λ(P ) äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû:

(6) λ(P ) = min
i, j

∑
k

min(pik, pjk).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî P � ñêðåìáëèðóþùàÿ ìàòðèöà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ(P ) > 0.

Ðàçìàõîì m(P ) ìàòðèöû P íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(7) m(P ) = max
k

max
i,j

|pik − pjk|.

Äæ. Õàäæíàë ïîêàçàë, ÷òî ðàçìàõ ìàòðèöû Hk =
∏k

i=1 Pi ñâÿçàí ñ ìåðàìè ýðãîäè÷íîñòè λ(Pi) ñëåäóþùèì

íåðàâåíñòâîì (òåîðåìå 2 â [26]):

(8) m(Hk) 6
k∏

j=1

(1− λ(Pi)).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî m(Hk) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñòðîêè Hk ðàâíû. Ýòî óòâåðæäåíèå

âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (8) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýðãîäè÷íîñòè

íåîäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà.

Òåîðåìà 3 [26]. Íåîäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ýðãîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ (èñïûòàíèé) íà áëîêè, íà÷èíàþùèåñÿ ñ øàãîâ i1 = 0, i2, i3, . . . è òàêèå, ÷òî∏∞
j=1(1− λ(Hij ,kj )) = 0, ãäå kj = ij+1 − ij , j ∈ N.

Èç òåîðèè ðÿäîâ èçâåñòíî, ÷òî åñëè λ(Hijkj ) ̸= 1, i = 1, 2, . . . , òî
∏∞

j=1(1 − λ(Hijkj )) = 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
∑∞

j=1 λ(Hijkj ) ðàñõîäèòñÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ôàêòà äîêàçûâàåòñÿ

Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 3. Åñëè
∑∞

j=1 λ(Pj) ðàñõîäèòñÿ, òî öåïü Ìàðêîâà � ýðãîäè÷åñêàÿ.

Êðîìå òîãî, â [26] äîêàçàíà
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Ëåììà 1 [26]. Íåîäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè âñå ïåðåõîäíûå ìàòðèöû ðåãóëÿðíû

è îäíîòèïíû.

Â çàäà÷àõ äåöåíòðàëèçîâàííîãî óïðàâëåíèÿ òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4 [42]. Ïóñòü P1, . . . , Pk � ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà è äëÿ ëþáîãî w ∈ N îïðåäåëåíà

ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà Hw âèäà7 Hw =
∏w

i=1 Pwi . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ν(ϵ), ÷òî

äëÿ ëþáîãî Hw, ãäå w > ν(ϵ), âûïîëíÿåòñÿ m(Hw) < ϵ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êàæäàÿ ìàòðèöà Pi, i = 1, . . . , k, ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî ïðè ðîñòå w ðàçíèöà ìåæäó

ñòðîêàìè ìàòðèö Hw ñõîäèò íà íåò. Â [42] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îäíîãî ëèøü óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè (SIA) ìàòðèö Pi

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî âûâîäà íåäîñòàòî÷íî. Òàê, â ñëåäóþùåì ïðèìåðå (ãäå ∗ îáîçíà÷àåò íåíóëåâûå ýëåìåíòû):
∗ 0 ∗
1 0 0

0 1 0



0 1 0

0 0 1

∗ 0 ∗

 =


∗ ∗ ∗
0 1 0

0 0 1

 ,

ïðèâåäåííîì â [11], ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðåãóëÿðíûõ ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé ìàòðèöåé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå ñëîæíûì ìîäåëÿì ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê.

2.3 Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü ñîãëàñîâàííîãî äâèæåíèÿ ïî ïëîñêîñòè

Â [40] áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ N àâòîíîìíûõ àãåíòîâ ïî ïëîñêîñòè â ðàçíûõ

íàïðàâëåíèÿõ. Íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ (êóðñ) êàæäîãî àãåíòà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t óñðåäíÿåòñÿ èì

ñ íàïðàâëåíèÿìè äâèæåíèÿ ni(t) åãî ñîñåäåé, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå r îò íåãî è ñîñòàâëÿþùèõ

ìíîæåñòâî Ni(t). Â ìîìåíò t = 0 ïîëîæåíèÿ àãåíòîâ íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíû; àãåíòû èìåþò îäèíàêîâûå ïî

ìîäóëþ è ñëó÷àéíûå ïî íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè. Çàêîí äâèæåíèÿ àãåíòîâ èìååò âèä

(9) xi(t+ 1) = xi(t) + vi(t)∆t.

Ñêîðîñòü àãåíòà vi(t) èìååò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå v è íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå óãëîì s(t). Çàêîí èçìåíåíèÿ

íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ:

(10) si(t+ 1) =
1

1 + ni(t)

(
si(t) +

∑
j∈Ni(t)

sj(t)
)
,

ãäå ni(t) = |Ni(t)| .
Â [27] áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé ãðóïïû àãåíòîâ.

Çàíóìåðóåì âñå ïðîñòûå ãðàôû (íåîðèåíòèðîâàííûå, áåç ïåòåëü, íåâçâåøåííûå) íà N âåðøèíàõ. Ïóñòü P �

ìíîæåñòâî èõ èíäåêñîâ. Ýòè ãðàôû áóäåì îáîçíà÷àòü Gp, p ∈ P. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ap è Dp ìàòðèöó ñìåæíîñòè

è äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó âàëåíòíîñòåé (ñòåïåíåé âåðøèí) ãðàôà Gp, ãäå p ∈ P. Òîãäà ìîäåëü (10) â ìàòðè÷íîé
ôîðìå èìååò âèä

(11) s(t+ 1) = Fσ(t)s(t),

ãäå s(t) = [s1t , . . . , s
N
t ] � âåêòîð íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ àãåíòîâ,

(12) Fσ(t) = (I +Dσ(t))
−1(I +Aσ(t))

è σ(t) : N → P � ôóíêöèÿ, ìîìåíòó t ñîïîñòàâëÿþùàÿ èíäåêñ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà êîììóíèêàöèé â

ýòîò ìîìåíò. Â [27] ôóíêöèÿ σ(t) íàçâàíà ïåðåêëþ÷àþùèì ñèãíàëîì. Ñõîäèìîñòü êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ si(t) ê

7Ïîâòîðåíèå ìàòðèö Pi â ïðîèçâåäåíèè äîïóñêàåòñÿ.
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s̄ ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè s(t) ê s̄1. Îäíàêî ïðîöåññ ìîæåò è íå ñõîäèòüñÿ, åñëè, íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðîãî

àãåíòà i ïðè ëþáîì t ∈ N ìíîæåñòâîNi(t) ïóñòî. Â äðóãîì êðàéíåì ñëó÷àå, åñëè êàæäûé àãåíò âçàèìîäåéñòâóåò

ñî âñåìè îñòàëüíûìè ïðè âñåõ t, òî ãðàô Gσ(t) ïîëîí, è ïðè ëþáûì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðîöåññ ñõîäèòñÿ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðîìåæóòî÷íûé ñëó÷àé, êîãäà íå äëÿ âñåõ t ãðàôû Gσ(t) ïîëíû. Èññëåäîâàíèþ ýòîãî

ñëó÷àÿ è ïîñâÿùåíà ðàáîòà [27].

Ïóñòü Q ⊂ P � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ (12) ìàòðèöû Fp ñëåäóåò, ÷òî

îíà ñòîõàñòè÷åñêàÿ è åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ.

Òåîðåìà 5 [27]. Åñëè äëÿ âñåõ t ∈ N σ(t) ∈ Q, òî ïðè ëþáîì s(0) âåðíî

lim
t→∞

s(t) = s̄1,

ãäå ÷èñëî s̄ çàâèñèò òîëüêî îò s(0) è σ(t).

Ïîñêîëüêó â [27] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòûå (ò.å. íåîðèåíòèðîâàííûå, íåâçâåøåííûå, áåç ïåòåëü) ãðàôû, â

ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 5 êàæäàÿ ìàòðèöà Fp ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé, áîëåå òîãî, ïðèíàäëåæèò êëàññó K2, è

åå ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ýëåìåíò íå ìåíüøå 1
N+1 . Ïîýòîìó òåîðåìà 5 åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïóíêòà 1

òåîðåìû 1, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî àíàëîã òåîðåìû 5 âåðåí òàêæå è äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Óñëîâèå òåîðåìû 5 ìîæåò áûòü îñëàáëåíî. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñîâìåñòíîé ñâÿçíîñòè ñîâîêóïíîñòè

ãðàôîâ. Ãðàôû (G1, . . . , Gm) ñîâìåñòíî ñâÿçíû, åñëè èõ îáúåäèíåíèå � ñâÿçíûé ãðàô. Î ñâÿçíîñòè ãðóïïû N

àãåíòîâ íà âðåìåííîì îòðåçêå [t, τ ] ãîâîðÿò, åñëè ãðàôû (Gσ(t), Gσ(t+1), . . . , Gσ(τ)) ñîâìåñòíî ñâÿçíû.

Òåîðåìà 6 [27]. Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå s(0) ôèêñèðîâàíî è äëÿ ôóíêöèè σ(t) èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ

ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåïóñòûõ îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëîâ [ti, ti+1), i > 0 òàêàÿ, ÷òî íà êàæäîì

èç ýòèõ èíòåðâàëîâ ãðóïïà N àãåíòîâ ñâÿçíà. Òîãäà

lim
t→∞

s(t) = s̄1,

ãäå ÷èñëî s̄ çàâèñèò òîëüêî îò s(0) è σ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâàíî íà òåîðåìå Âîëüôîâèöà (òåîðåìà 4 âûøå) è íà ðåçóëüòàòå (ñì. ëåììó

1 â [27]), ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {p1, . . . , pm} ⊂ P, åñëè Gp1 , . . . , Gpm � ñîâìåñòíî

ñâÿçíûå ãðàôû, òî ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö åñòü ïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü P åñòü (N − 1)×N ìàòðèöà ðàíãà N − 1 ñ ÿäðîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîð 1. Íåòðóäíî äîêàçàòü8, ÷òî

ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

(13) PFp = F̃pP, p ∈ P

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå F̃p ñ òàêèì ñïåêòðîì Sp(F̃p), ÷òî Sp(F̃p) ∪ {1} = Sp(Fp), èç ÷åãî ñëåäóåò

(14) PFpiFpi−1 · · ·Fp0 = F̃pi F̃pi−1 · · · F̃p0P, p ∈ P.

Ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ FpiFpi−1 · · ·Fp0 ê 1c
T ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè F̃pi F̃pi−1 · · · F̃p0 ê íóëåâîé ìàòðèöå.

Íàïðèìåð, åñëè p0, p1, . . . � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ, ïðèíàäëåæàùèõQ, òî9 â ñèëó òåîðåìû 4

âûïîëíÿåòñÿ

(15) lim
i→∞

F̃pi F̃pi−1 . . . F̃p0 = 0.

8Äëÿ ýòîãî, íàïðèìåð, â ñîîòíîøåíèè (13) ìàòðèöó P ìîæíî çàìåíèòü íà êâàäðàòíóþ, äîáàâèâ ê íåé ñòðîêó [1 . . . 1], à F̃p �

íà áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó èç äâóõ áëîêîâ, îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí F̃p, à äðóãîé � åäèíè÷íûé.
9Â ñèëó êîíå÷íîñòè N íåêîòîðûå ìàòðèöû Fp ïîâòîðÿþòñÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî (15) èìååò ìåñòî, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà

M (îáùàÿ ìàòðèöà Ëÿïóíîâà), äëÿ êîòîðîé âñå ìàòðèöû F̃T
p MF̃p − M, p ∈ Q ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííûìè (ñì., íàïðèìåð, ëåììó Ï.19 â [9] äëÿ ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö).

Îäíàêî, êàê îòìå÷àåòñÿ â [27, ñ. 992], âñå ìàòðèöû F̃p, p ∈ Q ìîãóò áûòü ñòàáèëüíûìè (ò.å.

èìåòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ, ìåíüøèé åäèíèöû), íî ïðè ýòîì ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü îáùåé ìàòðèöû

ËÿïóíîâàM . Ïîýòîìó ïîäõîä àâòîðîâ ñòàòüè, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ëÿïóíîâà äëÿ ñõîäÿùåéñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (12):

Fσ(t) = (I +Dσ(t))
−1(I +Aσ(t)) = (I +Dσ(t))

−1(I +Dσ(t) − (Dσ(t) −Aσ(t))) =(16)

= I − (I +Dσ(t))
−1(Dσ(t) −Aσ(t)) = I − (I +Dσ(t))

−1Lσ(t).

Ñîãëàñíî (16) ìîäåëü (11) ïðåäñòàâèìà â âèäå

(17) s(t+ 1) = s(t)− (I +Dσ(t))
−1Lσ(t)s(t) = s(t) + u(t).

Â [27] âåëè÷èíà u(t) = −(I +Dσ(t))
−1Lσ(t)s(t) òðàêòóåòñÿ êàê äåöåíòðàëèçîâàííîå óïðàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, çäåñü èñïîëüçóåòñÿ îáùàÿ èäåÿ äåöåíòðàëèçîâàííîãî óïðàâëåíèÿ: äëÿ äîñòèæåíèÿ

âûáðàííîé öåëè (â äàííîì ñëó÷àå � ñîãëàñèÿ) ñîñòîÿíèå êàæäîãî àãåíòà íà êàæäîì øàãå êîððåêòèðóåòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ¾íåâÿçîê¿ � ðàçíîñòåé ìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè äàííîãî àãåíòà è åãî ¾ñîñåäåé¿. Òåì ñàìûì,

óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ôîðìèðóþòñÿ íå öåíòðàëèçîâàííî, à êàæäûì àãåíòîì îòäåëüíî � íà îñíîâàíèè åãî

òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé îò ¾ñîñåäåé¿.

Òåîðåìà 6 îñòàåòñÿ âåðíà, åñëè â (11)�(12) çàìåíèòü ìàòðèöó I + Dσ(t) íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó gI, ãäå

g > N . Î÷åâèäíî, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà (ñì. (16)) Fp = I − 1
gLp, p ∈ P îñòàåòñÿ

ñòîõàñòè÷åñêîé.

Ëèäåðîì íàçûâàþò àãåíòà i, äëÿ êîòîðîãî Ni = ∅. Ñëåäóÿ [27], ðàññìîòðèì ãðóïïó àãåíòîâ {0, 1, . . . , N}
ñ îäíèì ëèäåðîì; ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ýòî àãåíò 0. Ïðåäïîëîæèì, êàê è ðàíåå, ÷òî âñå àãåíòû

äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè è ïîñòîÿííûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè, ïðè÷åì, â îòëè÷èå îò êóðñîâ äðóãèõ àãåíòîâ,

êóðñ s̄ ëèäåðà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ãðàô êîììóíèêàöèé àãåíòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Gp (è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

òàêèõ ãðàôîâ � ÷åðåç P), à ãðàô, ïîëó÷åííûé èç Gp óäàëåíèåì âåðøèíû 0 è âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð,

îáîçíà÷èì Gp. Äëÿ êàæäîãî àãåíòà i ∈ {1, . . . , N} çàêîí èçìåíåíèÿ êóðñà èìååò âèä

(18) si(t+ 1) =
1

1 + ni(t) + bi(t)

(
si(t) +

∑
j∈Ni(t)

sj(t) + bi(t)s̄
)
,

ãäå bi(t) = 1, åñëè àãåíò i ñâÿçàí ðåáðîì ñ ëèäåðîì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå bi(t) = 0.

Ïóñòü Bp � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N, ó êîòîðîé i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí 1, åñëè â ãðàôå

Gp âåðøèíû i è 0 ñâÿçàíû ðåáðîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí 0. Êàê è ðàíåå, Ap �

ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà Gp.

Ïåðåïèøåì (18) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

(19) s(t+ 1) = (I +Dσ(t) +Bσ(t))
−1((I +Aσ(t))s(t) +Bσ(t)1s̄), t ∈ N ∪ {0}.

Òåîðåìà îá óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè êóðñîâ äâèæåíèÿ âñåõ N àãåíòîâ ê êóðñó s̄ ëèäåðà (òåîðåìà 4 â [27])

àíàëîãè÷íà òåîðåìå 6. Ïðè ýòîì åñëè ãðàôû Gσ(t), Gσ(t+1), . . . , Gσ(τ), îòíîñÿùèåñÿ ê èíòåðâàëó [t, τ ], ñîâìåñòíî

ñâÿçíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà ýòîì èíòåðâàëå âñå N àãåíòîâ ñâÿçàíû ñ ëèäåðîì.

Â ìîäåëÿõ ñ îäíèì ëèäåðîì è íåïðåðûâíûì èçìåíåíèåì ãðàôà êîììóíèêàöèé ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò

¾âèáðàöèè¿ (chattering) ïîëîæåíèÿ àãåíòîâ. ×òîáû åå èçáåæàòü, ïðåäïîëàãàþò, ÷òî àãåíòû îáìåíèâàþòñÿ
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èíôîðìàöèåé è êîððåêòèðóþò ñâîè ïàðàìåòðû íå ïîñòîÿííî, à ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå èíòåðâàëû âðåìåíè τd >

0. Òåì ñàìûì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèñêðåòíîé, è äëÿ íåå èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ïóñòü τd, s(0) è s̄

ôèêñèðîâàíû, σ : [0,∞) → Pp � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ñ ìîìåíòàìè ¾ïåðåêëþ÷åíèé¿ ti, îòñòîÿùèìè íå

ìåíåå, ÷åì íà τd, è ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ

[ti, ti+1], â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç êîòîðûõ âñå N àãåíòîâ ñâÿçàíû ñ ëèäåðîì. Òîãäà

lim
t→∞

s(t) = s̄1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ [27] ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè

òåîðåì, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâòîðàìè çàäîëãî äî ýòîé ðàáîòû. Òàê, ìîäåëü, îáîáùàþùàÿ (10), áûëà èçó÷åíà

â ðàáîòàõ Òñèòñèêëèñà è Áåðòñåêàñà (ñì., íàïðèìåð, [38, 16]), ÷òî îòìå÷åíî â èõ çàìåòêå [17].

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 6 äîêàçàíà â [27] äîâîëüíî ðóòèííûì ìåòîäîì. Íî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèö

Fp ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü âûâåäåí èç ïóíêòà 1 òåîðåìû 1. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

åñëè Fσ(ti), Fσ(ti+1), . . . , Fσ(ti+1) � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîâìåñòíî ñâÿçíûì ãðàôàì

Gσ(ti), Gσ(ti+1), . . . , Gσ(ti+1), òî Ti =
∏ti+1

k=ti
Fσ(k) � íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè

ýëåìåíòàìè è Ti ∈ K. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïóíêòó 1 òåîðåìû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåîäíîðîäíàÿ öåïü ðåãóëÿðíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ìîäåëè, â êîòîðûõ àãåíòû êîððåêòèðóþò êàê ñâîè êîîðäèíàòû, òàê è

ñêîðîñòè, ïðè÷åì âðåìÿ íåïðåðûâíî.

3 Î íåïðåðûâíûõ ìîäåëÿõ ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê

3.1 Ìîäåëü ñ êîððåêöèåé ñêîðîñòåé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èç [39, 28, 29, 18, 41], êàñàþùèåñÿ ïðîöåäóð ïîñòðîåíèÿ

òðàåêòîðèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ çàäàííûì êóðñîì è âûñòðàèâàþùèõ (ïîääåðæèâàþùèõ) ïðåäïèñàííóþ

êîíôèãóðàöèþ ãðóïïû îáúåêòîâ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé àãåíò (îáúåêò) i èç ãðóïïû N îáúåêòîâ äâèæåòñÿ â d-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå Rd è õàðàêòåðèçóåòñÿ 2d-ìåðíûì âåêòîðîì êîîðäèíàò è ïðîåêöèé ñêîðîñòè. Â ðåàëüíûõ

ïðèëîæåíèÿõ d ðàâíî 2 èëè 3.

Ïóñòü X = {1, . . . , N}×R2d. Êàæäûé ýëåìåíò z ∈ X õàðàêòåðèçóåòñÿ 2dN äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïðè ýòîì ïåðâûå 2d êîìïîíåíò çàäàþò ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ïåðâîãî àãåíòà, ñëåäóþùèå 2d êîìïîíåíò �

ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü âòîðîãî àãåíòà è ò.ä. Êàæäîé íå÷åòíîé êîìïîíåíòå ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòà àãåíòà, à

÷åòíîé � ïðîåêöèÿ åãî ñêîðîñòè íà òó æå îñü. Ñ ïîìîùüþ êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ êàæäûé ýëåìåíò z ∈ X

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(20) z =
N∑
i=1

ei ⊗ zi,

ãäå ei � N -ìåðíûé âåêòîð ñ åäèíèöåé â i-îé ïîçèöèè è íóëÿìè â îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ, zi � âåêòîð êîîðäèíàò è

ïðîåêöèé ñêîðîñòè i-ãî àãåíòà, èìåþùèé 2d êîìïîíåíò. Åñëè si = (si1, . . . , s
i
d)

T � ïîëîæåíèå, à vi = (vi1, . . . , v
i
d)

T

� ñêîðîñòü i-ãî àãåíòà, òî z ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(21) z =

N∑
i=1

ei ⊗

(
si ⊗

(
1

0

)
+ vi ⊗

(
0

1

))
.

Êàæäîìó i-ìó àãåíòó â ãðóïïå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñâîå ïðåäïèñàííîå ïîëîæåíèå (ìåñòî) â ãðóïïå,

çàäàâàåìîå â âèäå hi = (hi1, . . . , h
i
d) ∈ Rd.
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Ïóñòü

z = (z1, . . . , zN )T , zi = (si1, v
i
1, . . . , s

i
d, v

i
d)

T , hs = (h1, . . . , hN )T ,

ãäå âåðõíèé èíäåêñ çàäàåò íîìåð àãåíòà.

Îïðåäåëåíèå 1. 1. Âåêòîðîì êîíôèãóðàöèè ãðóïïû àãåíòîâ íàçûâàþò âåêòîð h ∈ X, îïðåäåëÿåìûé

ñëåäóþùèì îáðàçîì [39, 28]:

(22) h =
N∑
i=1

ei ⊗ hi ⊗

(
1

0

)
.

2. Îðáèòà ϕ : R → X ãðóïïû ïîääåðæèâàåò êîíôèãóðàöèþ (formation), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

α = p⊗

(
1

0

)
+ q ⊗

(
0

1

)
, ãäå q =

dp

dt
,

îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ϕ(t) = h+
N∑
i=1

ei ⊗ α = h+ 1N ⊗ α.

3. Ãðóïïà ñõîäèòñÿ ê çàäàííîé êîíôèãóðàöèè, åñëè ñóùåñòâóþò âåêòîð-ôóíêöèè q(·), w(·) : R → Rd, äëÿ

êîòîðûõ èìååò ìåñòî si(t)− hi − q(t) → 0 è vi(t)− w(t) → 0 ïðè t→ ∞ äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N .

Êàæäûé àãåíò ñëåäèò çà õàðàêòåðèñòèêàìè ñâîèõ ¾ñîñåäåé¿; îòíîøåíèå ñîñåäñòâà íå ìåíÿåòñÿ. Îí

íåïðåðûâíî óñðåäíÿåò (ñ âåñàìè) çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ñîñåäåé, ñðàâíèâàåò ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ ñ

ñîáñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè è ïîëó÷åííûå ðàçíîñòè ñðàâíèâàåò ñ ïðåäïèñàííûìè çíà÷åíèÿìè. Íàïðèìåð, åñëè

ñîñåäÿìè àãåíòà i ÿâëÿþòñÿ àãåíòû j è k, è âåñà, ñ êîòîðûìè ó÷èòûâàþòñÿ êîîðäèíàòû j è k, ðàâíû, òî àãåíò i

âû÷èñëÿåò d-ìåðíûé âåêòîð (si−hi)−1/2((sj−hj)+(sk−hk)) è d-ìåðíûé âåêòîð vi−1/2(vj+vk). Íà îñíîâàíèè

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäèòñÿ êîððåêöèÿ äâèæåíèÿ àãåíòà ïîñðåäñòâîì ¾òÿãè¿, óñèëèÿ (thrust).

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ i-ãî àãåíòà ñ ìíîæåñòâîì ñîñåäåé Ni çàêîí äâèæåíèÿ èìååò âèä

(23)



ṡi1 = vi1

v̇i1 = avi1 + f
∑

j∈Ni

(
(si1 − hi1)− (sj1 − hj1)

)
+ g

∑
j∈Ni

(
vi1 − vj1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ṡid = vid

v̇id = avid + f
∑

j∈Ni

(
(sid − hid)− (sjd − hjd)

)
+ g

∑
j∈Ni

(
vid − vjd

)
èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,

(24) ż = (IN ⊗A)z + (IN ⊗K)(LN ⊗ I2d)(z − h),

ãäå LN � ìàòðèöà Êèðõãîôà îðãðàôà êîììóíèêàöèé íà N âåðøèíàõ. Ýëåìåíò ℓij < 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà i-é àãåíò ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ íåïîñðåäñòâåííî îò j-ãî àãåíòà, ò.å. ïîñëåäíèé ÿâëÿåòñÿ åãî ñîñåäîì.

Â ýòîì ñëó÷àå îðãðàô êîììóíèêàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé ìàòðèöå, ñîäåðæèò äóãó (j, i). Ïîñêîëüêó äëÿ

êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäêà m è n èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (Im ⊗ B)(A ⊗ In) = A ⊗ B,

(24) îïðåäåëÿåò áîëåå êîìïàêòíîå âûðàæåíèå

(25) ż = (IN ⊗A)z + (LN ⊗K)(z − h).
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Â ðàáîòå [41] ðàçíîñòè ìåæäó ïàðàìåòðàìè i-ãî àãåíòà è åãî ñîñåäåé çàäàþòñÿ ìàòðèöåé (LN ⊗ I2d)(z −
h), à ìàòðèöà IN ⊗ K ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíûé ôèëüòð, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà

ñõîäèìîñòü ê çàäàííîé êîíôèãóðàöèè.

Â äàííîé ìîäåëè ìàòðèöà A èìååò âèä

(26) A = diag

((
0 1

0 a

)
, . . . ,

(
0 1

0 a

))
,

à â áîëåå îáùåì ñëó÷àå

(27) A = diag

((
0 1

a121 a122

)
, . . . ,

(
0 1

ad21 ad22

))
è

(28) K = diag

((
0 0

f1 g1

)
, . . . ,

(
0 0

fd gd

))
.

Â ñëó÷àå f1 = . . . = fd è g1 = . . . = gd ýòè âåëè÷èíû îáîçíà÷àåì f è g.

Îïðåäåëåíèå 2. Äîñòèæèìûì ìíîæåñòâîì R(v) äëÿ âåðøèíû v îðãðàôà íàçûâàþò ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå

îáúåäèíåíèåì v ñî âñåìè âåðøèíàìè, äîñòèæèìûìè èç v. Îõâàò10 R � ìàêñèìàëüíîå äîñòèæèìîå ìíîæåñòâî.

Î÷åâèäíî, åñëè îðãðàô ñèëüíî ñâÿçåí, òî îí èìååò ëèøü îäèí îõâàò R.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ äåêîìïîçèöèþ ìàòðèö A è K ïîðÿäêà 2d:

(29) A =
4∑

i=1

Ai ⊗ Ji, K =
4∑

i=1

Ki ⊗ Ji,

ãäå J1 =

(
1 0

0 0

)
, J2 =

(
0 1

0 0

)
, J3 =

(
0 0

1 0

)
, J4 =

(
0 0

0 1

)
, ïðè÷åì êîìïîíåíòû A1 è K1 çàäàþò

ñâÿçè ïîçèöèîííûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîçèöèîííûìè, A2 è K2 � ñâÿçè ïîçèöèîííûõ ýëåìåíòîâ ñ êîìïîíåíòàìè

ñêîðîñòè è ò.ä. Ïðè ýòîì èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî A1 = 0 è A2 = Id.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ y:

(30) y = z − h− 1N ⊗

(
p⊗

(
1

0

)
+ q ⊗

(
0

1

))
.

Ïóñòü

h =
N∑
i=1

ei ⊗

(
ξi

(
1

0

)
+ ηi ⊗

(
0

1

))
,

ò.å., â îòëè÷èå îò (22), çàäàþòñÿ íå òîëüêî ïîëîæåíèÿ, íî è ñêîðîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1 (ïðåäëîæåíèå 4.2 â [39]). Ïóñòü îðãðàô êîììóíèêàöèé ãðóïïû èç N àãåíòîâ ôèêñèðîâàí.

Òîãäà: 1) ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (25), ïîääåðæèâàåò çàäàííóþ êîíôèãóðàöèþ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â (29) A3 = 0; ïðè ýòîì ìîæíî ïîëîæèòü ηk = 0 äëÿ âñåõ k;

2) Ïðè çàäàííûõ êîíôèãóðàöèè è ñêîðîñòÿõ ãðóïïû èìååò ìåñòî ṗ = q è q̇ = A4q.

10Íå ïóòàòü ñ îáõâàòîì â òåîðèè ãðàôîâ.
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3.2 Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îñíîâàíî íà êëàññè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ ñèñòåìû (ñõîäèìîñòüþ åå

òðàåêòîðèé) è îòðèöàòåëüíîñòüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé

çàêîíó åå äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 [41]. Ñèñòåìà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (25), íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ïðè íåêîòîðîé ìàòðèöå

K äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî λ èç ñïåêòðà LN âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A+λK èìåþò îòðèöàòåëüíûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Òåîðåìà 7 [41]. Ïóñòü ñèñòåìà (25) óñòîé÷èâà ïðè íåêîòîðîé ìàòðèöå óïðàâëåíèÿ K. Òîãäà êàæäàÿ

îðáèòà àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé îðáèòå â h + V, ãäå V � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäàåìîå

ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ {γi ⊗ ρj} ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , k} è j ∈ {1, . . . , 2d}, γi � âåêòîðû,

îáðàçóþùèå áàçèñ ÿäðà LN , ρj � íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ρ̇i = Aρi.

Îïðåäåëåíèå 4. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí K ⊆ V (G) îðãðàôà G íàçûâàþò åãî áàçîâîé áèêîìïîíåíòîé,

åñëè âñå âåðøèíû, ïðèíàäëåæàùèå K, âçàèìíî äîñòèæèìû è íåò äóã (wj , wi), ãäå wi ∈ K, wj ∈ V (G)\K.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ãðóïïó èç 5 àãåíòîâ, îðãðàô êîììóíèêàöèé G êîòîðîé èìååò ìíîæåñòâî äóã

E(G) = {(1, 2), (1, 3), (3, 4), (4, 3), (5, 4)}. Â G äâå áàçîâûõ áèêîìïîíåíòû: {1} è {5}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A4 =

aI4 è h = (0, 1, 2, 3, 4)T⊗

(
1

0

)
. Â êà÷åñòâå áàçèñà ÿäðà ìàòðèöû LN âîçüìåì γ1 = (1, 1, 23 ,

1
3 , 0) è γ2 = (0, 0, 13 ,

2
3 , 1).

Ïîñêîëüêó A =

(
0 1

0 a

)
, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ρ′ = Aρ ïðè a ̸= 0 èìååò âèä

ρ =

(
1 1

ae
at

0 eat

)(
c1

c2

)
.

Ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ρ(0) = (p0, q0) ïîäïðîñòðàíñòâî V ïîðîæäàåòñÿ êðîíåêåðîâûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

óêàçàííûõ âûøå âåêòîðîâ γ1 è γ2 íà ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé èç ïîëíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé

(31)

{(
p0 −

q0
a

)(1
0

)
+
q0
a

(
1

a

)
eat

}

óðàâíåíèÿ ρ′ = Aρ.

Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ìàòðèöû A ðàâåí äâóì, ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé âèäà (31) ðàâíî äâóì.

Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé çàäà÷è ðàâíà ÷åòûðåì.

3.3 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, ïðèâåäåííîìó âûøå, äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ãðóïïû àãåíòîâ ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíà ïîäõîäÿùàÿ ìàòðèöà A â (25). Ïîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ ìàòðèö K3 è K4 ñèñòåìà ìîæåò áûòü

ñòàáèëèçèðîâàíà (ò.å. ñäåëàíà óñòîé÷èâîé) ïðè çàäàííîé ìàòðèöå A.

Ïóñòü

ϵ = min
λ∈Sp(L)\{0}

Re(λ) > 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö A4, K3 è K4 îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç am, fm è gm, ãäå 1 6 m 6 d.
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Ïðåäëîæåíèå 2 (ïðåäëîæåíèå 5.1 â [39]). Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A4 ñèñòåìà âñåãäà ìîæåò áûòü

ñòàáèëèçèðîâàíà; äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûáðàòü (gk, fk) òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü fk < 0, gk < 0, fk >

−gk(ϵgk + ak) äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , d}
(
ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèå: fk < 0, gk < 0 è ϵ > max

{
−(fk + akgk)/g

2
k, 0

})
.

Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (25) èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä [28]; ñì. ïîäðàçäåë 3.5.

Â ñèëó ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîððåêöèè ñêîðîñòåé àãåíòîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

ìàòðèöà A4. Òàê, ñðåäíèå ñêîðîñòè ñèñòåìû q0 è q1 â ìîìåíòû t = 0 è t = 1 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì q1 = eA4q0.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A4 îòäåëüíûå ïðîåêöèè ñêîðîñòè íå ìîãóò ïðè äàííîì ïîäõîäå

ìåíÿòü çíàê. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå (31) îãðàíè÷èâàåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

ëèøü êðàòêîñðî÷íî ìîãóò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïîäðàçäåëà ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì ñèñòåìà ñ çàäàííîé êîíôèãóðàöèåé ìîæåò

ìåíÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d = 2, K3 = fId, K4 = gId, è ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî

îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 8 (òåîðåìà 5.2 â [39]). Ïóñòü a0 > 0 ôèêñèðîâàíî, fk < 0, gk < 0 è fk > −gk(ϵgk + a0). Åñëè

A4 =

(
0 −m
m 0

)
è |m| 6 2

√
|ϵf + ϵ2g2k| ̸= 0, òî ãðóïïà óñòîé÷èâî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè êðèâèçíû

κ = m/v0 ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v0 ̸= 0.

3.4 Îöåíèâàíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê çàäàííîé êîíôèãóðàöèè

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3 ñèñòåìà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (25), ìîæåò íå áûòü óñòîé÷èâîé äàæå ïðè ÷èñòî

äåéñòâèòåëüíîì ñïåêòðå ìàòðèöû LN . Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ äèàãîíàëüíûõ

(2×2)-áëîêîâ ìàòðèöû A+λiK ïðè äåéñòâèòåëüíûõ λi, ïðèíàäëåæàùèõ ñïåêòðó LN , èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå

äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû (25) ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí ñèñòåìû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ

(32) x2 − (a22 + λg)x− λf,

ãäå f, g � ýëåìåíòû ìàòðèöû óïðàâëåíèÿ K. Äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ x2 − (a22 + λg)x− λf = 0 åñòü

(33) D = (a22 + λg)2 + 4λf.

×òîáû íå äîïóñòèòü ïðèáëèæåíèÿ11 ê 0 äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî

äèàãîíàëüíîãî áëîêà, f ïðè ôèêñèðîâàííîì g ïîäáèðàþò òàê, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò (33) áûë îòðèöàòåëåí

è ñîîòíîøåíèå

(34)
(a22 + λg)2

4λ
< −f

âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ λ èç ñïåêòðà LN .

Òàêèì îáðàçîì (ñì. óòâåðæäåíèå 6.1 â [28]) äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé (32) ðàâíû (a22 + λg)/2, è

ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà ñõîäèìîñòè ìîæåò ñëóæèòü âåëè÷èíà (a22 + λ1g)/2, ãäå λ1 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû LN ñ äåéñòâèòåëüíûì ñïåêòðîì.

Ñïåêòð ìàòðèöû LN äëÿ ñèììåòðè÷íîãî îðãðàôà êîììóíèêàöèé âñåãäà äåéñòâèòåëåí. Íî èçëîæåííûé

ïîäõîä ïðèìåíèì íå òîëüêî ê ñèììåòðè÷íûì îðãðàôàì, íî è êî âñåì äðóãèì îðãðàôàì êîììóíèêàöèé,

èìåþùèì äåéñòâèòåëüíûé ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû. Îòìåòèì, ÷òî èçâåñòíûé ïðèåì, ñîñòîÿùèé â

óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè çà ñ÷åò êîëåáàíèé, â ýòîé çàäà÷å íå âñåãäà ïðèìåíèì.
11Ýòî ïðèáëèæåíèå ïðèâåëî áû ê çàìåäëåíèþ (çà ñ÷åò êîðíÿ (32), â çàïèñü êîòîðîãî äèñêðèìèíàíò âõîäèò ñî çíàêîì +)

ñõîäèìîñòè ê çàäàííîé êîíôèãóðàöèè.
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3.5 Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû ñ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì

êîììóíèêàöèé ìåæäó àãåíòàìè.

Â [29] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîé ìàòðèöå óïðàâëåíèÿ K äëÿ ëþáîé çàäàííîé êîíôèãóðàöèè h

êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (25) ñõîäèòñÿ ê h, òî äëÿ ìàòðèöû A âåðíî ai21 = 0, i = 1, . . . , d.

Êàê áûëî îòìå÷åíî â [28] (çàìå÷àíèå 4.3), åñëè íóëü � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå LN ñ àëãåáðàè÷åñêîé

êðàòíîñòüþ 1, òî àãåíòû ïîääåðæèâàþò çàäàííóþ êîíôèãóðàöèþ h òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (LN ⊗ I2d)(x−
h) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ÿäðî ìàòðèöû LN íàòÿíóòî íà âåêòîð 1 ∈ RN , à ÿäðî LN ⊗ I2d � íà âåêòîðû 1⊗ ei, ãäå

{ei} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â R2d.

Åñëè íóëü � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû LN îðãðàôà êîììóíèêàöèé (èëè, ýêâèâàëåíòíî, åñëè

îðãðàô êîììóíèêàöèé ñîäåðæèò âõîäÿùåå êîðíåâîå äåðåâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äóãè ïðîâîäÿòñÿ îò ëèäåðîâ è

ñòðîèòñÿ ëàïëàñîâñêàÿ ìàòðèöà èëè æå ñîäåðæèò èñõîäÿùåå êîðíåâîå äåðåâî, åñëè äóãè ïðîâîäÿòñÿ ê ëèäåðó è

ñòðîèòñÿ ìàòðèöà Êèðõãîôà [1, 21, 12]), òî, êàê ïîêàçàíî â [28] (òåîðåìà 4.4), óñòîé÷èâîñòü ìàòðèöû A+λK äëÿ

âñåõ íåíóëåâûõ λ ýêâèâàëåíòíà12 ñõîäèìîñòè ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî (25), ê âåêòîðó çàäàííîé êîíôèãóðàöèè h.

Ìàòðèöà A + λK áëî÷íî-äèàãîíàëüíà è êàæäûé åå áëîê, ïîâòîðÿþùèéñÿ d ðàç, èìååò ðàçìåðíîñòü 2.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü êàæäîãî òàêîãî áëîêà âûðàæàåòñÿ òðåõ÷ëåíîì φ(x) = x2 − (a22 + λg)x − λf,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíû. Åñëè u = u1 + u2i � êîðåíü φ(x), òî ū = u1 − u2i �

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà φ̄(x) = x2−(a22+ λ̄g)x− λ̄f . Ìíîãî÷ëåí φ(x) óñòîé÷èâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñòîé÷èâ
ìíîãî÷ëåí φ(x)φ̄(x). Ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí èìååò ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü è äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû. Äëÿ

ïðîâåðêè åãî óñòîé÷èâîñòè â [28] èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Ðàóñà-Ãóðâèöà. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ýòîìó

êðèòåðèþ äëÿ òîãî, ÷òîáû äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà áûëè îòðèöàòåëüíû, íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóðâèöà, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ

ìíîãî÷ëåíà, áûëè ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé f è g (ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K), ãàðàíòèðóþùèõ

óñòîé÷èâîñòü ìíîãî÷ëåíà φ(x)φ̄(x), ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.5 èç [28] íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç

÷åòûðåõ íåðàâåíñòâ13 îòíîñèòåëüíî f è g (âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ïîñòîÿííû è λ = α+ βi):

(35)


−a22 − αg > 0

−2αf + (a22 + αg)2 + β2g2 > 0

a22αf + (α2 + β2)fg > 0

−αf(a22 + αg)2 − β2fg(a22 + αg)− β2f2 > 0

.

Â [41] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ñèñòåìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðóïïû íà ïëîñêîñòè ìàòðèöà A çàäàåòñÿ êàê14

(36) A =


0 1 0 0

0 a22 0 m

0 0 0 1

0 −m 0 a44

 ,

òî ïðè äåéñòâèòåëüíîì ñïåêòðå ìàòðèöû êîììóíèêàöèé óñòîé÷èâîñòü ìàòðèöû A+ λK (ò.å. îòðèöàòåëüíîñòü

âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ñïåêòðà) íå çàâèñèò îò m, è äëÿ íåå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëà f è g áûëè

îòðèöàòåëüíûìè.

12Ýòà òåîðåìà â îäíó ñòîðîíó äîêàçàíà â [29] (ïðåäëîæåíèå 4.3), ãäå óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè íóëü � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû LN îðãðàôà êîììóíèêàöèé, òî èç óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû A + λK äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ λ ñëåäóåò L(x − h) → 0.

Îäíîêðàòíîñòü íóëÿ êàê ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ LN â ôîðìóëèðîâêó ïðåäëîæåíèÿ 4.3 íå âõîäèò, íî, ñóäÿ ïî äîêàçàòåëüñòâó,

íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ.
13Ëåâûå ÷àñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ åñòü îïðåäåëèòåëè Ãóðâèöà.
14Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà îáúåêòîâ äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ êðèâèçíîé m/v0, ãäå v0 � ñêîðîñòü ãðóïïû.
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Äëÿ ñõîäèìîñòè ñèñòåìû ïðè íå ïîëíîñòüþ äåéñòâèòåëüíîì ñïåêòðå LN êðîìå îòðèöàòåëüíîñòè f è g

òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (ñì. óòâåðæäåíèå 4.4 â [41]):

−f
g
<

α

β2
(α2 + β2);

|m| < −f |β|
gα

− g(α2 + β2)

|β|
äëÿ âñåõ íå äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = α+ iβ ìàòðèöû êîììóíèêàöèé.

3.6 Ãðóïïà ñ íåçàâèñèìûìè ëèäåðàìè

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ãðóïïû, ÷ëåíû êîòîðîé ñëåäÿò çà ëèäåðàìè (ò.å. àãåíòàìè l, äëÿ

êîòîðûõ Nl = ∅), ÷üè îðáèòû � çàäàííûå ôóíêöèè âðåìåíè. Òàêèå ëèäåðû íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ëèäåð,

íå ÿâëÿþùèéñÿ íåçàâèñèìûì, íàçûâàåòñÿ çàâèñèìûì. Äâèæåíèå çàâèñèìîãî ëèäåðà l, ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü

êîòîðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç xl è vl, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

(37) ẋl = vl, v̇l = A4vl.

Ïî îïðåäåëåíèþ, êàæäîå ìàêñèìàëüíîå èñõîäÿùåå äåðåâî îðãðàôà êîììóíèêàöèé ìîæåò ñîäåðæàòü íå

áîëåå îäíîãî ëèäåðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ëèäåðîâ ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì, ò.å. èìååò çàäàííóþ

àïðèîðè îðáèòó

zl(t) ≡ ψl(t)

(
1

0

)
+ ψ̇l(t)

(
0

1

)
.

Ïóñòü èìååòñÿ N + k àãåíòîâ, èç êîòîðûõ k � íåçàâèñèìûå ëèäåðû. Ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ

íåçàâèñèìûì ëèäåðàì, îáîçíà÷èì ÷åðåç L. Äëÿ êàæäîãî l ∈ L ïîëîæèì hl = 0, ò.å. ïîëîæåíèÿ ëèäåðîâ

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ (âîîáùå ãîâîðÿ, hl îïðåäåëÿåòñÿ èç (22)). Èç

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû LN+k ðàçìåðíîñòè N + k óäàëèì âñå ñòðîêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåçàâèñèìûì

ëèäåðàì. ×åðåç Li îáîçíà÷èì i-é ñòîëáåö ìàòðèöû ïîðÿäêà N×(N + k). Íàêîíåö, ïóñòü P = PN � ìàòðèöà,

ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû ïîðÿäêà N×(N + k) óäàëåíèåì ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûì ëèäåðàì.

Êàê è ðàíåå, z � âåêòîð ïîëîæåíèÿ-ñêîðîñòè äëÿ àãåíòîâ 1, . . . , N . Óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2 (ëåììà 6.2 â [39]). Äâèæåíèå ãðóïïû ñ ìíîæåñòâîì L íåçàâèñèìûõ ëèäåðîâ îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì

(38) ż = (IN ⊗A)z + (PN ⊗K)(z − h) +
∑
l∈L

Ll ⊗ (Kzl(t)).

Ïðîâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ y = z − h, ïîëó÷àåì

(39) ẏ = (IN ⊗A+ PN ⊗K)y + g(t) =My + g(t).

Ïóñòü G =
∪k

i=1Ri � ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà â âèäå îáúåäèíåíèÿ âñåõ îõâàòîâ Ri. Ïðîèíäåêñèðóåì ìíîæåñòâî

îõâàòîâ è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî I ñëåäóþùèì îáðàçîì: i ∈ I ⇔ (Ri íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìîãî ëèäåðà).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {γi}i∈I � ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû LN .

Òåîðåìà 9 (òåîðåìà 6.4 â [39]). Ïóñòü ìàòðèöà óïðàâëåíèÿ K îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî yp(t) � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (39). Òîãäà êàæäàÿ îðáèòà

àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäèòñÿ ê îðáèòå âèäà h + yp(t) + V, ãäå V � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ {γi ⊗
ρj}i∈I, j∈{1,...,2d}, γi ïðèíàäëåæèò ÿäðó LN+k, à ρ1, . . . , ρ2d åñòü 2d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

óðàâíåíèé ρ̇j = Aρj.

15



Êàê èçâåñòíî, îáùèé âèä

y(t) = eMty(0) + eMt

∫ t

0

e−Mtg(s)dt

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (39) åñòü ñóììà ëþáîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẏ = (IN ⊗A+ PN ⊗K)y =My.

Òåì ñàìûì, òåîðåìà 9 ìîæåò áûòü äîêàçàíà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è òåîðåìà 7.

Óñòîé÷èâîñòü ïðè äåöåíòðàëèçîâàííîì óïðàâëåíèè ãðóïïîé îáúåêòîâ, äâèæåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ

óðàâíåíèåì

(40) ż = (IN ⊗A)z + (LN ⊗K)(z − h),

îáåñïå÷èâàåòñÿ [39, 28] âûáîðîì ìàòðèöû óïðàâëåíèÿ K. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ è ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû

IN ⊗A+ (LN ⊗K) ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó [28] íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì êðèòåðèÿ Ðàóñà-Ãóðâèöà ê äèàãîíàëüíûì áëîêàì âèäà

(41)

(
0 1

λif1 a22 + λif2

)
,

ãäå λi � íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (íå îáÿçàòåëüíî äåéñòâèòåëüíûå) ìàòðèöû Êèðõãîôà îðãðàôà

êîììóíèêàöèé. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.5 â [28], äåéñòâèòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi

ñóùåñòâåííî óïðîùàåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè è îñòàâëÿåò á�îëüøóþ ñâîáîäó âûáîðà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû

óïðàâëåíèÿ K, äåéñòâóþùåé îäíîðîäíî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì àãåíòàì. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

äåéñòâèòåëüíîñòè ñïåêòðà äëÿ îäíîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà îðãðàôîâ (à èìåííî, äëÿ îðãðàôîâ ñ êîëüöåâîé

ñòðóêòóðîé) ïîëó÷åíû â [15]. Ðÿä õàðàêòåðèñòèê ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ñèñòåìû òàêèõ, êàê çàòóõàíèå, ñòåïåíü

óñòîé÷èâîñòè, êîëåáàòåëüíîñòü (ñì., íàïðèìåð, [13, ñ. 211]) â äåöåíòðàëèçîâàííîì óïðàâëåíèè òàêæå ñâÿçàíû

ñ ñïåêòðîì ìàòðèöû LN îðãðàôà êîììóíèêàöèé. Êàê ñëåäóåò èç [28], äëÿ îòñóòñòâèÿ êîëåáàíèé íåîáõîäèìà

äåéñòâèòåëüíîñòü ñïåêòðà îðãðàôà êîììóíèêàöèé. Ïðè ýòîì óñëîâèè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ãðóïïû ê çàäàííîé

êîíôèãóðàöèè çàâèñèò êàê îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K, òàê è îò ìèíèìàëüíîãî íåíóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû LN (ñì. ïðåäëîæåíèå 6.1 â [28]). Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, âûïîëíåíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò

âåëè÷èíû ìèíèìàëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ LN , äàíî â ïðåäëîæåíèè 6.1 â [39].

4 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåì îáçîðå îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî äâóì íàïðàâëåíèÿì â ëèòåðàòóðå ïî

äåöåíòðàëèçîâàííîìó óïðàâëåíèþ ìíîãîàãåíòíûìè ñèñòåìàìè. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ðàáîòû, ãäå àíàëèç äèñêðåòíûõ

ìîäåëåé ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê îïèðàåòñÿ íà êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà è

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, è, âî-âòîðûõ, ðàáîòû ïî óïðàâëåíèþ ñîâìåñòíûì äâèæåíèåì îáúåêòîâ â åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñ âûñòðàèâàíèåì (ïîääåðæàíèåì) çàäàííîé êîíôèãóðàöèè.

Íèêîèì îáðàçîì íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîòó (òîëüêî çà ïîñëåäíèå 10 ëåò îïóáëèêîâàíû ìíîãèå òûñÿ÷è ðàáîò

ïî òåîðåòèêî-ãðàôîâûì ìîäåëÿì äåöåíòðàëèçîâàííîãî óïðàâëåíèÿ), â çàêëþ÷åíèå óïîìÿíåì íåêîòîðûå äðóãèå

ñóùåñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ (ñì. òàêæå îáçîð â [12]).

Â íà÷àëå 2000-õ ãîäîâ ïðîáëåìà äåöåíòðàëèçîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ãðóïïîé äâèæóùèõñÿ îáúåêòîâ ñî

ñòðóêòóðîé èíôîðìàöèîííûõ ñâÿçåé, çàäàâàåìîé ãðàôîì, èçó÷àëàñü â [22, 23]. Â [30] èññëåäîâàëàñü

ïðîáëåìà äîñòèæåíèÿ ñîãëàñèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé è ìåíÿþùåéñÿ (ïîñðåäñòâîì ïåðåêëþ÷åíèé) òîïîëîãèè
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êîììóíèêàöèé. Ðàññìîòðåíû ïðîòîêîëû ñîãëàñîâàíèÿ áåç âðåìåííîé çàäåðæêè è ñ âðåìåííîé çàäåðæêîé, è

äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè. Ïðè ýòîì ñïåöèàëüíîå âíèìàíèå óäåëåíî ñëó÷àþ, êîãäà

îðãðàô êîììóíèêàöèé ñáàëàíñèðîâàí. Îòìåòèì, ÷òî â óêàçàííîé ðàáîòå àâòîðû ¾ïåðåîòêðûâàþò¿ íåêîòîðûå

ðåçóëüòàòû ïî àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, ïîëó÷åííûå â [1, 2] è èçâåñòíûå èì ïî

ïåðåïèñêå ñ àâòîðàìè íàñòîÿùåãî îáçîðà (ïîäðîáíåå ñì. â [20]).

Èññëåäóÿ àëãåáðàè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü â ñåòÿõ ¾ìàëîãî ìèðà¿ (small-world networks) Ð. Îëôàòè-Ñàáåð

[31] ðàññìàòðèâàåò ñïîñîáû ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ ýòîãî ïîêàçàòåëÿ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, çíà÷èòåëüíî

óñêîðÿåò ïðîöåññ äîñòèæåíèÿ êîíñåíñóñà. Â ðàáîòå òàêæå èçó÷åíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñâÿçíîñòüþ ñåòè è

åå óñòîé÷èâîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê íåèñïðàâíîñòÿì óçëîâ è ëèíèé ñâÿçåé. Óïîìÿíåì òàêæå ðàáîòó [32], ãäå

ïðèâåäåí îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ïðîáëåìàì äîñòèæåíèÿ ñîãëàñèÿ è êîîïåðàöèè â ñåòåâûõ ìíîãîàãåíòíûõ

ñèñòåìàõ.

Åùå â îäíîì îáçîðå [33], ïîñâÿùåííîì èíôîðìàöèîííîìó ñîãëàñèþ â ìíîãîàãåíòíîì êîîïåðàòèâíîì

óïðàâëåíèè, ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñõîäèìîñòè ïðîöåäóð ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïðè ôèêñèðîâàííîé è

ìåíÿþùåéñÿ ñòðóêòóðå ñâÿçåé, à òàêæå àñèíõðîííûå ïðîöåäóðû ñ âðåìåííîé çàäåðæêîé îáìåíà äàííûìè.

Ïîñëåäíèé ðàçäåë ýòîé ðàáîòû ïîñâÿùåí ñèíòåçó àëãîðèòìîâ ñîãëàñîâàíèÿ. Ïðîáëåìà êîíñåíñóñà äëÿ

äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ìîäåëåé ñ ìåíÿþùåéñÿ ñòðóêòóðîé ñâÿçåé áûëà òàêæå èññëåäîâàíà â [34].

Ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ïåðåñåêàþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè [27], êîòîðûå ÷àñòè÷íî îáñóæäàëèñü âûøå. Â ÷àñòíîñòè,

ðå÷ü èäåò î òåîðåìå, ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ äîñòèæåíèÿ ñîãëàñèÿ â ñèñòåìå ñ ìåíÿþùåéñÿ ñòðóêòóðîé ñâÿçåé

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â îïðåäåëåííûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ îáúåäèíåíèå ãðàôîâ êîììóíèêàöèé ñîäåðæàëî

îñòîâíîå äåðåâî íà ìíîæåñòâå âñåõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ àãåíòàì.

Â íåäàâíåé ðàáîòå [35] áûë ïðåäëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ òðàåêòîðèé ïðè

îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íà óïðàâëåíèå. Ýòîò àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàíèå òðàåêòîðèé â ñëó÷àå,

êîãäà ëèäåðû ãðóïïû è ñòðóêòóðà ñâÿçåé ìåíÿþòñÿ. Àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ òðàåêòîðèé

äâèæåíèÿ ðîáîòîâ. Ðåàëèçàöèè ïðîòîêîëîâ ñîãëàñîâàíèÿ òðàåêòîðèé àãåíòîâ ïîñâÿùåíà è ðàáîòà [36].

Îòìåòèì òàêæå ìîíîãðàôèþ [37], êîòîðàÿ ïîäûòîæèâàåò èññëåäîâàíèÿ ïî äåöåíòðàëèçîâàííîìó óïðàâëåíèþ,

ïðîâåäåííûå äî 2008 ã. àêòèâíî ðàáîòàþùåé íàó÷íîé ãðóïïîé èç ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà øòàòà Þòà â

ÑØÀ.

Ñðåäè ðóññêîÿçû÷íûõ ðàáîò ïî ðàçëè÷íûì àñïåêòàì óïðàâëåíèÿ ãðóïïîâûì äâèæåíèåì óïîìÿíåì çäåñü

[4, 6, 8, 14]. Ðàçóìååòñÿ, îòå÷åñòâåííûå èññëåäîâàíèÿ ïî äàííîé ïðîáëåìàòèêå, ïðàêòè÷åñêè íåèçâåñòíûå íà

Çàïàäå, òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ è èçëîæåíèÿ â âåäóùèõ ìåæäóíàðîäíûõ èçäàíèÿõ. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå íå ïîäîçðåâàþùèì îá èõ ñóùåñòâîâàíèè çàïàäíûì àâòîðàì ïðèäåòñÿ ïîñòåïåííî ïåðåîòêðûâàòü âñå

ïîëó÷åííûå íèõ ðàáîòàõ ðåçóëüòàòû.
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