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Применительно к проблеме управления безопасностью объек-
тов ракетно-космической техники (РКТ) в их жизненном цикле 
излагается метод целочисленной оптимизации управления 
обобщённым риском. 
 
Ключевые слова: управление безопасностью, целочисленная 
оптимизация. 

Введение 

Проблема управления безопасностью в жизненном цикле 
объектов РКТ [1] порождает ряд задач теории управления, явно 
отличающихся от известных своих аналогов в общей теории оп-
тимальных систем. Эти отличия вытекают, во-первых, из высо-
кой сложности объекта оптимизации, составляемого из многих 
(десятков, сотен и даже тысяч) разнородных управляемых ком-
понентов, и, во-вторых, из специфики используемого здесь 
обобщенного критерия, учитывающего важнейшие характери-
стики объекта РКТ с приоритетом требований по безопасности. 

В данной статье рассматривается одна из таких задач − опе-
рационная задача [2] целочисленного управления по критерию, 
в котором непосредственно учитываются только требования по 
безопасности и экономичности исполнения этапа жизненного 
цикла объекта РКТ. Пояснения физического смысла отдельных 
формализмов проводятся на примере принятия проектно-
производственных решений при разработке космической раке-
ты-носителя (КРН). 

1. Постановка задачи 



Рассматривается технический объект РКТ (например, КРН), 
состоящий из J компонент (двигатели, баки, командные прибо-
ры и проч.), и подлежащий совершенствованию в результате 
выполнения планируемой операции А по повышению общей 
надёжности действия и экологичности системы (её безопасности 
Fбез) с возможно меньшими затратами Fзат. 

Имеется банк данных о возможных мероприятиях по по-
вышению безопасности Fбез – набор из S типов управляющих 
факторов usj (резервирование, испытания на АЦК, огневые ис-
пытания и др. j-го компонента объекта РКТ, s = 1,2,…,S, прини-
мающих целочисленные значения usj = 0,1,…,k,… (без резерви-
рования, одно-, … , k-кратное резервирование; без испытаний, 
одно, …, k испытаний и т.д.). Считаются известными норми-
рующе-весовые коэффициенты cj, j = 1,2,…,J, с помощью кото-
рых показатели безопасности Fj, j = 1,2,…,J, отдельных компо-
нент объекта РКТ свёртывается в общий показатель 
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а также зависимости безопасности Fj компонент от управляю-
щих факторов usj: 
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где msj ,s = 1,2,…,S, , − положительные коэффициенты матрицы 
M = ║msj║, характеризующие относительную эффективность 
проведения мероприятия s-го типа применительно к j-му компо-
ненту объекта РКТ по сравнению с реализацией некоторого эта-
лонного мероприятия;  lsj , s = 1,2,…,S, − элементы матрицы 
применимости L = ║lsj║, принимающие два значения: 
 lsj = 0, если управление usj  либо не может быть физически 
реализовано (например, испытание реального двигателя на 
АЦК), либо при реализации наносит существенный ущерб ха-
рактеристикам объекта РКТ (например, резервирование основ-
ных двигателей приводит к недопустимому снижению грузо-
подъёмности КРН); 
 lsj = 1 в противном случае. 
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 Из  физического  содержания  показателей  безопасности  
Wj (xj ), j = 1,2,…,J, следует, что они должны быть возрастающи-

ми, выпуклыми (вверх) функциями аргументов  

и, следовательно, неубывающими функциями от u
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sj , s = 1,2,…,S,  
j = 1,2,…,J  (например, ,      0 < qjx

jjj qxW −=1)( j < 1,  xj > 0). 
 Полагаются известными стоимости psj > 0, s = 1,2,…,S, j = 
1,2,…,J,  реализации единицы каждого управления usj, на основе 
которых определяются затраты на реализацию операции А: 
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 Общую эффективность операции А будем оценивать, сле-
дуя популярному за рубежом подходу, скалярным критерием R 
в виде отношения Fбез / Fзат показателей «позитивной» (безопас-
ность) и «негативной» (затраты) составляющих жизненного 
риска объекта РКТ при линейных ограничениях 
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определяемыми теми ресурсами Us > 0, s = 1,2,…,S, (производ-
ственными мощностями и т.д.), которые выделяются на прове-
дение операции. 
 Замечание 1. В отличие от обычных задач целочисленной 
оптимизации, когда условие типа (3) представляется неравенст-
вом, здесь в обеспечение приоритета требования по безопасно-
сти ограничение (3) задаётся строгим равенством, предусматри-
вающим обязательную мобилизацию всех ресурсов для 
предельно возможного увеличения Fбез − неубывающей, как уже 
отмечалось, функции от управления usj . 
 Задача состоит в том, чтобы определить матрицу управле-
ния U = ║usj║, с целочисленными неотрицательными элемента-
ми usj , максимизирующую критерий 
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при выполнении ограничений (3) и при заданных матрицах M = 
║msj║,  P = ║psj║, с положительными элементами msj, psj  и мат-
рице применимости L = ║lsj║,  lsj = 0 или lsj = 1, не содержащей 
нулевых строк и столбцов. 
 Замечание 2. Очевидно, что не следует учитывать нулевых 
строк и столбцов матрицы L, так как такие строки и столбцы не 
оказывают влияния на риск R. Поэтому в постановку задачи и 
вводится соответствующее условие, предусматривающее отказ 
от рассмотрения «неуправляемых» компонент объекта РКТ и 
тех видов управления, которые неприменимы ни к одному ком-
поненту. 

2. Решение задачи 

Наиболее сильный результат при решении задачи (3), (4) 
получен применительно к важному для практических примене-
ний случаю  psj = pj,  msj = mj,  s = 1,2,…,S. 

Решение задачи (3), (4) проводилось в два этапа. На первом 
этапе решается вспомогательная задача целочисленной опти-
мизации по критерию Fбез , представляющему собой сумму вы-

пуклых нелинейный функций rj(xj) = cj Wj(xj),  − 

см. (1). 
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В частном случае s = 1, когда матрица управления U выро-
ждается в строку (u1,u2,…,uJ ), известно решение вспомогатель-
ной задачи в виде критерия оптимальности Гросса [2]: 

− необходимое и достаточное условие того, что вектор с не-
отрицательными компонентами u = (u1,u2,…,uJ ) максимизирует 
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выражение , где r∑
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 Это условие можно переформулировать следующим обра-
зом: 
 )1()()()1( −−≤−+ iiiijjjj urururur  

 . )(,* UJiJj ∈∀∈∀
 Найдём  условия оптимальности для  более общего  случая 
s > 1 и заданной матрицы применимости L, составленной из ну-
лей и единиц. 
 Для этого определим следующие множества. 

  − множество всех индексов столбцов мат-
риц применимости и управления; 

{ JJ ,...,2,1*
Δ

= }

}  − множество индексов столб-
цов матрицы применимости, связанных со столбцом j через не-
нулевые элементы строк этой матрицы, т.е. если  i ∈ J(j), то су-
ществует строка s, на пересечениях которой со столбцами i и j 
соответствующие элементы l

{ 1:/)( * ==∃=
Δ
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sj  и lsi  матрицы L равны единице; 

  − сужение 

множества J(j) на множество индексов столбцов J

{ }1,0:/)()(* ==>∃∈=
Δ

sisjsi llusjJijJ
 *(j) ∈ J(j), свя-

занных со столбцом j через ненулевые элементы строк матрицы 
применимости и имеющие ненулевой элемент матрицы управ-
ления, т.е. если  i ∈ J *(j), то существует строка s, такая, что lsi  и 
lsj  равны единице, и, кроме того, usi  > 0, в силу чего возможно 
перераспределение одной единицы со столбца i на столбец j 
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(новые значения usi , usj  будут равны соответственно usi -1, usj +1) 

без изменения суммы ∑  элементов строки s; 
=
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 I(j) − множество индексов столбцов, таких, что возможно 
перераспределение одной единицы с этих столбцов на столбец j, 
т.е. для любого i ∈ I(j) существует такое множество N индексов 

{i1 , i2 ,…, iN ), что  in-1 ∈ J *(in );  n = 2,3,…,N;  ; пере-
распределение единиц производится по «цепочке» − N-1 раз пе-
редаётся одна единица с i

iiji N

ΔΔ

== ;1

n  на in-1  (n = N,N-1,…,2), в силу того, 
что in-1 ∈ J *(in ); 

  − множество индексов столбцов, 
таких, что возможно перераспределение одной единицы с j-го 
столбца на эти столбцы; данное множество является «обрат-
ным» множеству I(j). 
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 Лемма. Необходимое и достаточное условие того, что мат-
рица управлений U = ║usj║ размера S×J с неотрицательными 
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пуклые функции,   − сумма элементов матрицы U в 

j-ом столбце с весами l
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sj  (lsj = 0 или lsj = 1 − элементы матрицы 
применимости L = ║lsj║, не содержащей нулевых строк и столб-

цов), при ограничениях на элементы usj  в строках , 

где u
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s > 0 − целые числа, состоит в выполнении неравенства 
(5) )1()()()1( −−≤−+ iiiijjjj xrxrxrxr  

 , )(,* jIiJj ∈∀∈∀
где множества J * и I(j) определены выше. 
 Доказательство. Достаточность.  Пусть U = ║usj║ − до-
пустимое решение, т.е. решение, для которого выполняются за-



данные в условиях леммы ограничения и, кроме того, U удовле-
творяет неравенству (5). Пусть Ũ = ║ũsj║ − любое другое допус-
тимое решение. 
 Покажем, что  
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 Из выпуклости rj  следует, что [rj (n+1) - rj (n)] − невозрас-
тающая функция на множестве целых чисел. Поэтому если n≥ xj, 
то по определению λj 

(6) , jjj nrnr λ≤−+ )()1(
а если  0 < n ≤ xj ,  т.е.  ∃usj > 0,  множество I *(j) непусто, опреде-
лено , и из условия (6) следует max

jλ

(7) . max)()1( jjj nrnr λ≤−−
 Просуммируем неравенства (6) по всем  n от xj  до  xj –1 при 
xj  > xj и неравенства (7) по всем  n от  xj +1  до  xj  при  xj > xj . 
Получаем 
 )~()()~( jjjjjjj xxxrxr −≤− λ      при  jj xx >~ , 

 )~()()~( max
jjjjjjj xxxrxr −≤− λ    при  jj xx <~ . 

 Суммируя по всем j, получим на рассматриваемом множе-
стве индексов J *
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где  ,   { }jj xxJjI >∈=
Δ ~/* { }jj xxJjI <∈=

Δ ~/**  − множест-
во индексов, для которых xj  соответственно больше или мень-
ше, чем xj . Ясно, что те индексы, для которых  xj = xj , вообще 
можно не рассматривать. 

 7



Так как U − допустимое решение, то его можно получить 
посредством перераспределения единиц в строках матрицы 
║usj║, при этом соответствующим образом изменится сумма 

элементов столбцов  , j = 1,2,…,J, и произойдёт 

передача единицы со столбцов множества I на столбцы множе-
ства I
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Перераспределение единиц, осуществляемое при заданных 

матрицах L = ║lsj║ и U = ║usj║ размера S×J, возможно только в 
направлении от j-го столбца из множества I(i) к i-му столбцу из 
множества I *(j), что следует из определения этих множеств. По-
этому любому j-му столбцу из множества I * можно поставить в 
соответствие некоторый i-ый столбец из I, причём  i∈I *(j), j∈I(i), 
и наоборот можно установить соответствие I → I *. 

Рассмотрим две последние суммы в неравенстве (8). Для 
каждой единицы из )~( j

Ij
j xx∑
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вим, с учётом вышеизложенного, взаимно-однозначное соответ-
ствие с некоторой единицей из  − )~(
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в силу заданных ограничений, преобразуем рассматриваемые 
суммы к следующему виду: 
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 По определению,  , поэтому все элементы 

суммы положительны. Следовательно 
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что и требовалось доказать. 
 Необходимость. Пусть U – оптимальное решение задачи, Ũ 
– другое допустимое решение, такое, что для фиксированных α, 
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β  имеем  xα  = xα -1,  xβ  = xβ +1,  α ∈ I(β ), а  xj  = xj  для осталь-
ных j. Пусть, кроме того, для α, β  не выполняется равенство (5): 
(9) )1()()()1( −−>−+ ααααββββ xrxrxrxr . 
 Так как rj  − выпуклые функции, то  α ≠ β. 
 Кроме того, 

   . )()1()()1()()~(
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Это выражение больше нуля на основании неравенства (9), 
что противоречит оптимальности решения U. Итак, лемму мож-
но считать доказанной. 

Переходя на втором этапе решения от рассмотрения вспо-

могательной с критерием   к исходной задаче с 

критерием  R = F
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без / Fзат  и условием  msj  = mj  (s = 1,2,…,S), от-
метим следующее обстоятельство. 
 Если формально заменить в критерии R целочисленный ар-
гумент  usj  на его непрерывный аналог  vsj , то на основе соотно-
шения  
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может быть построена итерационная процедура определения 
оптимальной по критерию R матрицы  V = ║vsj║:  

(10) 
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            (k = 1,2,…). 

 Поскольку )1(
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V
VR      (s = 1,2,…,S; j = 

=1,2,…,J), то последовательность критериев R(1), R(2),… эквива-
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лентна исходному критерию R в том смысле, что если сущест-
вует  V * = lim V (k)  при  k → ∞, то 
 *)(maxarg VVR

sjV
= . 

 Опуская в (10) постоянный множитель  1/Fзат (V(k-1))  (не 
влияющий на результаты оптимизации), заменяя  Fбез (V(k-1)) на 
Fбез (V) и возвращаясь к целочисленному аргументу U, получим 
итерационную последовательность решения исходной целочис-
ленной задачи 
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           (k = 1,2,…,K), 

где ,  (j = 1,2,…,J),  ;    ∑
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∑ ∑
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−− =
J
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1 1

)1()1( )0(
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(s = 1,2,…,S;  j = 1,2,…,J) определяется из решения вспомога-
тельной задачи, а  K – из условия  u (k-1) ≈ u (k) . 
 Критерий R (k)(u) представляет собой сумму произведений 
линейно убывающих функций аргумента  xj  (j = 1,2,…,J) на вы-
пуклые функции того же аргумента. Поэтому на каждом шаге k 
итерации может быть использован унифицированный (по обоим 
этапам) алгоритм решения задачи (3), (4), построенный на осно-
ве представленной здесь леммы. 

Заключение 

Отдельные фрагменты представленного в статье итераци-
онного алгоритма целочисленной оптимизации вполне успешно 
использовались в прикладных работах ИПУ по автоматизиро-
ванному целераспределению поражающих средств. Но посколь-
ку концепция управления безопасностью объектов РКТ в их 
жизненном цикле носит преимущественно прогностический ха-
рактер, то эффективность этой оптимизации в РКТ ещё пред-
стоит оценивать – по мере практической реализации данной 
концепции. 
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