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Рассмотрена игровая постановка задачи импульсного терми-
нального управления линейным нестационарным объектом при 
ограничении управляющих воздействий. Представлены принци-
пы решения этой задачи с учетом действия априори ограничен-
ных помех (ошибок измерения) в канале обратной связи систе-
мы. Даётся пример. 
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1. Введение 

Игровые задачи управления правомерно ставятся в сле-
дующих случаях. 

1. Когда возмущения, действующие на разрабатываемую 
систему управления, определяются стратегией управления 
другой системы (или человека), цель которой противоположна 
цели искомого управления. Подобного рода конфликтная ситуа-
ция имеет место, например, в задаче преследования [2]. 

2. Когда неизвестны вероятностные характеристики возму-
щений и априори задаются лишь ограничения, стесняющие 
возмущения (например, ограничения по модулю возмущений). 
Заметим, что в этом случае возможны и другие подходы к фор-
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мированию управлений: вероятностный (в предположении 
равномерности распределения возмущений в допустимом 
диапазоне) [3] и адаптивный [4]. 

3. Когда в силу особой важности результатов работы систе-
мы управления требуется, чтобы отклонения от цели управле-
ния, характеризующие точность управления, не превосходили 
заданных значений при любых априорно допустимых сочетани-
ях возмущений и помех. Такое положение характерно, напри-
мер, для систем жизнеобеспечения человека. 

В статье ставится и решается задача формирования игровых 
принципов терминального управления линейным нестационар-
ным объектом с учетом ограничений на управляющие воздейст-
вия; основное отличие этой задачи от известных [1 и др.] состо-
ит в учете действия в канале обратной связи системы помех − 
ошибок измерения. 

2. Постановка задачи 

Рассматривается линейный нестационарный объект управ-
ления, выходная координата которого измеряется в дискретные 
моменты времени i. Уравнения, описывающие объект, имеют 
вид 
(1) IiuBAx iiii ,...,1,0,11 =+=+ v  , 
где Ai = ǁ ain ǁ − матрица-строка коэффициентов ain , n = 1,2,…,N; 
v = (v1 , v2 ,…, vN )Т – вектор возмущений, действующих на объ-
ект; B Bi = ǁ bir ǁ − матрица-строка коэффициентов bir   (r = 1,2,…,i), 

iu1  − временная последовательность управлений u1, u2,…,ui ; 
отметим, что в (1) отсутствует начальное управление u0, обосно-
ванный выбор которого в условиях поставленной задачи невоз-
можен. 
 Измеренная сумма величины xi  и аддитивной случайной 
ошибки hi   (yi = xi + hi , i=1,2,…,I) поступает на вход управляю-
щего устройства. Управление должно удовлетворять неравенст-
ву 
(2) IiUu ii ,...,2,1, =≤  (2) ; 
где Ui  - допустимое значение абсолютной величины ui . 
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 Считается, что возмущения и ошибки измерения по абсо-
лютной величине не превосходят соответственно некоторых 
известных величин  V(n), n = 1,2,…,N,  и  Hi , i = 1,2,…,I : 
(3) ii

nn HhVv ≤≤ ,)()(  . 

 При формулировке задачи синтеза системы управления 
условно будем рассматривать процесс управления объектом (1) 
как некоторую игру между «природой», воздействующей на 
процесс управления выбором значений v(n), а также ошибок 
измерения hi , и «конструктором», определяющим функцию 
управления  ui , i = 1,2,…,I, от измеренных координат объекта и 
предшествующих управлений  uj , j = 1,2,…,i-1. 
 Примем, что исход игры характеризуется величиной ⎢xI+1⎢ 
(т.е. модулем значения выходной координаты в терминальный 
(I+1)-й момент времени), которую будем рассматривать как 
выигрыш для природы и проигрыш для конструктора: в интере-
сах природы увеличить выигрыш ⎢xI+1⎢, а в интересах конструк-
тора сделать свой проигрыш ⎢xI+1⎢ возможно меньшим. 
 Таким образом, ставится игровая задача определения функ-
ций ),( 1−= iiii uyuu , i=1,2,…,I, обеспечивающих выполнение 
условия 
(4) ),,(supinf 1

,
III

ωhω
hxR

пIкI

vu
vu +

∈∈
=  , 

где допустимые области  ωк  и  ωп  определяются соответственно 
условиями (2) и (3). 
 Отметим, что одна из сторон в игре (природа) влияет на 
процесс управления не только воздействием возмущениями, но 
и посредством искажения используемой другой стороной ин-
формации об игровой обстановке (через помехи hi  в измери-
тельном канале). 

3. Решение  задачи 

 Введя вектор ),...,,( **
2

*
1

*
Ii xxxx = , координаты которого 

определяются соотношением 
)1(11

*
−−−= iiii uBxx  , 
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будем использовать форму записи уравнений объекта: 
(5) Iix ii ,...,1,0,*

1 ==+ vA  , 
где  Ai – матрица, составленная их строк  Ar ,  r = 0,1,…,i. 
 В соответствии с принципом динамического программиро-
вания вначале будем определять управление  в дискретный 
момент времени I. Представим для этого игровой критерий (4) в 
виде 

*
Iu

(6) III

I

r
rrII

ωhω
ububAR

пIкI

++= ∑
−

=∈∈

1

1,
supinf v

vu
 . 

 Рассмотрим вначале случай, когда отсутствуют ограниче-
ния (2) на управления. Величина uI  тогда представляет собой 
линейную функцию измеренных координат Iy  и предшествую-
щих управлений 1−Iu , которая с учетом критерия (6), а также 
уравнения (5) может быть представлена в виде 

(7) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ∑

−

=

1

1

** 1 I

r
rrIII

II
I ubyG

b
u  , 

где  GI = ǁ gIl ǁ  − матрица-строка искомых коэффициентов опти-
мального управления ; *

Iu *
Iy  − вектор, составленный из изме-

ренных значений    величин   (i = 1,2,…,I). iii hxy += ** *
ix

 С учетом (7) игровой критерий запишем следующим обра-
зом: 
(8) *

,

* supinf)( III
ωhGI yGAuR
пII

−=
∈

v
v

 . 

 Любые сочетания по N уравнениям из числа I+1 уравнений 
(5) составляют равносильные системы линейных уравнений, т.е. 
они имеют одно и то же решение относительно вектора v. По-
этому можно составить линейные комбинации из этих уравне-
ний: 
(9) *)(

1
)(

I
I

I
I xθvAθ =−  , 

где )()( I
n

I
lϑ=θ  − неособенная матрица произвольных коэффи-

циентов   (n = 1,2,…,N;    l = 1,2,…,I). )( I
nlϑ

 4 



 Решение системы уравнений (9) 
( ) *)(1

1
)(

I
I

I
I xθAθv

−
−=  

не зависит от выбора коэффициентов . )(I
nIϑ

 Для любой матрицы GI  возможно подобрать такую матрицу 
θ(I)  размера N×I и диагональную матрицу )()( I

n
I ϑ=Δ  порядка N, 

чтобы соблюдалось равенство 
(10) ( ) )(1

1
)()( I

I
II

II θAθΔAG
−

−=  . 

 В результате с учетом соотношения iii hxy += **  условие (8) 
может быть представлено в виде  

(11) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

−
−

∈
I

I
I

III
I

ωh
I hAuR

пI
II

)(1
1

)()()(

,,

* ~
supinf)(

)()(
θAθΔvΔ

vθΔ
. 

 Здесь  − диагональная матрица, ненулевые элементы 
которой равны  . 

)(~ IΔ
)(1 I

nδ−
Наибольшее значение критерия ⎢xI+1⎢ по всем возможным 

величинам возмущений и помех достигается, если величины  
v(n), n = 1,2,…,N,  и  hi , i = 1,2,…,I,  равны по абсолютной вели-
чине их предельно допустимым значениям V(n) и Hi  соответст-
венно, а знак совпадает со знаком коэффициентов, с которыми 
эти величины входят в (11). Таким образом, для определения 
управления  получаем условие *

Iu
(12) ( )IIII HGuR

II
+Ξ= V

θΔ )()( ,

* inf)(  , 

где )(~ I
IInI A Δ==Ξ ξ − матрица-строка коэффициентов 

, n = 1,2,…,N; G)1( )( I
ninin a δξ −= I  определяется соотношением 

(10), а вертикальные черточки, в которые заключаются матрицы, 
означают, что все элементы матриц берутся по абсолютной 
величине; V – вектор, составленный из предельных значений 
возмущений. 
 В рассматриваемом случае, когда отсутствуют ограничения 
на управление, величина  не зависит от управлений, 
предшествующих последнему, и поэтому определение ,  i = 

)( *
IuR

*
iu
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1,2,…,I-1,  может быть проведено исходя из других условий, 
формулируемых, например, в виде дополнительного игрового 
критерия. 
 В случае же, когда на управление наложено ограничение 
(2), оптимальное управление в момент I принимает вид 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤

=
,если,sign
,если,

.

*

Iдоп.IIIдоп

Iдоп.II
I UuuU

Uuu
u   

где  uI  −  линейная функция измеренных в предшествующие 
моменты времени координат и предшествующих управлений, 
коэффициенты которой определяются при помощи матриц  Δ(I), 
θ(I),  полученных из условия (12). 
 Определение предшествующих управлений , i = 1,2,…,I-
1, может проводиться в нескольких вариантах. Ограничимся 
представлением одного из них. 

*
iu

 Полагается, что величина Uдоп.i  является неизвестной в 
моменты времени j = 1,2,…,i-1 и принимающей любое значение 
в диапазоне (0,U). Такой вариант имеет место, например, при 
оптимизации одной из взаимосвязанных систем с общими 
управляющими органами. В этом же варианте целесообразно 
определять управление и в том случае, когда значение Uдоп.i  
априори известно, но к качеству управления не предъявляется 
никаких дополнительных требований, помимо оговариваемых 
критерием R(u). 
 При выборе управления , i = 1,2,…,I-1, наиболее тяже-
лые для «конструктора» условия будущих управлений склады-
ваются при  U

*
iu

доп.s  = 0, s = i+1,i+2,…,I. С учетом ранее приведен-
ных соотношений оптимальное управление определяется 
следующим образом: 

(13) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤

=
.если,sign
,если,*

iдоп.iiiдоп.

iдоп.ii
i UuuU

Uuu
u  

Здесь 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑

−

=

1

1

*1 i

r
rriii

iI
i ubyG

b
u , 
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а коэффициенты Gi  определяются из условий  

(14) 
( )
( ) .

~
;min)(

;
)(

,

*

)(1
1

)()(

)()(

i
Iiiiii

i
i

ii
Ii

AHGVuR
AAG

ii
Δ=Ξ+Ξ=

θθΔ=

θΔ

−
−  

4. Демонстрационный пример 

 Для иллюстрации изложенного метода рассмотрим про-
стейший пример: на объект управления, представляющий собой 
интегрирующее звено, действует одно возмущение V, а выход-
ная координата измеряется через равные промежутки времени 
ΔT. Уравнение (1) в этом примере имеет вид 

(15)  . IiuTvTix
i

r
ri ,...,1,0,)1(

1
1 =Δ+Δ+= ∑

=
+

 Измеренное в моменты времени  iΔT с аддитивной ошибкой 
hi  значение выходной координаты yi  поступает на вход управ-
ляющего устройства, формирующего управление ui, ограничен-
ное по модулю величиной Uдоп.i . Ограничиваются также и абсо-
лютные величины ошибок измерения – величиной  Hi = H, i = 
1,2,…,I. Требуется определить алгоритм управления, обеспечи-
вающий выполнение условия (4). 
 Поскольку возмущение V является скаляром, то матрица 
коэффициентов θ содержит только одну строку, а матрицы Ai  и 
Δ(i) состоят из одного элемента, причем, как следует из (15),  Ai = 
ai =(i+1) ΔT. Ограничения на величину v не наложено; следова-
тельно, в соответствии с изложенным  Δ(i) = 1  (i = 1,2,…,I). Как 
следует из (14), коэффициенты функции управления в момент 
времени i определяются из условий  

(16) ∑
=

=+=
i

j

i
j

i
i ijIg

1

)(
1

)(
1 ;,...,2,1,)1( lll ϑϑ  

(17) .,...,2,1;)1(min)(
1

)(
1

1

)(
1

*
)(

IiHIuR
i

i
i

i
i i

i

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+= ∑∑

== l

l

l

l l
l

ϑϑ
ϑ

 

 7



 Условие (17) достигается при  (l = 1,2,…,i-1) и 

. Это означает, что в (16)  g

0)(
1 =i
lϑ

01 ≠iϑ il = 0  (l = 1,2,…,i-1)  и  gii = 
(I+1)/i ,  а искомая оптимальная функция управления имеет вид 
(13), где  

IiuTiIyI
Ti

u
i

r
rii ,...,2,1,)1()1(1 1

1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ−+−+

Δ
−= ∑

−

=

 . 

 В рассмотренном примере проявляется довольно типичная 
для игровых задач управления особенность: несмотря на то, что 
при синтезе системы не накладывалось ограничений на структу-
ру алгоритма управления, оптимальное в игре управление фор-
мируется с учетом только части располагаемой информации о 
предыстории процесса управления. 
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