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Работа посвящена оценке эффективности различных программ
обследования индивидуумов, предрасположенных к развитию ко-
лоректального рака, с помощью математического моделирова-
ния. В качестве критерия эффективности программы обследо-
вания рассматриваются значения показателей потерянных лет
потенциальной жизни и общего количества обследованных инди-
видуумов за фиксированный период времени. Построена стоха-
стическая индивидуум–ориентированная модель, описывающая
динамику численности популяции, появление и рост полипов у
конкретных индивидуумов, проведение массового обследования и
выявление индивидуумов с полипами. Разработаны вычислитель-
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ментов с моделью, отражающих различные сценарии проведения
обследований индивидуумов популяции. Представлены рекоменда-
ции по проведению массового обследования индивидуумов в зави-
симости от метода выявления полипов, частоты обследования
и средней продолжительности жизни в популяции.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №09-
01-00098-а

2 Василий Николаевич Леоненко, аспирант (VNLeonenko@yandex.ru).
3 Николай Викторович Перцев, доктор физико-математических на-

ук, профессор (homlab@ya.ru).

1



Управление большими системами. Выпуск XX

Ключевые слова: колоректальный рак, виртуальная колоно-
скопия, потерянные годы потенциальной жизни, индивидуум–
ориентированная модель, методы Монте–Карло, вычислительный
эксперимент.

Введение

Колоректальный рак (КРР) – это злокачественное образова-
ние, вызываемое перерождением полипов на внутренних стенках
толстой кишки. В развитых странах КРР стоит на 2–3 месте по
смертности среди онкологических заболеваний. Ежегодная забо-
леваемость КРР достигает одного миллиона случаев, а ежегодная
смертность превышает пятьсот тысяч случаев. Согласно прогнозу
работы [7], абсолютное число случаев КРР в мире в следующие
два десятилетия может возрасти в результате увеличения числен-
ности населения в целом и его старения как в развитых, так и
в развивающихся странах. Одной из причин высокой смертности
от КРР является тот факт, что заболевание не является наслед-
ственным и протекает на ранних стадиях бессимптомно.

Снизить масштаб заболеваемости КРР призвано периодиче-
ское обследование индивидуумов из группы риска (мужчины и
женщины старше пятидесяти лет). Целью обследования является
выявление полипов в толстой кишке и, при необходимости, их
удаление. В медицинской практике применяется большое коли-
чество методов профилактического обследования, отличающихся
друг от друга стоимостью, трудоёмкостью, чувствительностью,
а также степенью инвазивности (риска для здоровья пациен-
та и наличия неприятных ощущений при обследовании). Сре-
ди них можно назвать сигмоскопию, ирригоскопию, анализ ка-
ла на скрытую кровь (АКСК) и фиброколоноскопию (ФКС). В
последнее время этот список пополнился методом виртуальной
колоноскопии (ВКС), ориентированным на выявление полипов с
помощью компьютерных томографов. Рекомендуемая периодич-
ность обследования зависит от применяемого метода и состав-
ляет, например, один год для АКСК и 5–10 лет для колоноско-
пии. По мнению ряда исследователей, ФКС является «золотым
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стандартом» диагностики КРР, т.е. наиболее точным диагности-
ческим методом, с помощью которого устанавливается наличие
или отсутствие полипов [7]. Внедрение ВКС обусловлено низкой
степенью инвазивности метода по сравнению с ФКС, несмот-
ря на его меньшую чувствительность. Низкая инвазивность ВКС
может способствовать увеличению посещаемости обследований
[19], [20], что будет благоприятствовать профилактике заболева-
емости КРР. Вместе с тем, необходимо отметить, что некоторые
индивидуумы предпочитают ФКС либо не выказывают предпо-
чтения какому–либо одному методу (ФКС и ВКС) [13].

Важным аспектом применения различных методов выявле-
ния полипов является соотношение между экономическими за-
тратами на проведение обследований и достигнутым эффектом
в виде сохранённых лет жизни. Наиболее часто указанное соот-
ношение выражается в виде показателя, называемого «стоимость
одного продленного года жизни» (cost per life-year gained). Одним
из способов оценки этого показателя является метод математиче-
ского моделирования [11], [14], [17], [18].

В связи с появлением и использованием метода виртуальной
колоноскопии в медицинских учреждениях Российской Федера-
ции [8], [9] возникает задача оценки эффективности программы
обследования населения, ориентированной на ВКС. Эта задача
включает в себя сравнение методов обследования, подбор часто-
ты профилактического осмотра, а также возрастного диапазона
проведения обследования. Следует отметить, что в нашей стране
в настоящее время отсутствуют нормативные документы, позво-
ляющие напрямую оценивать стоимость одного продленного года
жизни.

Целью настоящей работы является сравнение эффективно-
сти различных программ обследования индивидуумов с помощью
метода математического моделирования. В качестве критерия эф-
фективности конкретной программы обследования используются
значения двух показателей: 1) потерянные годы потенциальной
жизни (ПГПЖ) [10], 2) общее количество обследованных инди-
видуумов. Значения этих показателей вычисляются для фиксиро-
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ванных промежутков времени в расчёте на 1000 человек гипоте-
тической популяции. В задачи работы входит:

• построение стохастической индивидуум–ориентированной
модели, описывающей динамику численности популяции,
появление и рост полипов у конкретных индивидуумов,
проведение массового обследования и выявление индиви-
дуумов с полипами;

• разработка алгоритма моделирования и его программной
реализации;

• проведение вычислительных экспериментов по изучению
динамики указанных показателей;

• сравнительный анализ различных сценариев обследования
индивидуумов популяции.

1. Основные предположения

1.1. Модельное время
Время модели дискретное, с шагом в один год. Динамика

численности популяции, рост полипов у конкретных индивидуу-
мов, проведение обследований индивидуумов рассматриваются в
моменты времени t = t0, t0 + 1, . . . , T , где t0, T – начальный и
конечный моменты времени.

1.2. Структура популяции
Рассматривается гипотетическая популяция, состоящая из

индивидуумов в возрасте от a1 до a2 лет, где a1 – возраст, начиная
с которого появляется риск возникновения полипов (например, 40
лет), a2 – возраст окончания наблюдения за индивидуумом (на-
пример, 65, 70 или 75 лет).

Любой индивидуум в популяции принадлежит к одной из
двух групп: индивидуумы без полипов и индивидуумы, у которых
имеется полип.

Индивидуумы без полипов делятся на три подгруппы:
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1) необследованные индивидуумы;

2) обследованные индивидуумы, имеющие назначение врача
на очередной осмотр;

3) обследованные индивидуумы, пропустившие назначенный
врачом очередной осмотр.

Внутри каждой подгруппы индивидуумы без полипов считаются
неразличимыми.

Индивидуумы, у которых имеется полип, отличаются друг
от друга значениями следующих параметров: оставшееся время
жизни, размер полипа, вероятность прохождения обследования,
время очередного обследования. В зависимости от размера поли-
па индивидуум попадает в одну из трёх подгрупп:

1) индивидуумы с полипами малого размера (от 0 до 6 мм);

2) индивидуумы с полипами среднего размера (от 6 до 9 мм);

3) индивидуумы с полипами большого размера (больше 9 мм).

Динамика численности популяции определяется следующи-
ми процессами.

• Приток индивидуумов в популяцию: популяция ежегодно
пополняется индивидуумами возраста a1, не имеющими по-
липов и не проходившими обследование; количество посту-
пивших индивидуумов задаётся случайным процессом f(t).

• Естественная гибель индивидуумов: продолжительность
жизни τ каждого индивидуума без учёта КРР имеет функ-
цию распределения Fτ (s), s > 0.

• Гибель индивидуумов от КРР: полип величиной свыше 10
мм перерождается в злокачественное образование, что в
дальнейшем влечёт гибель индивидуума; время жизни ин-
дивидуума от начала перерождения полипа до смерти от
КРР описывается случайной величиной θ с некоторой функ-
цией распределения Fθ(s), s > 0.
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1.3. Появление и развитие полипа
В течение жизни у каждого индивидуума старше a1 лет могут

появляться полипы. Вероятность возникновения полипа у одного
индивидуума в течение года обозначим через Parr(a), где a –
возраст индивидуума. Считаем, что в каждый момент времени
индивидуум может иметь не более одного полипа.

Обозначим через r = r(s) размер полипа (мм) у индивидуума
в момент времени s. Пусть sarr = t0, t0 + 1, . . . , T – момент
появления полипа. Для всех s < sarr полагаем, что r(s) ≡ 0. Для
фиксированного s = sarr, sarr +1, sarr +2, . . . размер полипа r(s)
задаётся случайной величиной следующего вида:
(1) r(sarr) = r(0), r(s+ 1) = r(s) · (1 + β(r(s))),
где r(0) – начальный размер возникшего полипа. Принимаем, что
r(0) является случайной величиной с равномерным распределе-
нием на интервале (r(0)

min, r
(0)
max):

(2) r(0) ∼ U(r(0)
min; r(0)

max).
Для фиксированного r = r(s) величина β(r) имеет вид:
(3) β(r) = β1(r) + (β2(r)− β1(r)) · ωγ(r)(s).
Величины β1(r) > 0, β2(r) > 0, γ(r) > 0 являются детерминиро-
ванными функциями от текущего размера полипа r. Случайные
величины ω(sarr), ω(sarr+1), ω(sarr+2), . . . , используемые в (3),
взаимно независимы и одинаково распределены: ω(s) ∼ U(0; 1).

Если размер полипа r(s) превышает 10 мм, то полагаем, что
начинается процесс его перерождения в злокачественное образо-
вание, а индивидуум переходит в состояние предрака. Модели-
рование роста полипа по формуле (1) прекращается. Для форма-
лизации перехода индивидуума в состояние предрака в момент
времени s используем случайную величину ρ(s):

ρ(s) =
{

1, если r(s) > 10,
0, если r(s) < 10.

Замечание 1. В настоящей работе для моделирования про-
должительности жизни индивидуума после его перехода в состо-
яние предрака используется функция Fθ(s). Такой подход поз-
воляет вычислять общее количество индивидуумов в популяции
6
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без значительного усложнения модели. Примеры отдельных мо-
делей процесса перерождения полипа в раковую опухоль, а также
развития и лечения КРР представлены в работах [11], [14], [15],
[18].

1.4. Обследование индивидуумов
Выявление полипов осуществляется с помощью медицин-

ского обследования. Индивидуум может попасть на обследование
следующими способами:

• Участие в программе скрининга. Индивидуумы, не наблю-
дающиеся у врача, в первый раз приглашаются на прохож-
дение обследования в возрасте a(1)

scr лет. Последующие об-
следования планируются при a = a

(2)
scr, a

(3)
scr, . . . , a

(k)
scr, . . . , не

превосходящем a2. Полагаем, что a(k)
scr = a

(1)
scr+(k−1)·∆ascr,

k = 2, 3, . . . , где ∆ascr – шаг обследования по возрасту.

Индивидуум может согласиться или отказаться проходить
обследование. При фиксированных t и a для описания при-
нятия решения индивидуумом о прохождении обследова-
ния используем случайные величины ϕ(t, a) и ψ(t, a). Ве-
личина ϕ(t, a) характеризует решение индивидуума возрас-

та a = a
(k)
scr в первый раз пройти обследование в момент

времени t,

ϕ(t, a) =
{

1, с вероятностью Padh,
0, с вероятностью 1− Padh.

Величина ψ(t, a) характеризует решение индивидуума

пройти повторное обследование в возрасте a = a
(k)
scr в мо-

мент времени t,

ψ(t, a) =
{

1, с вероятностью Pcmp,
0, с вероятностью 1− Pcmp.

Полагаем, что ϕ(t, a) = ψ(t, a) = 0 с вероятностью 1 при

a 6= a
(k)
scr, k = 1, 2, . . . . Кроме того, полагаем, что при первом
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обследовании ψ(t, a) = 0 с вероятностью 1, а при втором,
третьем и последующих обследованиях ϕ(t, a) = 0 с ве-
роятностью 1. Параметры Padh, Pcmp ∈ (0; 1) называются
адгерентностью и комплаентностью обследования.

• Обращение по своим причинам. В течение года индивиду-
ум может обратиться к врачу по причинам, не связанным
напрямую с образованием полипа (например, в связи с на-
личием патологии органов брюшной полости [3]). При фик-
сированном t обращение индивидуума к врачу описываем
случайной величиной χ(t):

χ(t) =
{

1, с вероятностью Pext,
0, с вероятностью 1− Pext.

Параметр Pext ∈ (0; 1) задаёт вероятность обращения инди-
видуума к врачу по своим причинам в течение года. Пред-
полагается, что обратившийся индивидуум соглашается на
проведение обследования с вероятностью 1.

Попадание индивидуума возраста a на обследование в фик-
сированный момент времени t задаём с помощью случайной ве-
личины

ξ(t, a) =
{

0, если ϕ(t, a) + ψ(t, a) + χ(t) = 0,
1, если ϕ(t, a) + ψ(t, a) + χ(t) > 0.

При проведении обследования в момент времени t полип может
быть выявлен с вероятностью Pdet ∈ (0; 1), зависящей от метода
обследования и размера полипа. При определённом виде обсле-
дования и фиксированном размере полипа r = r(t) выявление
полипа будем описывать с помощью случайной величины η(t):

η(t) =
{

1, с вероятностью Pdet(r),
0, с вероятностью 1− Pdet(r).

Предполагается, что выявленный у индивидуума полип размером
более 6 мм удаляется. Если размер выявленного полипа не более 6
8
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мм, то индивидуум не подвергается процедуре удаления полипа.
Для описания события, связанного с удалением полипа в момент
времени t, используем случайную величину σ(t):

σ(t) =
{

1, если r(t) > 6,
0, если r(t) 6 6.

Любой индивидуум, прошедший обследование, приглашается на
повторное обследование каждыеm лет. Параметрm является кон-
стантой, одинаковой для всех индивидуумов. В случае неявки
индивидуума на одно из повторных обследований он может впо-
следствии посетить врача на общих основаниях – по программе
скрининга в соответствующем возрасте либо при обращении по
своим причинам.

Замечание 2. При рассмотрении введённых выше случайных
величин применительно к некоторому индивидууму ν будем ис-
пользовать обозначения

τν , θν , rν(t), ϕν(t, a), ψν(t, a), χν(t), ξν(t, a), ην(t), ρν(t), σν(t).

2. Система уравнений модели

Введём обозначения:
Xa – необследованные индивидуумы возраста a, не имеющие

полипов;
Ya – обследованные индивидуумы без полипов возраста a,

пропустившие назначенный врачом очередной осмотр;
Z

(i)
a – обследованные индивидуумы без полипов возраста a,

которым осталось i лет до назначенного врачом осмотра, i =
0, 1, . . . ,m− 1;

Wa – индивидуумы с полипами возраста a;
V

(j)
a – индивидуумы возраста a, находящиеся j лет в состо-

янии предрака, j = 1, 2, . . . , a2 − a1;
xt(a) – количество индивидуумов группы Xa в момент вре-

мени t;
yt(a) – количество индивидуумов группы Ya в момент вре-

мени t;
9
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z
(i)
t (a) – количество индивидуумов группы Z

(i)
a в момент

времени t;
wt(a) – количество индивидуумов группы Wa в момент вре-

мени t;
v

(j)
t (a) – количество индивидуумов группы V

(j)
a в момент

времени t.
Динамика численностей групп для моментов времени t =

t0, t0 + 1, t0 + 2, . . . , описывается с помощью системы стохасти-
ческих рекуррентных уравнений.

Для a = a1 + 1, a1 + 2, . . . , a2 − 1 система уравнений такова:

xt+1(a+ 1) = x̂t(a)− U
(t+1)
XaWa+1

− U
(t+1)

XaZ
(m−1)
a+1

;(4)

yt+1(a+ 1) = ŷt(a)− U
(t+1)
YaWa+1

− U
(t+1)

YaZ
(m−1)
a+1

+ U
(t+1)

Z
(0)
a Ya+1

;(5)

z
(m−1)
t+1 (a+ 1) = U

(t+1)

XaZ
(m−1)
a+1

+ U
(t+1)

YaZ
(m−1)
a+1

+(6)

+
m−1∑
i=0

U
(t+1)

Z
(i)
a Z

(m−1)
a+1

+ U
(t+1)

WaZ
(m−1)
a+1

;

z
(m−2)
t+1 (a+ 1) = ẑ

(m−1)
t (a)− U

(t+1)

Z
(m−1)
a Wa+1

− U
(t+1)

Z
(m−1)
a Z

(m−1)
a+1

;(7)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

z
(0)
t+1(a+ 1) = ẑ

(1)
t (a)− U

(t+1)

Z
(1)
a Wa+1

− U
(t+1)

Z
(1)
a Z

(m−1)
a+1

;(8)

wt+1(a+ 1) = ŵt(a) + U
(t+1)
XaWa+1

+ U
(t+1)
YaWa+1

+(9)

+
m−1∑
i=0

U
(t+1)

Z
(i)
a Wa+1

− U
(t+1)

WaZ
(m−1)
a+1

− U
(t+1)

WaV
(1)
a+1

;

v
(1)
t+1(a+ 1) = U

(t+1)

WaV
(1)
a+1

;(10)

v
(2)
t+1(a+ 1) = v̂

(1)
t (a);(11)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

v
(a2−a1)
t+1 (a+ 1) = v̂

(a2−a1−1)
t (a).(12)

10
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Для a = a1 система имеет вид:

xt+1(a+ 1) = f(t)− U
(t+1)
XaWa+1

− U
(t+1)

XaZ
(m−1)
a+1

;(13)

yt+1(a+ 1) = 0;(14)

z
(m−1)
t+1 (a+ 1) = U

(t+1)

XaZ
(m−1)
a+1

;(15)

z
(m−2)
t+1 (a+ 1) = ... = z

(0)
t+1(a+ 1) = 0;(16)

wt+1(a+ 1) = U
(t+1)
XaWa+1

;(17)

v
(1)
t+1(a+ 1) = · · · = v

(a2−a1)
t+1 (a+ 1) = 0.(18)

В представленной системе уравнений U (t)
CD – количество ин-

дивидуумов, переходящих из группы C в группу D в промежутке
(t−1, t], C ∈ {Xa−1, Ya−1, Z

(i)
a−1,Wa−1}, D ∈ {Ya, Z

(i)
a ,Wa, V

(1)
a }.

Выражение вида uB ∼ B(n, p) означает, что случайная величи-
на uB имеет биномиальное распределение при фиксированных
n ∈ Z+ и p ∈ [0; 1].

Для описания слагаемых, входящих в уравнения модели, ис-
пользуем следующие случайные величины (t и a фиксированы):

x̂t(a) ∼ B(xt(a), Psrv(a)) – количество индивидуумов груп-
пы Xa, доживших от момента времени t до t+ 1;

ŷt(a) ∼ B(yt(a), Psrv(a)) – количество индивидуумов груп-
пы Ya, доживших от момента времени t до t+ 1;

ẑ
(i)
t (a) ∼ B(z(i)

t (a), Psrv(a)) – количество индивидуумов

группы Z
(i)
a , доживших от момента времени t до t + 1, i =

0, 1, . . . ,m− 1;
v̂

(j)
t (a) ∼ B(v(j)

t (a), Pcrr(a, j)) – количество индивидуумов

группы V
(j)
a , доживших от момента времени t до t + 1, j =

1, . . . , a2 − a1 − 1;
U

(t+1)
XaWa+1

∼ B(x̂t(a), Parr(a)) – количество доживших от t
до t+ 1 индивидуумов группы Xa, у которых появился полип за
промежуток (t, t+ 1];

U
(t+1)
YtWt+1

∼ B(ŷt(a), Parr(a)) – количество доживших от t до
t + 1 индивидуумов группы Ya, у которых появился полип за
промежуток (t, t+ 1];

11
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U
(t+1)

Z
(i)
a Wa+1

∼ B(ẑ(i)
t (a), Parr(a)) – количество доживших от t

до t+1 индивидуумов группы Z
(i)
a , у которых появился полип за

промежуток (t, t+ 1], i = 0, 1, . . . ,m− 1,
Параметр Psrv(a) задаёт вероятность дожития индивидуума

возраста a до возраста a+ 1:

Psrv(a) =
1− Fτ (a+ 1)

1− Fτ (a)
.

Параметр Pcrr(a, j) задаёт вероятность дожития индивиду-
ума возраста a, находящегося в состоянии предрака j лет, до
возраста a+ 1 и пребывания в состоянии предрака j + 1 лет:

Pcrr(a, j) = Psrv(a) ·
1− Fθ(j + 1)

1− Fθ(j)
.

В уравнениях (4) – (9), (13), (17) используются величины
вида U

(t)
CWa

, отражающие количество индивидуумов из группы

C ∈ {Xa−1, Ya−1, Z
(i)
a−1}, i = 1, 2, . . . ,m− 1, у которых появился

полип за промежуток времени (t− 1, t]. Полагаем, что

U
(t+1)
XaWa+1

∼ B(x̂t(a), Parr(a)),

U
(t+1)
YaWa+1

∼ B(ŷt(a), Parr(a)),

U
(t+1)

Z
(i)
a Wa+1

∼ B(ẑ(i)
t (a), Parr(a)).

В уравнениях (4) – (18) величины вида U (t)

CZ
(m−1)
a

описывают

количество индивидуумов из группы C ∈ {Xa−1, Ya−1, Z
(i)
a−1},

i = 0, 1, . . . ,m − 1, попавших на обследование в промежуток
времени (t−1, t] и получивших назначение на новое обследование
через m лет. Полагаем, что

U
(t+1)

Z
(i)
a Z

(m−1)
a+1

∼ B(ẑ(i)
t − U

(t+1)

Z
(i)
a Wa+1

, Pext), i = 0, 1, . . . ,m− 1,

U
(t+1)

XaZ
(m−1)
a+1

= U ′
XaZ

(m−1)
a+1

+ U ′′
XaZ

(m−1)
a+1

,

12
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U
(t+1)

YaZ
(m−1)
a+1

= U ′
YaZ

(m−1)
a+1

+ U ′′
YaZ

(m−1)
a+1

.

В последних двух формулах введены обозначения:

U ′
XaZ

(m−1)
a+1

∼ B(x̂t(a)− U
(t+1)
XaWa+1

, Pext),

U ′
YaZ

(m−1)
a+1

∼ B(ŷt(a)− U
(t+1)
YaWa+1

, Pext),

U ′′
XaZ

(m−1)
a+1

= U ′′
YaZ

(m−1)
a+1

= 0 с вероятностью 1,

если a 6= a
(k)
scr для любого k,

U ′′
XaZ

(m−1)
a+1

∼ B(x̂t(a)− U
(t+1)
XaWa+1

, Padh),

если a = a
(k)
scr для некоторого k,

U ′′
YaZ

(m−1)
a+1

∼ B(ŷt(a)− U
(t+1)
YaWa+1

, Pcmp),

если a = a
(k)
scr для некоторого k.

Уравнения (9), (10) содержат величину U
(t+1)
WaVa+1, отражаю-

щую количество индивидуумов ν с полипами, перешедшими в
состояние предрака за промежуток времени (t, t+1]. Она строит-
ся как сумма величин ρν(t), введённых для каждого индивидуума
ν из группы Wa (см. раздел 1.2):

U
(t+1)
WaVa+1

=
∑

ν∈Wa

ρν(t).

В уравнениях (6), (9) используется величина U (t+1)

WaZ
(m−1)
a+1

, опи-

сывающая количество индивидуумов из группы Wa, подвергших-
ся удалению полипа в промежуток времени (t, t+1] и получивших
назначение на новое обследование через m лет (см. раздел 1.3):

U
(t+1)

WaZ
(m−1)
a+1

=
∑

ν∈Wa

ην(t) · σν(t).

13
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Замечание 3. Полагаем, что для всех индивидуумов ν и мо-
ментов времени t используемые выше случайные величины (за
исключением rν(t), ρν(t), σν(t), ξν(t, a)) являются независимыми
в совокупности.

3. Изучаемые показатели

Зафиксируем момент времени t. Обозначим через N(t) об-
щую численность популяции, Nexp(t) – общее количество обсле-
дованных индивидуумов за отрезок времени (t − 1, t] в расчёте
на 1000 человек, Tyll(t) – потерянные годы потенциальной жизни
вследствие гибели от КРР за отрезок времени (t− 1, t] в расчёте
на 1000 человек.

Используя переменные модели, находим, что

N(t) =
a2∑

a=a1

(
xt(a) + yt(a) + z

(sum)
t (a) + wt(a) + v

(sum)
t (a)

)
,

Nexp(t) =

a2∑
a=a1+1

N (a)
exp(t)

N(t)
· 1000,

где

z
(sum)
t (a) =

m−1∑
i=0

z
(i)
t (a),

v
(sum)
t (a) =

a2−a1∑
j=1

v
(j)
t (a),

N (a)
exp(t) = U

(t)

Xa−1Z
(m−1)
a

+U
(t)

Ya−1Z
(m−1)
a

+U
(sum)
t (a)+ ξ

(sum)
t−1 (a−1),

U
(sum)
t (a) =

m−1∑
i=0

U
(t)

Z
(i)
a−1Z

(m−1)
a

,

ξ
(sum)
t−1 (a− 1) =

∑
ν∈Wa

ξν(t− 1, a− 1).

14
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Для вычисления Tyll(t) поступаем следующим образом. Фик-

сируем некоторый нормативный возраст a(chr). Пусть a(dth)
ν – воз-

раст гибели индивидуума ν от КРР. Тогда если a(dth)
ν < a(chr), то

индивидуум ν потерял a(chr) − a
(dth)
ν лет потенциальной жизни

относительно возраста a(chr). Определим для индивидуума ν ве-
личину

a(yll)
ν = max{0; a(chr) − a(dth)

ν + 0.5},

означающую потерянные годы его потенциальной жизни. Слагае-
мое 0.5 учитывает общепринятую методику расчёта, при которой
смерть индивидуума относят к середине временного промежутка.
Тогда

Tyll(t) =

∑
ν∈D(t)

a(yll)
ν

N(t)
· 1000,

где D(t) – множество всех индивидуумов, умерших от КРР за
промежуток времени [t− 1, t).

4. Алгоритм моделирования

Для проведения расчётов используется система уравнений
(4) – (18), дополненная начальными данными, которые форми-
руются следующим образом. Сначала проводятся вычисления по
уравнениям системы (4) – (18) для нулевых начальных значений
численностей всех групп индивидуумов и заданной случайной
функции притока индивидуумов f(t) ≡ f0(t). Эти вычисления
осуществляются для t = 0, 1, . . . , t0. Затем полученные на момент
времени t0 значения переменных модели (численности групп ин-
дивидуумов, размеры полипов, назначения на обследования и т.
д.) используются в качестве новых начальных данных, а приток
индивидуумов описывается заданной случайной функцией f1(t).

Для генерации случайных величин с введёнными выше за-
конами распределения применяются численные методы Монте–
Карло [4] и датчик случайных чисел, описанный в работе [16].

15
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5. Вычислительные эксперименты

Целью вычислительных экспериментов являлась оценка эф-
фективности программы скрининга для гипотетической популя-
ции в случае использования ФКС и ВКС.

Первая серия экспериментов посвящена сравнительному изу-
чению динамики показателей Nexp(t), Tyll(t) в зависимости от
метода обследования (ФКС или ВКС).

Во второй серии экспериментов изучалась оценка эффектив-
ности применения ВКС в зависимости от периодичности обсле-
дования по программе скрининга (значения параметра ∆ascr).

При проведении вычислительных экспериментов в каждый
момент времени t оценивались математические ожидания показа-
телей Nexp(t) и Tyll(t). Использовались выборки объёмом n=100.
Обработка результатов вычислений проводилась с помощью стан-
дартных формул математической статистики [2] при доверитель-
ной вероятности 0,95.

Использовались следующие значения параметров модели.

• Модельное время. Полагаем, что t0 = 25, T = 70.

• Структура популяции. Принимаем, что в каждый момент
времени t случайные величины f0(t), f1(t) имеют распре-
деление Пуассона с параметром λ = 4800. Величины f0(0),
f0(1), . . . , f0(t0), f1(t0 + 1), . . . , f1(T ) приняты взаимно
независимыми. Границы изменения возраста индивидуумов
задаются значениями a1 = 40, a2 ∈ {65; 75}. Величина τ
имеет распределение Мейкхема–Гомперца

Fτ (s) = 1− exp(−A · s− B · exp(Q · s)− 1
Q

), s > 0,

где A > 0, B > 0, Q > 0 – параметры распределения,
подбираемые так, что математическое ожидание величи-
ны τ равно a2; в частности, A = 0, 001, B = 0, 00008,
Q ∈ {0, 08; 0, 096}. Величина θ имеет равномерное распре-
деление: θ ∼ U(4; 8).
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• Появление и развитие полипа. Следуя [17], принимаем

Parr(a) =


0, 019, если a 6 60,
0, 033, если 61 6 a 6 70,
0, 026, если a > 71;

β1(r) =


0, 08, если r 6 6;
0, 08, если 6 < r 6 9;
0, 1, если r > 9,

β2(r) =


0, 18, если r 6 6;
0, 18, если 6 < r 6 9;
0, 27, если r > 9.

Минимальный и максимальный размеры появившегося по-
липа равны r

(0)
min = 1, r(0)

max = 3. Зависимость γ(r) задава-
лась в виде

γ(r) =


0, 8, если r 6 6;
0, 8, если 6 < r 6 9;
0, 5, если r > 9.

• Обследование индивидуумов. Считаем, что a
(1)
scr = 50,

∆ascr ∈ {3; 5; 10}, m = 5 [7], [12]. Согласно [17], Padh =
0, 65; Pcmp = 0, 3 для ФКС, Pcmp = 0, 8 для ВКС. Вероят-
ность выявления полипа для ФКС

Pdet(r) =


0, 8, если r 6 6;
0, 85, если 6 < r 6 9;
0, 9, если r > 9,

для ВКС

Pdet(r) =


0, 48, если r 6 6;
0, 71, если 6 < r 6 9;
0, 85, если r > 9.
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Полагаем, что Pext = 0, 015. Значения параметров β1, β2,
Pext подбирались исходя из требования соответствия значе-
ний изучаемых показателей реальным данным. Использо-
вались материалы работ [1], [6], в которых приведена дина-
мика ПГПЖ и смертности для различных возрастных групп
населения России.

• Изучаемые показатели. Принимаем, что a(chr) = a2.

Имитация скрининга осуществляется следующим образом.
Фиксируется момент времени t0 < Tscr < T , начиная с которого
вводятся массовые обследования индивидуумов гипотетической
популяции на основе ФКС или ВКС. Для 0 6 t < Tscr массо-
вые обследования по программе скрининга не проводятся, для
выявления полипов используется ФКС. В вычислениях использо-
валось значение Tscr = 40.

В первой серии экспериментов сравниваются показатели
Nexp(t), Tyll(t) для разных методов обследования и различных
значений параметра a2 при фиксированном значении ∆ascr = 5.
Результаты вычислений представлены на рис. 1.1, 1.2 и в табл. 1.

На графиках приведена динамика T̄yll(t) и N̄exp(t) — стати-
стических оценок показателей Tyll(t) и Nexp(t) для различных
методов обследования. Синий цвет означает ФКС при компла-
ентности 0,3, красный цвет — ВКС при комплаентности 0,8. Из
рис. 1.1, 1.2 видно, что в течение 6 лет после введения скрининга
изменений показателя T̄yll(t) не наблюдается при существенном
росте N̄exp(t), затем происходит резкое снижение T̄yll(t). Следует
отметить, что в первые несколько лет ФКС демонстрирует пре-
имущество перед ВКС по показателю Tyll(t) (различия Tyll(t) для
ФКС и ВКС статистически значимы на уровне доверия 0,95). Это
преимущество может быть объяснено следующим образом. После
введения программы скрининга не обследованные ранее индиви-
дуумы проходят своё первое обследование с вероятностью Padh,
и здесь проявляется преимущество ФКС перед ВКС по обнару-
жению полипов.
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Рис. 1.1. Потерянные годы потенциальной жизни и количество об-
следований индивидуумов в гипотетической популяции для различных
методов обследования, a2 = 65.
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Рис. 1.2. Потерянные годы потенциальной жизни и количество об-
следований индивидуумов в гипотетической популяции для различных
методов обследования, a2 = 75.
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При повторном обследовании индивидуумов начинает играть
роль пониженная комплаентность ФКС, как следствие, показатель
Tyll(t) для ФКС начинает расти, в то время как значение Tyll(t)
для ВКС продолжает падать. В последующие моменты времени
значения показателей Tyll(t) и Nexp(t) выходят на стационарные
значения. Различия этих показателей для ФКС и ВКС являются
статистически значимыми (см. табл. 1).

Зелёный цвет демонстрирует значения показателей для слу-
чая, когда используется ВКС при повышенной адгерентности и
комплаентности (Padh = Pcmp = 0, 9). Этот случай можно ин-
терпретировать как ситуацию, когда массовое обследование на-
селения носит обязательный, а не рекомендательный характер.
Видно, что после введения скрининга показатель Tyll(t) снижа-
ется и выходит на стационарный уровень, который существенно
ниже, чем в предыдущих двух случаях. Заметим, что повышен-
ная адгерентность и комплаентность приводит к существенному
росту количества обследований (см. рис. 1.1., 1.2 и табл. 1).

Таблица 1. Доверительные интервалы для ETyll(t), ENexp(t) для
различных значений параметра a2 и методов обследования

ETyll(t) ENexp(t)

t 50 65 50 65

a2 = 65

ФКС 9, 43± 0, 14 8, 80± 0, 12 74, 96± 0, 14 71, 26± 0, 16
ВКС 10, 21± 0, 15 8, 24± 0, 11 110, 28± 0, 19 113, 70± 0, 20

ВКС09 10, 38± 0, 14 6, 59± 0, 13 130, 57± 0, 18 133, 91± 0, 20

a2 = 75

ФКС 44, 19± 0, 36 41, 25± 0, 31 76, 08± 0, 13 70, 32± 0, 12
ВКС 46, 59± 0, 36 33, 79± 0, 33 118, 35± 0, 15 124, 70± 0, 16

ВКС09 46, 92± 0, 38 28, 43± 0, 30 139, 01± 0, 15 144, 60± 0, 16

Во второй серии экспериментов изучается зависимость пока-
зателей Nexp(t), Tyll(t) от параметра ∆ascr в случае применения
ВКС с адгерентностью 0,65 и комплаентностью 0,8. Результаты
вычислений для разных значений ∆ascr и a2 приведены на рис.
2.1, 2.2 и в табл. 2.
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Рис. 2.1. Потерянные годы потенциальной жизни и количество об-
следований индивидуумов в гипотетической популяции для a2 = 65 и
различных ∆ascr.
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Рис. 2.2. Потерянные годы потенциальной жизни и количество об-
следований индивидуумов в гипотетической популяции для a2 = 75 и
различных ∆ascr.
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Видно, что изменение ∆ascr от 3 лет до 10 лет проявляется
в значимом увеличении Tyll(t) и уменьшении Nexp(t) для t > 40.

Результаты второго вычислительного эксперимента оценива-
ют потенциально достижимый уровень ПГПЖ при условии, что
учреждения здравоохранения обладают ресурсами, необходимы-
ми для организации обследований Nexp(t)·N(t)

1000 индивидуумов за
период (t− 1; t].

Таблица 2. Доверительные интервалы для ETyll(t), ENexp(t) для
различных значений параметров a2 и ∆ascr

ETyll(t) ENexp(t)

t 50 65 50 65

a2 = 65

Δascr = 3 8, 93± 0, 13 7, 44± 0, 13 103, 51± 0, 17 123, 62± 0, 19
Δascr = 5 10, 21± 0, 15 8, 24± 0, 11 110, 28± 0, 19 113, 70± 0, 20
Δascr = 10 11, 79± 0, 14 8, 88± 0, 13 95, 09± 0, 19 100, 93± 0, 19

a2 = 75

Δascr = 3 39, 50± 0, 34 29, 98± 0, 30 103, 54± 0, 16 135, 50± 0, 17
Δascr = 5 46, 59± 0, 36 33, 79± 0, 33 118, 35± 0, 15 124, 70± 0, 16
Δascr = 10 53, 06± 0, 37 37, 66± 0, 38 101, 57± 0, 16 110, 97± 0, 18

6. Заключение

В работе предложен вариант стохастической индивидуум–
ориентированной модели, предназначенной для оценки эффек-
тивности различных методов обследования населения с целью
профилактики колоректального рака. Результаты моделирования
показывают, что реализация программы скрининга на основе
ФКС или ВКС приводит к значительному снижению ПГПЖ че-
рез 10–12 лет после развёртывания программы. Согласно пред-
ставленным расчётам, в долгосрочной перспективе более предпо-
чтительным является метод ВКС, несмотря на его меньшую по
сравнению с ФКС чувствительность по отношению к полипам
малого и среднего размера. Заметим, что при средней продол-
жительности жизни индивидуумов Eτ = 75 лет преимущество
ВКС перед ФКС проявляется более наглядно, чем при Eτ = 65

24



Управление в медико-биологических и экологических системах

лет. Вычислительные эксперименты показывают, что при умень-
шении Eτ до 60 лет программы обследования на основе ВКС и
ФКС демонстрируют одинаковую эффективность.

В рамках модели установлено, что малый шаг обследования
по возрасту ∆ascr способствует снижению ПГПЖ, но при этом
вызывает значительный рост количества обследований. При раз-
работке программы обследования для конкретного региона Рос-
сии величина шага обследования по возрасту может подбирать-
ся с использованием построенной модели, исходя из годового
количества обследований, которое способна обеспечить система
здравоохранения данного региона с учётом имеющихся ресур-
сов R. Заметим, что при малых ∆ascr (индивидуумы достаточно
часто приглашаются на обследование) значение параметра Pcmp

может существенно уменьшиться вследствие нежелания индиви-
дуумов проходить многочисленные повторные обследования. По-
этому для планирования скрининга населения следует проводить
расчёты при известных значениях R с учётом зависимости Pcmp

от ∆ascr. Построение указанной зависимости, а также настрой-
ка модели по реальным данным конкретного региона является
отдельной задачей.
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Abstract: In this article we describe the application of mathematical
modelling for the assertion of the effectiveness of different screening
programs of the individuals predisposed to colorectal cancer.
The criterions of programs’ effectiveness are potential years of
life lost and number of examinations within a fixed period of
time. Stochastic individual–based model describing the dynamics of
population size, polyp occurence and growth within the particular
individuals, mass examination implementation and polyp detection
was built. The computational algorithm and the modelling program
were developed. Computer simulation results reflecting different
mass examination scenarios are cited. Recomendations concerning
mass examination programm according to polyp detection method,
examination frequency and average life length are presented.
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