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Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà çàäà÷å äèñêðåòíîãî ñîãëàñîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê â ìíîãîàãåíòíûõ

ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ îðãðàô âëèÿíèé Γ ñîñòîèò òîëüêî èç íå ñâÿçàííûõ ñèëüíûõ êîì-

ïîíåíò. Ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé áëîê ïðåäåëà ïðàâèëüíîé ìàòðèöû âëèÿíèé äëÿ Γ ïðî-

ïîðöèîíàëåí ñîîòâåòñòâóþùåìó áëîêó ïðåäåëà ìàòðèöû âëèÿíèé äëÿ îðãðàôà Γh, ïî-

ëó÷åííîãî èç Γ îáúåäèíåíèåì ñèëüíûõ êîìïîíåíò ñ ïîìîùüþ ìèíèìàëüíîãî öèêëà.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî èòîãîâàÿ ìàòðèöà ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè, ïðèìåíåííîé

ê îðãðàôó âëèÿíèé Γ, ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ìàòðèöû âëèÿíèé äëÿ îðãðàôà Γh ïðè

îïðåäåëåííûõ âåñàõ äóã îáúåäèíÿþùåãî öèêëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîàãåíòíàÿ ñèñòåìà, ñîãëàñîâàíèå õàðàêòåðèñòèê, êîíñåíñóñ, ìî-

äåëü Äå Ãðîîòà, ëàïëàñîâñêàÿ ìàòðèöà îðãðàôà, ìàòðèöà Êèðõãîôà, ïðîåêòîð

Ââåäåíèå

Ñîãëàñíî ìîäåëè Äå Ãðîîòà [1] åñëè s(0) = (s01, . . . , s
0
n)

T � âåêòîð íà÷àëüíûõ ìíåíèé

÷ëåíîâ ãðóïïû, à s(k) = (sk1, . . . , s
k
n)

T � âåêòîð ìíåíèé ïîñëå k-ãî øàãà ñîãëàñîâàíèÿ, òî

s(k) = Ps(k−1), k = 1, 2, . . . , ãäå P � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà âëèÿíèé, ýëåìåíò pij êîòîðîé

çàäàåò ñòåïåíü âëèÿíèÿ ìíåíèÿ j-ãî àãåíòà íà ìíåíèå i-ãî. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ìîäåëü

Äå Ãðîîòà èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

(1) s(k) = P ks(0), k = 1, 2, . . .

Èçâåñòíî, ÷òî ñîãëàñèå äîñòèæèìî ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ìíåíèÿõ â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå [1], åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà P∞ = limk→∞ P k è âñå åå ñòðîêè ðàâíû,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðåãóëÿðíîñòè ìàòðèöû P .

Åñëè ìàòðèöà P íåðåãóëÿðíà, òî ñîãëàñèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè âåêòîðàõ íà÷àëü-

íûõ ìíåíèé, ïðèíàäëåæàùèõ îïðåäåëåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Â [2] ïîëó÷åíà õàðàêòåðè-

çàöèÿ ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà è ïðåäëîæåí ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè, îáîáùàþùèé

ïðîöåäóðó Äå Ãðîîòà. Ïîêàçàíî, ÷òî íåáàçîâûå àãåíòû â ìåòîäå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè,

êàê è â ïðîöåäóðå Äå Ãðîîòà, íå âëèÿþò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Ïîñëå ââåäåíèÿ ïðèâåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

è îáîçíà÷åíèÿ. Â ðàçäåëå 2 äîêàçàíî, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà èñõîäÿùèõ ëåñîâ ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîðîäíîé îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî öèêëà, îáúåäèíÿþùåãî âñå áàçîâûå áèêîìïî-

íåíòû. Â ðàçäåëå 3 óñòàíîâëåíî, ÷òî èòîãîâàÿ ìàòðèöà ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè

ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ìàòðèöû âëèÿíèé ïîñëå îáúåäèíåíèÿ âñåõ áàçîâûõ áèêîìïîíåíò ìè-

íèìàëüíûì îáúåäèíÿþùèì öèêëîì ñ îïðåäåëåííûìè âåñàìè äóã.
1Ðàáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 09-07-00371 è ïðîãðàììîé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ ¾Ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ¿.
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1. Îñíîâíûå òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ

Ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöå P, âõîäÿùåé â ìîäåëü Äå Ãðîîòà, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îð-

ãðàô âëèÿíèé Γ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V (Γ) = {1, . . . , n}, â êîòîðîì ïðè pij > 0 (ò. å. åñëè

j-é àãåíò âëèÿåò íà i-ãî) îò âåðøèíû j ê âåðøèíå i ïðîâîäèòñÿ äóãà (j, i) ñ âåñîì wji = pij .

Ìàòðèöà Êèðõãîôà L = L(Γ) = (ℓij) îðãðàôà Γ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè

j ̸= i ïîëàãàþò ℓij = −wji, åñëè â Γ èìååòñÿ äóãà (j, i), è ℓij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

ℓii =
∑
k ̸=i

wki, i, j = 1, . . . , n. ×åðåç I áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

Â ñèëó ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé äëÿ îðãðàôà Γ, îòâå÷àþùåãî ìàòðèöå P, èìååì

(2) L(Γ) = I − P.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Êèðõãîôà L(Γ) = (ℓij) âçâåøåííîãî îðãðàôà Γ

(âåñà äóã � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà) ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì ñòîõàñòè-

÷åñêóþ ìàòðèöó âëèÿíèé:

(3) P = I − ϵL,

ãäå ϵ <
(
max ℓii

)−1
.

Ëþáîé ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ñèëüíûé ïîäãðàô îðãðàôà íàçûâàþò åãî ñèëüíîé

êîìïîíåíòîé èëè áèêîìïîíåíòîé. Áàçîâàÿ áèêîìïîíåíòà � òàêàÿ áèêîìïîíåíòà, â êîòîðóþ

íå âõîäÿò äóãè èçâíå. ×åðåç ν áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî áàçîâûõ áèêîìïîíåíò.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò ïðåäåë, åñëè Am ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ìàòðèöå

ïðè m → ∞.

Åñëè ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà P îðãðàôà âëèÿíèé èìååò ïðåäåë P∞, òî

(4) P∞ = J̃ ,

ãäå J̃ = (jkr) � íîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà ìàêñèìàëüíûõ èñõîäÿùèõ ëåñîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî

âçâåøåííîãî îðãðàôà Γ (ñëåäñòâèå ìàòðè÷íîé òåîðåìû î äåðåâüÿõ äëÿ öåïåé Ìàðêîâà [3],

ñì. òàêæå òåîðåìó 7 èç [4]).

Ýëåìåíòû ìàòðèöû J̃ = (jkr) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(5) jkr =
qkr
σ

,

ãäå qkr � âåñ ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíûõ èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû r ëåñîâ, â êîòîðûõ âåðøèíà

k äîñòèæèìà èç r, σ � âåñ ìíîæåñòâà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èñõîäÿùèõ ëåñîâ â îðãðàôå Γ.

Ïîñêîëüêó ïðåäåë ìàòðèöû âëèÿíèé ðàâåí íîðìèðîâàííîé ìàòðèöå èñõîäÿùèõ ëåñîâ

îðãðàôà âëèÿíèé, ýòîò ïðåäåë ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóðñèâíî êàê ìíîãî÷ëåí îò L(h) (ñì. [5,

ðàçäåë 4]) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëåâåðüå-Ôàääååâà èëè æå êàê (òåîðåìà 6 â [4])

(6) J̃ = lim
τ→∞

(I + τL)−1.

Ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó âëèÿíèé P , ìàòðèöó Êèðõãîôà L è ïðåäåë ñòåïåíåé ìàòðèöû

âëèÿíèé i-é áèêîìïîíåíòû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Pi, Li è P∞
i . Â äàííîì ñëó÷àå
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ìàòðèöû P, L è P∞ âñåé ñèñòåìû èìåþò âèä

(7) P =


P1

P2

. . .

Pν

, L =


L1

L2

. . .

Lν

, P∞ =


P∞
1

P∞
2

. . .

P∞
ν

,

ãäå áëîêè ñîîòâåòñòâóþò áàçîâûì áèêîìïîíåíòàì, à íå âõîäÿùèå â íèõ ýëåìåíòû ðàâíû

íóëþ.

Ìàòðèöû P∞
i ñîîòâåòñòâóþò ñèëüíî ñâÿçíûì îðãðàôàì è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

(8) P∞
i = 1(πi)T, i = 1, . . . , ν,

ãäå 1 = (1, . . . , 1)T, (πi)T � ëþáàÿ ñòðîêà P∞
i .

×åðåç ti îáîçíà÷èì ñóììó âåñîâ2 âñåõ îñòîâíûõ èñõîäÿùèõ äåðåâüåâ i-é áèêîìïîíåíòû

îðãðàôà Γ, à ÷åðåç tik � ñóììà âåñîâ òåõ èç íèõ, êîòîðûå èìåþò êîðåíü â k-é âåðøèíå i-é

áèêîìïîíåíòû. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ìàòðè÷íîé òåîðåìå î äåðåâüÿõ (ñì., íàïðèìåð, òåî-

ðåìó 16.9′ â [6], ãäå ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ìàòðèöû LT è íåâçâåøåííûõ îðãðàôîâ)

tik ðàâíî àëãåáðàè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ ëþáîãî ýëåìåíòà k-é ñòðîêè ìàòðèöû Li.

2. Îäíîðîäíîñòü íîðìèðîâàííûõ ìàòðèöû èñõîäÿùèõ ëåñîâ îòíîñèòåëüíî

ìèíèìàëüíîãî îáúåäèíÿþùåãî öèêëà

Â [2] äëÿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ, ñâîäÿùèéñÿ ê 1)

ïðåîáðàçîâàíèþ âåêòîðà íà÷àëüíûõ ìíåíèé â âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé îïðåäåëåííîé îáëà-

ñòè, ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè è 2) äàëüíåéøåé êîððåêöèè ìíåíèé ïîñðåäñòâîì

ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû. Â [7] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþ-

áàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïðîöåäóðà ñîãëàñîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ïðîöåäóðîé Äå Ãðîîòà,

îðãðàô âëèÿíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì. Íî ïðè ýòîì âîñïðîèçâîäèòñÿ

ëèøü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò, ò.å. èòîãîâûé âåêòîð âëèÿòåëüíîñòåé àãåíòîâ, ìàòðèöà æå ñâÿçåé

ìåæäó àãåíòàìè ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò àïïðîêñèìèðóåìîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà âëèÿíèé P èìååò ïðåäåë. Ïóñòü ïðè ýòîì îðãðàô âëèÿ-

íèé Γ(V,E) ñîñòîèò òîëüêî èç áàçîâûõ áèêîìïîíåíò. Ïîäãðàôû, ñîîòâåòñòâóþùèå áèêîì-

ïîíåíòàì, îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ1(V1, E1), . . . ,Γν(Vν , Eν); êàæäûé èç íèõ − ñèëüíûé. Ïîñêîëüêó

îáùèé îðãðàô âëèÿíèé íå ñîäåðæèò îñòîâíîãî èñõîäÿùåãî äåðåâà, ñîãëàñèå â ñèñòåìå äî-

ñòèãàåòñÿ íå äëÿ ëþáîãî âåêòîðà íà÷àëüíûõ ìíåíèé.

Â êàæäîé k-é áèêîìïîíåíòå çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó vk, k = 1, . . . , ν. Ýòè

âåðøèíû ñîåäèíèì ìèíèìàëüíûì öèêëîì H = (e1, . . . , eν), ãäå ei = (vi, vi+1), i = 1, . . . , ν è

vν+1 = v1. Òàêîé öèêë ñîåäèíÿåò áèêîìïîíåíòû â îäíó. Ïîëó÷åííûé îðãðàô îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç Γh(V,Eh) (ðèñ.1). Â ñèëó ñâÿçíîñòè Γh(V,Eh) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé åãî ìàòðèöû

âëèÿíèé èìååò ïðåäåë − ìàòðèöó ñ îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè. Ýòó ðåãóëÿðíóþ ïîëîæèòåëü-

2Âåñ äåðåâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå âåñîâ âñåõ åãî äóã.
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Γ1

Γ2 Γ3

Γν

Γk

Γk+1�

-
?

w(e1)

w(e2)

w(eν)

w(ek)
6

Ðèñ. 1.

íóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç J̃ (h) è ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì áëî÷íîì âèäå

J̃ (h) =


J̃
(h)
1 ∗ ∗ ∗
∗ J̃

(h)
2 ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ J̃

(h)
s

 ,

ãäå âñå áëîêè, âêëþ÷àÿ áëîêè, îáîçíà÷åííûå ∗ � ñîñòîÿò èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïð åä ë îæåíè å 1. Äëÿ ìàòðèöû J̃ (h) = (j
(h)
kr ), îïðåäåëåííîé âûøå, êàæäàÿ ôóíêöèÿ

j
(h)
kr (w(e1), . . . , w(eν)) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé 0-é ñòåïåíè3, ò.å. j

(h)
kr (xw(e1), . . . , xw(eν)) =

j
(h)
kr (w(e1), . . . , w(eν)) äëÿ ëþáîãî x ∈ R+.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï ð å ä ë îæåíè ÿ 1. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Êèðõãîôà L(h) îðãðàôà

âëèÿíèé Γh.

Ïóñòü qr − ñóììàðíûé âåñ äåðåâüåâ èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû r â Γh. Ïóñòü r ïðèíàäëåæèò

áàçîâîé áèêîìïîíåíòå k. Òîãäà

qr = tkr

ν−2∏
s=0

(
w(ek+s)t

s
vk+s+1

)
,

ãäå tkr , êàê è ðàíåå, � ñóììà âåñîâ îñòîâíûõ èñõîäÿùèõ äåðåâüåâ k-é áèêîìïîíåíòû îðãðàôà

Γ, â êîòîðûõ r ÿâëÿåòñÿ êîðíåì4.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ r ∈ {1, . . . , n} è ëþáîãî x ∈ R+

tkr

ν−2∏
s=0

(
xw(ek+s)t

s
vk+s+1

)
= xν−1tkr

ν−2∏
s=0

(
w(ek+s)t

s
vk+s+1

)
è âåñ t ìíîæåñòâà âñåõ èñõîäÿùèõ äåðåâüåâ îðãðàôà Γh ðàâåí

∑n
r=1 q

r, ñîãëàñíî (5) èìååì

j
(h)
kr (xw(e1), . . . , xw(eν)) = qrt

−1 = j
(h)
kr (w(e1), . . . , w(eν)).

3Ôóíêöèÿ f(x1, ..., , xn) îò n àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöèåé m-é ñòåïåíè, åñëè ïðè óìíî-

æåíèè âñåõ åå àðãóìåíòîâ íà ìíîæèòåëü µ ôóíêöèÿ ïðèîáðåòàåò ýòîò æå ìíîæèòåëü m-é ñòåïåíè, ò.å. åñëè

òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(µx1, ..., , µxn) = µmf(x1, ..., , xn).
4Åñëè èíäåêñ k+s áîëüøå ν, òî âìåñòî íåãî èñïîëüçóåòñÿ k+s mod ν. Àíàëîãè÷íî, åñëè k+s+1 áîëüøå

ν, òî èñïîëüçóåòñÿ k + s+ 1 mod ν.
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⊓⊔

Ïð åä ë îæåíè å 2. Êàæäûé áëîê J̃
(h)
k ìàòðèöû J̃ (h) ïðîïîðöèîíàëåí ñîîòâåòñòâóþ-

ùåìó áëîêó P∞
k ìàòðèöû P∞.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï ð å ä ë îæåíè ÿ 2. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, äîêàæåì, ÷òî ïåðâûå

áëîêè P∞
1 = (p

(1)
kr ) è J̃

(h)
1 = (j

(1)
kr ) ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïîñêîëüêó êàæäûé áëîê ñîñòîèò èç

îäèíàêîâûõ ñòðîê, äëÿ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû P∞
1 ñîãëàñíî (4) è (5) èìååò

ìåñòî:
p
(1)
1r

p
(1)
1k

=
t1r
t1k
.

Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äâóõ ìàòðèö P∞
1 è J̃

(h)
1 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ ýëåìåíòîâ ïåðâîé

ñòðîêè ìàòðèöû J̃
(h)
1 :

j
(1)
1r

j
(1)
1k

=
t1r
∏ν

s=2w(es−1)t
s
vs

t1k
∏ν

s=2w(es−1)tsvs
=

t1r
t1k
.

⊓⊔

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îáúåäèíåíèè áàçîâûõ áèêîìïîíåíò áûëà èñïîëüçîâàíà îäíà âåðøèíà

èç êàæäîé áèêîìïîíåíòû. Áóäåò ëè ñïðàâåäëèâûì óòâåðæäåíèå 2, åñëè âìåñòî ìèíèìàëüíî-

ãî öèêëà çàäåéñòâîâàòü áîëåå îäíîé âåðøèíû õîòÿ áû â îäíîé áèêîìïîíåíòå? Ïîñòðîåííûå

ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû öèêëà ïðåäëîæåíèå 2, âîîáùå ãîâîðÿ,

ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì.

3. Ìåòîä îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîöåäóðû

ìèíèìàëüíîãî îáúåäèíÿþùåãî öèêëà

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò äîáàâëåíèåì ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà äóã ïîñòðîèòü îð-

ãðàô âëèÿíèé àãåíòîâ, ðåàëèçóþùèé ïðåäåëüíóþ ìàòðèöó âëèÿíèé, ñîâïàäàþùóþ ñ ìàò-

ðèöåé ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ èñõîäíîãî îðãðàôà âëèÿíèé.

Ïð åä ë îæåíè å 3. Ïóñòü Γ(V,E) è Γh(V,Eh) − îðãðàôû, îïðåäåëåííûå âûøå. Òîãäà

äëÿ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî öèêëà H = (e1, . . . , eν), ñîåäèíÿþùåãî âñå áàçîâûå áèêîìïî-

íåíòû, ïðè îïðåäåëåííûõ âåñàõ äóã w(e1), . . . , w(eν), ïðåäåë ìàòðèöû âëèÿíèé P (h), ñîîò-

âåòñòâóþùåé îðãðàôó Γh(V,Eh) (ñì.ôîðìóëó (3)), ñîâïàäàåò ñ èòîãîâîé ìàòðèöåé ïðî-

öåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðè îðãðàôå âëèÿíèé Γ(V,E).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï ð å ä ë îæåíè ÿ 3. Ðàññìîòðèì âåñîâîé âåêòîð α = (α1, . . . , αn)

ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè [2]

∞
P = P∞S = 1αT.(9)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà J̃ (h) îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Êèðõãîôà L(h)). Ïî-

ñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû J̃ (h) ðàâåí åäèíèöå (ïðåäëîæåíèå 11 èç [4]), ðàññìîòðèì åå ïåðâóþ

ñòðîêó j
(h)
11 , . . . , j

(h)
1n . Äëÿ ñîâïàäåíèÿ ìàòðèö J̃ (h) è

∞
P ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 äîñòàòî÷íî

âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

(10)
j
(h)
1vr

j
(h)
1vk

=
α1vr

α1vk

, k = 1, . . . , ν.
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Ïóñòü t � âåñ ìíîæåñòâà âñåõ èñõîäÿùèõ äåðåâüåâ îðãðàôà Γh. Òîãäà ñîãëàñíî (5)

j
(h)
1vr

=

∏ν
s=1w(es)t

s
vs

w(er−1)t
(w(e0) ≡ w(eν))

è

(11)
j
(h)
1vr

j
(h)
1vk

=
w(ek−1)

w(er−1)
.

Ïîëîæèì w(eν) = 1 èç îïðåäåëèì âåñà äðóãèõ äóã ek ïî ôîðìóëå

(12) w(ek) =
αv1

αvk+1

, k = 1, . . . , ν − 1.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà âëèÿíèé P (h) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3):

P (h) = I − ϵL(h),

ãäå ϵ < (max ℓ
(h)
ii )

−1
.

Ïîñêîëüêó ïðåäåë ìàòðèöû P (h) ñîâïàäàåò ñ J̃ (h), â ñèëó (11) è (12) ýòîò ïðåäåë ñîâ-

ïàäàåò è ñ èòîãîâîé ìàòðèöåé ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ïðè îðãðàôå âëèÿíèé

Γ(V,E).

⊓⊔

Çàìå÷àíèå 1. Â ïðåäëîæåíèè 3 âåñà äîáàâëåííûõ äóã áûëè âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ

êîìïîíåíò âåñîâîãî âåêòîðà α = (α1, . . . , αn) ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè. Ñîãëàñíî

ôîðìóëå (Ï.6) èç [2] äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà α èìååò ìåñòî

αk

αr
=

tik
tjr

· Wj

Wi
,(13)

ãäå Wi � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ti, ïîëó÷åííîé èç Li çàìåíîé ïåðâîãî ñòîëáöà âåêòîðîì πi,

i è j íîìåðà êîìïîíåíò, êîòîðûì ñîîòâåòñòâåííî ïðèíàäëåæàò âåðøèíû k è r.

Èç (12) è (13) ïîëó÷èì:

(14) w(ek) =
t1v1
W1

· Wk+1

tk+1
vk+1

, k = 1, . . . , ν − 1.

Ïð åä ë îæåíè å 4. Ïóñòü äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû pvrvr , r=1, . . . , ν, ìàòðèöû âëèÿ-

íèé P ïîëîæèòåëüíû è âñå áàçîâûå áèêîìïîíåíòû îáúåäèíåíû ìèíèìàëüíûì öèêëîì

H=(e1, . . . , eν). Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ âåñîâ äóã wo(e1), . . . , w
o(eν), ïðåäåë ìàòðè-

öû âëèÿíèé P (h), îòëè÷àþùåéñÿ îò P òîëüêî òåìè ýëåìåíòàìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò äîáàâëåííûì äóãàì, è äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ñîâïàäåò ñ èòîãîâîé ìàòðèöåé

ìåòîäà îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ P .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï ð å ä ë îæåíè ÿ 4. Ïóñòü âåñà äóã âû÷èñëåíû êàê â ïðåäëîæåíèè

3. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 óìíîæåíèå âåñîâ âñåõ äóã, âõîäÿùèõ â ìèíèìàëüíûé öèêë,

íà îäíî è òî æå ÷èñëî íå âëèÿåò íà íîðìèðîâàííóþ ìàòðèöó èñõîäÿùèõ ëåñîâ. Ïîýòîìó

ïåðåîïðåäåëèì çíà÷åíèÿ wo(e1), . . . , w(e
o
ν) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(15) wo(ei) = θ
(
max
16k6ν

w(ek)
)−1 · w(ei),
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0,1

�

0,2

0,2

0,3

0,3

0,3

j

Ðèñ. 2. wo(e1) = 0, 1, wo(e2) = 0, 0328, wo(e3) = 0, 0252, wo(e4) = 0, 0471.

ãäå 0 < θ < min16k6ν pvrvr .

Äëÿ îðãðàôà âëèÿíèé Γh(V,Eh) ïîñòðîèì ìàòðèöó P (h). Ïóñòü L′ � ìàòðèöà Êèðõãîôà

äëÿ Γ′(V,H). Çàìåòèì, ÷òî P (h) = P − L′ è ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé.

Ïîñêîëüêó, íîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà èñõîäÿùèõ äåðåâüåâ äëÿ Γh(V,Eh) ñîâïàäàåò ñ ïðå-

äåëîì ìàòðèöû P (h), î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñîâïàäàåò òàêæå ñ èòîãîâîé ìàòðèöåé îðòî-

ãîíàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ P . ⊓⊔

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 3 è ñëåäñòâèå 1 ê îðãðàôó âëèÿíèé, ïðèâåäåííîìó

íà ðèñ. 2, ãäå äëÿ ïðîñòîòû íå ïîêàçàíû ïåòëè. Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåò äóã, ñîåäè-

íÿþùèõ âåðøèíû 3, 4, 8, 10. Òîãäà ïîäãðàôû Γ1, Γ2, Γ3, Γ4 ñîîòâåòñòâåííî íà ìíîæåñòâàõ

âåðøèí {1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7}, {8, 9}, {10}, ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè áèêîìïîíåíòàìè.
Îïðåäåëèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó âëèÿíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îðãðàôà âëèÿíèé.

P =



0,8 0 0,2 0 0 0 0 0 0 0

0,3 0,7 0 0 0 0 0 0 0 0

0,1 0,4 0,5 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0,4 0,3 0 0,3 0 0 0

0 0 0 0,1 0,9 0 0 0 0 0

0 0 0 0,2 0,1 0,7 0 0 0 0

0 0 0 0 0,3 0,2 0,5 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0,7 0,3 0

0 0 0 0 0 0 0 0,2 0,8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Îïðåäåëèì ìàòðèöó P∞ ïî îäíîìó èç âûøåóêàçàííûõ ñïîñîáîâ (íàïðèìåð, ïî ôîðìó-

ëå (6)):

P∞ = J̃ =



0, 5172 0, 2759 0, 2069 0 0 0 0 0 0 0

0, 5172 0, 2759 0, 2069 0 0 0 0 0 0 0

0, 5172 0, 2759 0, 2069 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0, 1389 0, 7222 0, 0556 0, 0833 0 0 0

0 0 0 0, 1389 0, 7222 0, 0556 0, 0833 0 0 0

0 0 0 0, 1389 0, 7222 0, 0556 0, 0833 0 0 0

0 0 0 0, 1389 0, 7222 0, 0556 0, 0833 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0, 4 0, 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0, 4 0, 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçîâûå áèêîìïîíåíòû ñîåäèíåíû öèêëîì 3 → 4 → 8 →
10 → 3. Íà ðèñ. 2 ýòè ñâÿçè óêàçàíû ïóíêòèðíûìè äóãàìè. Ïîëó÷åííûé îðãðàô îáîçíà÷èì

÷åðåç Γh. Îïðåäåëèì âåñà äîáàâëåííûõ äóã òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà

èñõîäÿùèõ ëåñîâ J̃h = (jhkr) áûëà ðàâíà
∞
P � èòîãîâîé ìàòðèöå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèè.

Ïî ôîðìóëå (14) âû÷èñëèì w(ek). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì w(e4) = 1 è îïðåäåëèì ìàòðèöû:

T1 =

 0, 5172 0 −0, 2

0, 2759 0, 3 0

0, 2069 −0, 4 0, 5

 ;T2 =


0, 1389 −0, 3 0 −0, 3

0, 7222 0, 1 0 0

0, 0556 −0, 1 0, 3 0

0, 0833 −0, 3 −0, 2 0, 5

 ;T3 =

(
0, 4 −0, 3

0, 6 0, 2

)
.

Âû÷èñëèì W1 = det(T1) = 0, 1121, W2 = det(T2) = 0, 0595, W3 = det(T3) = 0, 26, W4 = 1.

Ïðèìåíèâ ìàòðè÷íóþ òåîðåìó î äåðåâüÿõ äëÿ ìàòðèö Li îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèå çíà÷å-

íèÿ: t13 = 0, 06; t24 = 0, 015; t38 = 0, 2.

Èòàê, w(e1) = 2, 1237, w(e2) = 0, 696, w(e3) = 0, 5354, w(e4) = 1.

Ïî ôîðìóëå (15) îïðåäåëèì wo(e1), . . . , w
o(eν). Ïîëîæèâ θ=0,1, íàõîäèì

maxk∈{1,...,ν}w(ek) = 2, 1237. Äàëåå íàõîäèì:

wo(e1) = 0,1 · 2, 1237−1 · 2, 1237 ≈ 0, 1;

wo(e2) = 0,1 · 2, 1237−1 · 0, 696 ≈ 0, 033;

wo(e3) = 0,1 · 2, 1237−1 · 0, 5354 ≈ 0, 025;

wo(e4) = 0,1 · 2, 1237−1 · 1 ≈ 0, 047.

Ýòè çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2.

Äëÿ îðãðàôà Γh, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 2, ïîñòðîèì ìàòðèöó Êèðõãîôà L′ è îïðåäåëèì

ìàòðèöó P (h) = P − L′.

Ïðåäåë ìàòðèöû âëèÿíèé P (h) èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå.

(P (h))
∞

= 1·(0,1827; 0,0974; 0,0731; 0,0344; 0,1789; 0,0138; 0,0206; 0,1050; 0,1575; 0,1365).

Ýòà ìàòðèöà ñîâïàäàåò ñ
∞
P .
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî èòîãîâàÿ ìàòðèöà ïðîöåäóðû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè, ïðèìå-

íÿåìîé ê îðãðàôó âëèÿíèé Γ, ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ìàòðèöû âëèÿíèé äëÿ îðãðàôà Γh,

êîòîðûé ïîëó÷åí èç Γ îáúåäèíåíèå âñåõ ñèëüíûõ êîìïîíåíò ìèíèìàëüíûì öèêëîì. Ïðè

ýòîì âåñà âñåõ äóã, âõîäÿùèõ â ìèíèìàëüíûé öèêë, îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî ìíîæèòåëÿ, à ñàì öèêë ñîäåðæèò ïî îäíîé âåðøèíå èç êàæäîé áèêîìïîíåíòû. Åñëè âñå

ñèëüíûå êîìïîíåíòû ñîåäèíèòü ìèíèìàëüíûì öèêëîì èç äóã ñ ïðîèçâîëüíûìè âåñàìè, òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà âëèÿíèé òàêæå áóäåò èìåòü ïðåäåë. Ýòîò ïðåäåë â îáùåì ñëó÷àå

íå ñîâïàäåò ñ ìàòðèöåé îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè, íî åãî ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ, êàê è â ìåòîäå

ïðîåêöèè, âûïóêëûìè êîìáèíàöèÿìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû P∞.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. DeGROOT M.H. Reaching a consensus // J. Amer. Statist. Assoc. � 1974. � Vol. 69,

No. 345. � P. 118�121.

2. ÀÃÀÅÂ Ð.Ï., ×EÁÎÒÀÐÅÂ Ï.Þ. Ìåòîä ïðîåêöèè â çàäà÷å î êîíñåíñóñå è ðåãóëÿðèçî-

âàííûé ïðåäåë ñòåïåíåé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. �

2011. � � 12. � (â ïå÷àòè).

3. ÂÅÍÒÖÅËÜ À.Ä., ÔÐÅÉÄËÈÍ Ì.È. Î ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì // Óñïåõè ìàò. íàóê. � 1970. � Ò. 25. � Ñ. 3�55.

4. ÀÃÀÅÂ Ð.Ï., ×EÁÎÒÀÐÅÂ Ï.Þ. Ìàòðèöà ìàêñèìàëüíûõ èñõîäÿùèõ ëåñîâ îðãðàôà è

åå ïðèìåíåíèÿ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. � 2000. � � 9. � Ñ. 15�43.

5. ÀÃÀÅÂ Ð.Ï., ×EÁÎÒÀÐÅÂ Ï.Þ. Îñòîâíûå ëåñà îðãðàôà è èõ ïðèìåíåíèå // Àâòîìà-

òèêà è òåëåìåõàíèêà. � 2001. � � 3. � Ñ. 108�133.

6. ÕÀÐÀÐÈ Ô. Òåîðèÿ ãðàôîâ. � Ì.: Ìèð, 1973. � 300 ñ.

7. ÀÃÀÅÂ Ð.Ï., ×EÁÎÒÀÐÅÂ Ï.Þ. Ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíîé ïðîöåäóðû ñîãëàñîâàíèÿ

õàðàêòåðèñòèê ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîãî îðãðàôà // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. �

2011. � (â ïå÷àòè).

9


