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Рассматриваются изоморфные отображения схемы Шорт-
лиффа, позволяющие использовать для комбинирования свиде-
тельств, в частности, операции сложения и умножения дей-
ствительных чисел. Исследуются вопросы конструирования изо-
морфизмов, порождающих схемы правдоподобных рассуждений
с заданными свойствами.
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Введение

Когда-то инженерно-технические работники зачитывались
книгой Д.Пойа [8] ”Математика и правдоподобные рассуждения”.
Книга буквально подталкивала к конструированию формальных
структур неформальных рассуждений, коих и было придумано
весьма немало. Те времена миновали и оставили нам в пользова-
ние несколько вполне утвердившихся методов.

В наступившую эпоху инноваций длинная история примене-
ний стала едва ли не главным аргументом при выборе схем рас-
суждений и иных правдоподобных моделей и методов. Именно
поэтому любая эвристическая модель, задействованная в десятках
проектов, достойна стать предметом отдельного исследования.
Рассмотрим схему правдоподобных рассуждений Э.Шортлиффа,
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именуемую также моделью Шортлиффа-Бучанана и стэндфорд-
ской теорией фактора уверенности [7].

1. Схема Шортлиффа

MYCIN [16] – самая известная экспертная система в мире, а
алгоритм логического вывода системы MYCIN – самый популяр-
ный алгоритм моделирования рассуждений. Разработанный под
руководством Шортлиффа обратный вывод
– вычисляет, используя продукционные правила, суждения о ги-

потезах на основании суждений о фактах;
– поддерживает ”интеллектуальный” диалог экспертной систе-

мы с пользователем с целью получения оценочных суждений о
фактах;

– существенно использует модель вычисления так называемых
коэффициентов уверенности.

Коэффициенты уверенности – certainty factors (CF) – в рус-
скоязычной литературе называются также коэффициентами дове-
рия [12], коэффициентами определенности [9] и факторами уве-
ренности [7]. Различают
– коэффициенты уверенности правил3 – числа из (0,+1] и
– коэффициенты уверенности фактов и гипотез – числа из [-1,+1].

Не отвлекаясь на несущественные для настоящего изложения
детали, будем полагать, что продукционное правило 𝑅 имеет вид:

𝑖𝑓 Антецедент 𝑡ℎ𝑒𝑛 Гипотеза 𝑤𝑖𝑡ℎ CF, где:
B 𝑖𝑓 , 𝑡ℎ𝑒𝑛, 𝑤𝑖𝑡ℎ – ключевые слова-разделители;
B Антецедент(𝑅) – формула, построенная из фактов или гипотез

с помощью операций конъюнкции, дизъюнкции и отрицания;
B конструкция ”Гипотеза 𝑤𝑖𝑡ℎ CF” – консеквент правила 𝑅,

и Гипотеза(𝑅) – одна из гипотез продукционной системы,
а CF(𝑅) – коэффициент уверенности правила.

Коэффициенты уверенности приписаны всем фактам и гипо-
тезам, которыми оперирует экспертная система в ходе логическо-

3Коэффициенты уверенности продукционных правил иногда имену-
ются коэффициентами ослабления (attenuation factors) [12].
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го вывода. На множестве [–1,+1] выделяют пять особых значений
(пять особых точек):
– нейтральное значение 0, не позволяющее сформулировать за-

ключение о достоверности гипотезы;
– значения –0.2 и +0.2, которые используются как пороги приня-

тия решений об активизации продукционных правил;
– значения достоверного знания –1 и +1, соответствующие аб-

солютно опровергнутым и абсолютно установленным гипоте-
зам/фактам.

При инициализации логического вывода все коэффициенты
уверенности устанавливаются нулевыми. В процессе вывода ко-
эффициенты уверенности
– влияют на выбор применяемых продукционных правил и
– могут изменяться

— либо пользователем;
— либо в результате применения продукционных правил.

Схема Шортлиффа, как компонент обратного вывода на про-
дукциях, представляет собой набор функций и отношений над
числами из [−1,+1]. В ходе логического вывода из этих функций
и отношений по определенным правилам конструируется мно-
гоуровневая сеть, вычисляющая коэффициенты уверенности ги-
потез на основании полученных от пользователя коэффициентов
уверенности фактов.

В схеме Шортлиффа набор операций и отношений над коэф-
фициентами уверенности – обозначим их 𝑎 и 𝑏 – фиксирован:

𝑚𝑖𝑛(𝑎, 𝑏), 𝑚𝑎𝑥(𝑎, 𝑏);(1)

𝑛𝑜𝑡(𝑎)
𝑑𝑒𝑓
= −𝑎;(2)

𝑟𝑔𝑒(𝑎)
𝑑𝑒𝑓
= (+0.2 6 𝑎);(3)

𝑟𝑙𝑒(𝑎)
𝑑𝑒𝑓
= (𝑎 < −0.2);

𝑡𝑚𝑠(𝑎, 𝑏)
𝑑𝑒𝑓
= 𝑎 · 𝑏 ;(4)
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𝑐𝑚𝑏(𝑎, 𝑏)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎 + 𝑏 − 𝑎 · 𝑏 для 0 6 𝑎, 0 6 𝑏,

𝑎 + 𝑏

1−𝑚𝑖𝑛(|𝑎|, |𝑏|) для 𝑎 · 𝑏 < 0,

𝑎 + 𝑏 + 𝑎 · 𝑏 для 𝑎 < 0, 𝑏 < 0.

(5)

Формулы (1) и (2) обобщают операции конъюнкции, дизъ-
юнкции и отрицания на отрезок [−1,+1]. Отношения (3) исполь-
зуется для управления вычислительным процессом.

В схеме Шортлиффа в операции умножения (4) второй со-
множитель 𝑏 есть положительное число – коэффициент уверенно-
сти некоторого продукционного правила. Однако здесь рассмат-
ривается общий случай умножения: −1 6 𝑎, 𝑏 6 +1.

Функция комбинирования (5) вычисляет сводный коэффици-
ент уверенности гипотезы, оцененной двумя разными способами.

Пример 1. Пусть:
B гипотеза 𝐻 и факты 𝐸1 и 𝐸2 имеют коэффициенты уверенности

0.7, 0.3 и 0.5 соответственно;
B машина вывода MYCIN-подобной системы рассматривает пра-

вило 𝑖𝑓 𝐸1 𝑎𝑛𝑑 𝐸2 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐻 𝑤𝑖𝑡ℎ 0.4.
Схема исполнения этого правила представлена на рисунке 1. ∙

Рис. 1. Обработка правила 𝑖𝑓 𝐸1 𝑎𝑛𝑑 𝐸2 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝐻 𝑤𝑖𝑡ℎ 0.4
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По смыслу вычислений в схеме выделяются четыре зоны.
В зоне 𝐴 вычисляется достоверность антецедента правила.
В зоне 𝐵 принимается решение об активизации правила.
В зоне 𝐶 обрабатывается консеквент правила.
В зоне 𝐷 вычисляется комбинированная оценка гипотезы 𝐻 на
основании вновь полученной и имевшейся ранее оценок.
Отметим три обстоятельства.

Во-первых, в конкретных условиях примера 1 продукцион-
ное правило породило вычислительную сеть, построенную из
операций 𝑚𝑖𝑛, 𝑟𝑔𝑒, 𝑡𝑚𝑠 и 𝑐𝑚𝑏.

Во-вторых, в результате срабатывания этой сети коэффици-
ент уверенности гипотезы 𝐻 получает новое значение (0.736).

В-третьих, вычислительная сеть для отдельного продукцион-
ного правила является фрагментом общей вычислительной сети,
конструируемой в ходе логического вывода.

2. Функция комбинирования Шортлиффа

Договоримся в дальнейшем изложении использовать следу-
ющие специальные обозначения:

B ̂︀𝑥 𝑑𝑒𝑓
= (1/𝑥);

B [𝑎, 𝑏](2)
𝑑𝑒𝑓
= [𝑎, 𝑏]2 ∖ {(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑎)};

B метка FP эквивалентна фразе ”нетрудно доказать” (фр. facile
à prouver).

Функция 𝑐𝑚𝑏(𝑎, 𝑏) комбинирования коэффициентов уверен-
ности одной и той же гипотезы
– играет в схеме Шортлиффа главную роль,
– является многовариантной, то есть по разному задается в разных

подобластях области определения,
– определена на множестве [−1,+1](2).

Точки (−1,+1) и (+1,−1) не принадлежат области опреде-
ления функции 𝑐𝑚𝑏. С практической точки зрения это означает,
что создатель экспертной системы должен самостоятельно ре-
шить вопрос о ее поведении в случае полного подтверждения и
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полного опровержения некоторой гипотезы. Заметим, что попыт-
ки ”насильно” доопределить 𝑐𝑚𝑏 в точках (−1,+1) и (+1,−1)
выводят ее из класса непрерывных и ассоциативных [4] функций.

На рисунке 2 предлагается иная запись функции комбиниро-
вания. За счет отказа от модулей функция 𝑐𝑚𝑏 по разному зада-
ется в шести разных секторах области определения. На границах
секторов гарантирована непрерывность.
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Рис. 2. Альтернативное представление функции 𝑐𝑚𝑏(𝑎, 𝑏)

Рассматривая 𝑐𝑚𝑏(𝑎, 𝑏) как представителя класса по-
добных функций, перечислим ее основные свойства. Для
𝜙(𝑎, 𝑏) = 𝑐𝑚𝑏(𝑎, 𝑏) имеет место:

область определения: [−1,+1](2);(6)

коммутативность: 𝜙(𝑎, 𝑏) = 𝜙(𝑏, 𝑎);(7)

ассоциативность: 𝜙(𝑎, 𝜙(𝑏, 𝑐)) = 𝜙(𝜙(𝑎, 𝑏), 𝑐);(8)

асимметричность: 𝜙(𝑎, 𝑏) = −𝜙(−𝑎,−𝑏);(9)

непрерывность;(10)

монотонность: ∀𝑙 𝜙(𝑎, 𝑙) 6 𝜙(𝑏, 𝑙), если 𝑎 6 𝑏;(11)

ограниченность: −1 6 𝜙(𝑎, 𝑏) 6 +1;(12)

граничные условия: 𝜙(𝑎,−𝑎) = 0, если 𝑎 ̸= ±1;(13)

граничные условия: 𝜙(𝑎, 0) = 𝑎, 𝜙(0, 𝑎) = 𝑎;(14)

граничные условия: 𝜙(1, 1) = 1, 𝜙(−1,−1) = −1.(15)
6
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Очевидно, что список свойств функции комбинирования мо-
жет быть продолжен. Известны работы [14], в которых на осно-
вании постулированных свойств выводится явный вид функции
комбинирования. Здесь мы придерживаемся более ”вольного”
оценочного подхода, суть которого состоит в том, что
– любая функция комбинирования удовлетворяет обязательным

свойствам (6), (12) – (15);
– очень хорошая функция комбинирования удовлетворяет свой-

ствам (6) – (15);
– отчасти хорошая функция комбинирования может не удовлетво-

рять некоторым необязательным свойствам.

3. Трансформации схемы Шортлиффа

Идея трансформации схемы Шортлиффа состоит в переходе
от [-1,+1] к некоторому другому множеству ℜ. Если зафикси-
рованный переход является взаимно однозначным, то алгоритм
логического вывода без малейшего ущерба может оперировать не
оригинальными значениями из [-1,+1], а их образами в ℜ. На пер-
вый взгляд кажется, что при этом операции из схемы Шортлиффа
должны усложняться. Однако для некоторых, специально подо-
бранных классов переходов выясняется, что операции из схемы
Шортлиффа сильно упрощаются.

Пусть ℎ – взаимно однозначная монотонно возрастающая
функция, отображающая отрезок [−1,+1] на некоторое множе-
ство ℜ. ℎ : [−1,+1] → ℜ.

Будем полагать, что ℎ можно использовать как имя функ-
ции. Тогда задействованные в схеме Шортлиффа функции 𝑚𝑖𝑛,
𝑚𝑎𝑥, 𝑛𝑜𝑡, 𝑟𝑔𝑒, 𝑟𝑙𝑒, 𝑡𝑚𝑠 и 𝑐𝑚𝑏 однозначно порождают функции с
именами ℎ|𝑚𝑖𝑛, ℎ|𝑚𝑎𝑥, ℎ|𝑛𝑜𝑡, ℎ|𝑟𝑔𝑒, ℎ|𝑟𝑙𝑒, ℎ|𝑡𝑚𝑠 и ℎ|𝑐𝑚𝑏.

По определению для любых 𝐴, 𝐵 из ℜ имеет место:
ℎ|𝑚𝑎𝑥(𝐴,𝐵) = ℎ(𝑚𝑎𝑥(ℎ−1(𝐴), ℎ−1(𝐵)));
ℎ|𝑚𝑖𝑛(𝐴,𝐵) = ℎ(𝑚𝑎𝑥(ℎ−1(𝐴), ℎ−1(𝐵)));

ℎ|𝑛𝑜𝑡(𝐴) = ℎ(𝑛𝑜𝑡(ℎ−1(𝐴)));

ℎ|𝑟𝑔𝑒(𝐴) = 0.2 6 ℎ−1(𝐴);
ℎ|𝑟𝑙𝑒(𝐴) = ℎ−1(𝐴) < −0.2;
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ℎ|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) = ℎ(𝑡𝑚𝑠(ℎ−1(𝐴), ℎ−1(𝐵)));
ℎ|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) = ℎ(𝑐𝑚𝑏(ℎ−1(𝐴), ℎ−1(𝐵))).

Все перечисленные ℎ|функции устроены аналогичным обра-
зом, понятным из рисунка 3.

Рис. 3. Схемы вычислений ℎ|𝑛𝑜𝑡(𝐴), ℎ|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) и ℎ|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵).

Трансформация схемы Шортлиффа есть взаимно однознач-
ное отображение ℎ : [−1,+1] → ℜ и порожденный им набор
функций ℎ|𝑚𝑖𝑛, ℎ|𝑚𝑎𝑥, ℎ|𝑛𝑜𝑡, ℎ|𝑟𝑔𝑒, ℎ|𝑟𝑙𝑒, ℎ|𝑡𝑚𝑠 и ℎ|𝑐𝑚𝑏.

С алгебраической точки зрения [6, c. 19] результат трансфор-
мации есть схема, изоморфная схеме Шортлиффа. С практиче-
ской точки зрения наличие разнообразных, но изоморфных пред-
ставлений одной и той же схемы открывает новые возможности
во всех аспектах ее применения. При изоморфном отображении
свойства функции комбинирования (6) – (15) также подлежат изо-
морфному отображению.

Замечание 1. Из требования строгой монотонности функ-
ции ℎ следует:

ℎ|𝑚𝑎𝑥(𝐴,𝐵) ≡ 𝑚𝑎𝑥(𝐴,𝐵);
ℎ|𝑚𝑖𝑛(𝐴,𝐵) ≡ 𝑚𝑎𝑥(𝐴,𝐵);

ℎ|𝑟𝑔𝑒(𝐴) ≡ ℎ(+0.2) 6 𝐴;
ℎ|𝑟𝑙𝑒(𝐴) ≡ 𝐴 < ℎ(−0.2);

ℎ(−1) = 𝑚𝑖𝑛 ℜ;
ℎ(+1) = 𝑚𝑎𝑥 ℜ.
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То есть в любой трансформации схемы Шортлиффа, полученной
посредством монотонно возрастающей функции ℎ, интерес пред-
ставляют
– значения ℎ(𝑥) в особых точках −0.2, 0, и 0.2; а также
– формулы для вычисления ℎ|𝑛𝑜𝑡(𝐴), ℎ|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) и ℎ|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵).

Замечание 2. Для нечетных функций ℎ в трансформации
схемы Шортлиффа дополнительно выполняются тождества

ℎ|𝑛𝑜𝑡(𝐴) ≡ −𝐴,
ℎ(−0.2) ≡ −ℎ(0.2),

ℎ(0) ≡ 0.
Поэтому для нечетных монотонно возрастающих функций ℎ в
трансформации схемы Шортлиффа интерес представляют
– значение ℎ(𝑥) в точке 0.2; а также
– формулы для вычисления ℎ|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) и ℎ|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵).

Замечание 3. Помимо особых точек −0.2 и +0.2 в системе
MYCIN используются еще несколько пороговых значений 𝑎𝑖 для
коэффициентов уверенности [16, c. 114]. Эти пороги применяют-
ся интерфейсными блоками, отвечающими
– за перевод ответов пользователя в коэффициенты уверенности

фактов; и
– за словесную интерпретацию коэффициентов уверенности ги-

потез в заключениях системы.
При использовании трансформированной схемы Шортлиффа по-
роги 𝑎𝑖 заменяются на их образы ℎ(𝑎𝑖).

Пример 2. Рассмотрим отображение ℎ𝑢 : [−1,+1] → [0,+1].

ℎ𝑢(𝑥) = (𝑥+ 1)/2, ℎ−1
𝑢 (𝑥) = 2𝑥− 1.

Линейная функция ℎ𝑢 не является нечетной. В соответствии с
замечанием 1 трансформация схемы Шортлиффа описывается
– значениями в особых точках:

ℎ𝑢(−0.2) = 0.4, ℎ𝑢(0) = 0.5, ℎ𝑢(+0.2) = 0.6; и
– функциями:

ℎ𝑢|𝑛𝑜𝑡(𝐴) = 1−𝐴,
ℎ𝑢|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) = 𝐴𝐵 + (1−𝐴) (1−𝐵),
ℎ𝑢|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) – функция представлена на рисунке 4. ∙
Относительно простое отображение ℎ𝑢 из примера 2 порож-

9
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дает достаточно сложную функцию комбинирования. В разделе
12 рассматривается более ”сложное” отображение из [−1,+1] в
[0,+1], соответственно порождающее более ”простое” отображе-
ние схемы Шортлиффа.

@
@
@
@
@
@@

@
@

@
@

@
@@

2(𝐴+𝐵)−
−2𝐴𝐵−1

2𝐴𝐵
𝐴+𝐵−1

1−𝐴

1−1−𝐴

2𝐵

1−1−𝐵

2𝐴

𝐴+𝐵−1

1−𝐵

0

1

0.5

0.5 1

6

-A

B

Рис. 4 Функция комбинирования ℎ𝑢|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵)

4. Расширенная числовая прямая

В настоящей работе используются подмножества расширен-
ной числовой прямой [−∞,+∞]. Следуя [3, c. 237] и [5, c. 33],
договоримся называть расширенной числовой прямой обычную
числовую прямую (−∞,+∞) с добавлением двух новых элемен-
тов −∞ и +∞, для которых определены следующие операции:

∙ 𝑎+ (+∞) = (+∞), (+∞)− 𝑎 = (+∞),
𝑎+ (−∞) = (−∞), (−∞)− 𝑎 = (−∞) для конечного 𝑎;

∙ 𝑎 · (+∞) = (+∞), 𝑎 · (−∞) = (−∞) при 𝑎 > 0,
𝑑 · (+∞) = (−∞), 𝑑 · (−∞) = (+∞) при 𝑑 < 0;

∙ (+∞) + (+∞) = (+∞), (−∞) + (−∞) = (−∞),
(+∞)− (−∞) = (+∞), (−∞)− (+∞) = (−∞),
(+∞) · (+∞) = (+∞), (+∞) · (−∞) = (−∞),
(−∞) · (−∞) = (+∞);

10
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∙ ±∞
𝑎

= (±∞) · 1

𝑎
при 𝑎 ̸= 0;

∙ 𝑎

±∞ = 0 при любом конечном 𝑎;

∙ −∞ < 𝑎 < +∞ при любом конечном 𝑎.

Общее свойство перечисленных операций состоит в том, что
значения −∞ и +∞ невозможно получить из конечных чисел с
использованием четырех арифметических операций.

5. Семейство трансформаций # 1

Определим семейство функций 𝐺1(𝛼), превращающих
– комбинирование в умножение, а
– умножение в его изоморфный образ ”as is”.

Пусть 𝛼 – положительное вещественное число. Каж-
дое фиксированное значение параметра 𝛼 порождает эле-
мент класса 𝐺1(𝛼) –суть– монотонно возрастающую функцию
𝑔1 : [−1,+1] → [0,+∞] следующего вида:

𝑔1(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎨⎪⎩
(1 + 𝑥)+𝛼 для −1 6 𝑥 < 0;

(1 − 𝑥)−𝛼 для 0 6 𝑥 < 1;

+∞ для 𝑥 = 1.

FP Обратная функция 𝑔−1
1 : [0,+∞] → [−1,+1] выглядит так:

𝑔−1
1 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝛼
√
𝑥 − 1 для 0 6 𝑥 < 1;

1 − ̂︂𝛼√𝑥 для 1 6 𝑥 < +∞;

1 для 𝑥 = +∞.

Графики функций 𝑔1 и 𝑔−1
1 представлены на рисунке 5.

FP В соответствии с замечанием 1 трансформация схемы Шорт-
лиффа посредством функции 𝑔1 описывается
– значениями в особых точках −0.2, 0 и +0.2, приведенными в

таблице 1; и
11
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1

3

5

1 3 5 7 9 11
0

y

x

g1(x)

g−1
1 (x)

Рис. 5. Графики функций 𝑔1 и 𝑔−1
1 при 𝛼 = 1.

– функциями:

𝑔1|𝑛𝑜𝑡(𝐴) =

{︃
+∞ для 𝐴 = 0;̂︀𝐴 для 0 < 𝐴 6 +∞;

𝑔1|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵)− функция приводится на рисунке 6;

𝑔1|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) = 𝐴 ·𝐵.

Областью определения функции 𝑔1|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) является множе-
ство [0,+∞](2).

Таблица 1. Значения 𝑔1 в особых точках.

особые значения 𝑔1
точки 𝛼 𝛼 = 0.5 𝛼 = 1 𝛼 = 2
–0.2 0.8+𝛼 0.946 0.8 0.410

0 1 1 1 1
+0.2 0.8−𝛼 1.057 1.250 2.441

Свойство 1. Отображения из семейства 𝐺1(𝛼) трансформи-
руют функцию комбинирования в произведение двух неотрица-
тельных чисел.

Свойство 2. Отображения из семейства 𝐺1(𝛼) трансформи-
руют умножение в многовариантную функцию.

12
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Фактически трансформация на основе функции из 𝐺1(𝛼)
привела к ”разменному” результату: комбинирование свелось к
банальному умножению, но умножение усложнилось. Пробле-
ма не столько в возросшей вычислительной сложности бывшего
умножения, сколько в невозможности его объяснить.

0

(0, 1 ]

(1,+∞)
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0
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̂︀𝐴
0

+∞
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𝐴 + 𝛼
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𝐵− 𝛼̂

√
𝐴 𝛼
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)︂𝛼

(︂
𝛼
√
𝐴+ 𝛼̂

√
𝐵 − 𝛼

√
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√
𝐵

)︂𝛼

(︂̂︂𝛼√𝐴+ 𝛼̂
√
𝐵− ̂︂𝛼√𝐴 𝛼̂

√
𝐵

)︂−𝛼

Q
Q
Q
𝐴

𝐵

Рис. 6. Функция 𝑔1|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵)

Свойство 3. Всем коэффициентам уверенности соответству-
ют конечные вещественные числа. Единственное исключение –
коэффициент +1, которому соответствует специальное значение
+∞. Другими словами, получение абсолютно достоверных зна-
ний выделяется в особый случай.

Свойство 4. Изменяя параметр 𝛼, можно построить отобра-
жение схемы Шортлиффа с заранее заданным порогом принятия
решений. При этом второй порог изменяется согласованно.

Свойство 5. При 𝛼 = 0 и 𝛼 = +∞ формально построен-
ные функции 𝑔1(𝑥) – см. рисунок 7 – перестают быть взаимно
однозначными, но интересны тем, что реализуют разные спо-
собы определения трехзначной шкалы значений ”опровергнуто–
неопределено–установлено”.

6. Семейство трансформаций # 2

Логарифмы превращают произведения в суммы, а суммиро-
вание как функция комбинирования выглядит предпочтительнее
умножения.

13
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Рис. 7. Графики функций 𝑔1 при разных 𝛼.

Определим семейство функций 𝐻1(𝛽), где параметр 𝛽 > 1.
Каждое фиксированное значение параметра 𝛽 порождает элемент
класса 𝐻1(𝛽) – монотонно возрастающую нечетную функцию

ℎ1 : [−1,+1] → [−∞,+∞]
следующего вида:

ℎ1(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−∞ для 𝑥 = −1;

+𝑙𝑜𝑔𝛽(1 + 𝑥) для −1 < 𝑥 < 0;

−𝑙𝑜𝑔𝛽(1− 𝑥) для 0 6 𝑥 < 1;

+∞ для 𝑥 = 1.

FP Обратная функция ℎ−1
1 : [−∞,+∞] → [−1,+1] выглядит так:

ℎ−1
1 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−1 для 𝑥 = −∞;

𝛽+𝑥 − 1 для −∞ < 𝑥 < 0;

1− 𝛽−𝑥 для 0 6 𝑥 < +∞;

+1 для 𝑥 = +∞.

Графики функций ℎ1 и ℎ−1
1 представлены на рисунке 8.

FP В соответствии с замечанием 2 трансформация схемы Шорт-
лиффа посредством функции ℎ1 описывается

14
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Рис. 8. Графики функций ℎ1 и ℎ−1
1 при 𝛽 = 2

– значением ℎ1 в особой точке 0.2, ℎ1(0.2) = 𝑙𝑜𝑔𝛽(0.8),
например: ℎ1(0.2) = 2 для 𝛽 = 1.118,

ℎ1(0.2) = 1 для 𝛽 = 1.25,
ℎ1(0.2) = 0.322 для 𝛽 = 2;

– функциями:

ℎ1|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵)− функция приводится на рисунке 9,

ℎ1|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵

Областью определения функции ℎ1|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) является множе-
ство [−∞,+∞](2).

Приведем свойства семейства 𝐻1(𝛽).
Свойство 1. Отображения из семейства 𝐻1(𝛼) трансформи-

рует функцию комбинирования в суммирование вещественных
чисел.

Суммирование [баллов] – это характерный прием комбини-
рования свидетельств в скоринговых системах принятия решений
[10]. Если образы коэффициентов уверенности переименовать в
балльные оценки, то можно так подобрать отображения из 𝐻1(𝛽),
что схема Шортлиффа трансформируется в некоторый вариант
метода скоринговых карт.

Свойство 2. Отображения из семейства 𝐻1(𝛼) трансформи-
руют умножение коэффициентов уверенности в многовариант-
ную функцию.

Свойство 3. Коэффициентам уверенности -1 и +1 соответ-
ствуют специальные значения −∞ и +∞. Всем остальным коэф-

15
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фициентам соответствуют конечные вещественные числа. Факти-
чески это означает, что точные логические выводы выделяются в
особый случай.
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Q
Q
Q
𝐴

𝐵

Рис. 9. Функция ℎ1|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵)

Свойство 4. Изменяя параметр 𝛽, можно построить отобра-
жение схемы Шортлиффа с заранее заданным порогом принятия
решений. Так, при 𝛽 = 3.05 пороги ℎ1(−0.2) и ℎ1(+0.2) принима-
ют значения −0.2 и +0.2 соответственно. Другими словами, при
𝛽 = 3.05 получается псевдосхема Шортлиффа, отличающаяся от
оригинала по трем пунктам:
вместо коэффициентов уверенности из [−1,+1]

используются псевдокоэффициенты из [−∞,+∞];
вместо умножения 𝑡𝑚𝑠

используется более сложная функция ℎ1|𝑡𝑚𝑠;
вместо функции комбинирования 𝑐𝑚𝑏

используется сложение псевдокоэффициентов.
Свойство 5. При 𝛽 = 1 и 𝛽 = +∞ формально построенные

функции ℎ1(𝑥) – см. рисунок 10 – утрачивают свойство взаимной
однозначности, но также как и для класса 𝐺1(𝛼) вырождаются в
трехзначные шкалы.

7. Задачи выявления и доопределения

До настоящего момента изложение носило феноменологиче-
ский характер: исследовались свойства аксиоматически заданных
16
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Рис. 10. Графики функций ℎ1 при разных 𝛽.

семейств отображений. В связи с многочисленными попытками
усовершенствовать схему Шортлиффа возникает вопрос о спосо-
бах выявления отображений4 . Кроме того, в исследованиях [15]
часто возникает близкая задача доопределения частично задан-
ной функции комбинирования. Прежде чем приступить к анализу
перечисленных задач, зафиксируем два обстоятельства.

Первое. Будем рассматривать
– кусочно-заданные отображения ℎ и ℎ−1; и
– многовариантные функции комбинирования 𝜙(𝑎, 𝑏), заданные

разными формулами 𝜙𝑖(𝑎, 𝑏) на разных участках 𝛿𝑖, 𝑖 = 1...𝑛
области определения.

Второе. При вычислении значений многовариантных и
кусочно-заданных функций выбор конкретного варианта и вы-
численное значение определяются аргументом. Другими словами,
аналитические выражения для ℎ(𝑥) на 𝛿𝑖 и ℎ(𝑥) на 𝛿𝑗 , по внеш-
нему виду могут сильно отличаться.

Выявление и доопределение так или иначе сводятся к реше-
нию подзадач, именуемых:
– задачей обнаружения отображений,
– задачей подтверждения формул и

4Речь идет о неформальных технологиях, направляющих "ход мыс-
лей".
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– задачей конструирования формул.
Рассмотрим эти подзадачи.
Задача 1. (Задача обнаружения отображений)

По известной функции 𝜙(𝑎, 𝑏) = 𝜙1(𝑎, 𝑏), заданной на мно-
жестве 𝛿1, построить взаимно однозначное отображение
ℎ : [−1,+1] → ℜ такое, что ℎ|𝜙 = ℎ|𝜙1 – функция заданного
вида.

Приемы обнаружения отображений рассматриваются в сле-
дуем разделе, а пока отметим, что при решении задачи обна-
ружения удается найти только часть функции ℎ – функцию ℎ′,
заданную на собственном подмножестве5 отрезка [−1,+1]. Ис-
следователь должен ее доопределить на весь отрезок [−1,+1],
используя, скажем, соображения четности/нечетности.

Задача 2. (Задача подтверждения формул)
По известным функциям ℎ и ℎ|𝜙, а также по функции 𝜙𝑖(𝑎, 𝑏),
заданной на 𝛿𝑖, доказать:

∀ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛿𝑖 ℎ(𝜙𝑖(ℎ
−1(𝑎), ℎ−1(𝑎))) = ℎ|𝜙(𝑎, 𝑏).

Задача 3. (Задача конструирования формул)
По известным ℎ(𝑥) и ℎ|𝜙(𝐴,𝐵) и области определения 𝛿𝑖 по-
строить функцию 𝜙𝑖(𝑎, 𝑏) такую, что
∀(𝑎, 𝑏) ∈ 𝛿𝑖 ℎ|𝜙𝑖(𝐴,𝐵) = ℎ|𝜙(𝐴,𝐵), где 𝐴 = ℎ(𝑎), 𝐵 = ℎ(𝑏).

В отличии от задачи обнаружения задачи подтверждения и
конструирования имеют точные математические формулировки.
Полагая известными методы решения задач обнаружения, под-
тверждения и конструирования, можно предложить подходы к
решению целевых задач выявления и доопределения.

Задача 4. (Задача выявления отображений)
По заданной функции 𝜙(𝑎, 𝑏) найти взаимно однозначное отобра-
жение ℎ : [−1,+1] → ℜ такое, что ℎ|𝜙 - сложение, умножение
или иная заданная функция.

Общий подход к решению задачи выявления отображений
представлен на рисунке 11. Сначала предлагается сфокусировать
внимание на одном из вариантов функции 𝜙 – функции 𝜙1, за-

5Чаще всего ℎ′ определена на [0,+1).
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данной на 𝛿1, и обнаружить функции-кандидаты ℎ и ℎ|𝜙. Затем
найденное решение следует подтвердить на остальных вариантах
𝜙2(), 𝜙3(), ... .

𝜙( ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙1( )

𝜙2( )

𝜙3( )
...

-Обнаружение
ℎ, ℎ|𝜙
6 6Подтверждение

Подтверждение

Рис. 11. Выявление отображений

В связи с конструированием схем рассуждений, подобных
схеме Шортлиффа, возникает задача доопределения так или иначе
обнаруженной функции 𝜙1, заданной на [0,+1]2, на всю область
определения [−1,+1](2).

Задача 5. (Задача доопределения функции комбинирования)
По функции 𝜙(𝑎, 𝑏) = 𝜙1(𝑎, 𝑏), заданной на 𝛿1, найти функции
𝜙𝑖(𝑎, 𝑏), заданные на 𝛿𝑖, 𝑖 = 2...𝑛.

Один из подходов к решению этой задачи представлен на ри-
сунке 12. Постулируется, что все неизвестные варианты функции
𝜙 должны посредством некоторого отображения ℎ сводиться к
единой функции ℎ|𝜙. На первом этапе доопределения предлага-
ется обнаружить пару функций ℎ и ℎ|𝜙. На втором этапе предла-
гается решить ряд конкретных задач конструирования функции 𝜙
в областях определения 𝛿2, 𝛿3, ... .

𝜙( ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙1( )

𝜙2( )

𝜙3( )
...

? �

? �

-Обнаружение
ℎ, ℎ|𝜙

�

�

Конструирование

Конструирование

Рис. 12. Доопределение функции комбинирования

FP Решением задачи доопределения является функция

𝜙𝑖(𝑎, 𝑏) = ℎ−1(ℎ|𝜙(ℎ(𝐴), ℎ(𝐵))).

19



Управление большими системами. Выпуск XX

8. Задача обнаружения отображений

Подзадача обнаружения функций ℎ и ℎ|𝜙 по известной
функции 𝜙(𝑎, 𝑏),

𝜙(𝑎, 𝑏) = 𝜙1(𝑎, 𝑏),(16)

скорее всего универсальног решения не имеет, но можно указать
два частных приема, рассчитанных на ”творческое” применение.

Первый прием состоит в ”улавливании сигналов”, по-
ступающих от равенства (16). Возможно, что при некоторых
эквивалентных преобразованиях равенство (16) сводится к виду

ℎ(𝜙(𝑎, 𝑏)) = Ψ(ℎ(𝑎), ℎ(𝑏)),

где ℎ и Ψ - некоторые формулы, и тогда:
если Ψ - сложение, то можно исследовать

случай ℎ – логарифм, а 𝜙(𝑎, 𝑏) – произведение;
если Ψ - умножение, то можно исследовать

случай ℎ – степенная функция, а 𝜙(𝑎, 𝑏) – суммирование;
если Ψ = (𝑎+ 𝑏)/(1− 𝑎𝑏), то можно исследовать

случай ℎ – тангенс, а 𝜙(𝑎, 𝑏) – сложение и т.д.
Пример 3. Исследование варианта

𝜙1(𝑎, 𝑏) = 𝑎+ 𝑏− 𝑎𝑏 · (𝑎+ 𝑏− 𝑎𝑏).
Этот вариант функции комбинирования для (𝑎, 𝑏) ∈ [0, 1]2 описан
в работе [15], развивающий подход к конструированию функций
комбинирования, предложенный в [13]. Отметим, что 𝜙1(𝑎, 𝑏) не
является ассоциативной функцией, что не позволяет распростра-
нить на нее свойства полугрупп [14].
FP 𝜙(𝑎, 𝑏) = 𝜙1(𝑎, 𝑏) ≡ 1− (1− 𝑎)(1− 𝑏)(1− 𝑎𝑏).

1− 𝜙(𝑎, 𝑏)⏟  ⏞  = (1− 𝑎)⏟  ⏞  · (1− 𝑏)⏟  ⏞  · (1− 𝑎𝑏)⏟  ⏞  
? ? ? ?

𝐹 (𝜙(𝑎, 𝑏))⏟  ⏞  = 𝐹 (𝑎)⏟  ⏞  · 𝐹 (𝑏)⏟ ⏞ · 𝐹 (𝑎𝑏)⏟  ⏞  
? ? ? ?

(17) 𝛽ℎ(𝜙(𝑎,𝑏)) = 𝛽ℎ(𝑎) · 𝛽ℎ(𝑏) · 𝛽ℎ(𝑎𝑏) = 𝛽ℎ(𝑎)+ℎ(𝑏)+ℎ(𝑎𝑏)
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Из 1− 𝑎 = 𝐹 (𝑎) = 𝛽ℎ(𝑎) имеем: ℎ(𝑎) = 𝑙𝑜𝑔𝛽(1− 𝑎).
Доопределяя функцию ℎ на множество [−1,+1], получаем:

ℎ(𝑥) = ℎ1(𝑥) ∈ 𝐻1(𝛽).

Из (17) имеем: ℎ(𝜙(𝑎, 𝑏)) = ℎ(𝑎) + ℎ(𝑏) + ℎ(𝑎𝑏).
Окончательно:

ℎ|𝜙(𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵 + ℎ(ℎ−1(𝐴) · ℎ−1(𝐵)) или

(18) ℎ|𝜙(𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵 + ℎ1|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵).

В формуле (18) используется функция ℎ1|𝑡𝑚𝑠, приведенная на
рисунке 9. Заметим, что доопределение (18) на область [−1,+1](2)

порождает функцию комбинирования, которая не удовлетворяет
свойствам (13) – (15) ∙

Второй прием состоит в обнаружении функции
𝑦(𝑥) = ℎ−1(𝑥) для случая ℎ|𝜙(𝐴,𝐵) = 𝐴 + 𝐵. Функцию 𝑦
предлагается находить как решение функционального уравнения

(19) 𝑦(𝑥+ 𝑑) = 𝜙1(𝑦(𝑥), 𝑦(𝑑)) при 𝑦(0) = 0.

Заметим, что условия (19) есть необходимые условия гомо-
морфизма абелевых групп [11, c. 21]. Один из способов решения
функционального уравнения состоит в двухэтапном переходе к
дифференциальному уравнению.
Этап 1. Представить функциональное уравнение в виде

𝑦(𝑥+ 𝑑)− 𝑦(𝑥)

𝑑
=

𝜙1(𝑦(𝑥), 𝑦(𝑑))− 𝑦(𝑥)

𝑑

Этап 2. При 𝑑 → 0 перейти к дифференциальному уравнению

𝑦′(𝑥) = некоторая-правая-часть

Иногда, но не всегда решение дифференциального уравнения яв-
ляется решением функционального уравнения (19) и тогда обна-
ружение ℎ и ℎ|𝜙 становится "делом техники".

9. Функции комбинирования Хамахера

Технологию выявления и доопределения функций комбини-
рования продемонстрируем на примере функций из семейства
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триангуляционных конорм Хамахера [1, c. 61], имеющих следую-
щий вид:

𝜙1(𝑎, 𝑏) =
𝑎+ 𝑏+ (𝑟 − 2)𝑎𝑏

1 + (𝑟 − 1)𝑎𝑏
, где параметр 𝑟 > 0.

При фиксированном параметре 𝑟 приведенная функция 𝜙1(𝑎, 𝑏)
удовлетворяет свойствам (7), (8), (10), (11), (14), (15) и вполне
может использоваться в качестве одного из вариантов функции
комбинирования 𝜙(𝑎, 𝑏).

𝜙(𝑎, 𝑏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎+ 𝑏+ (𝑟 − 2)𝑎𝑏

1 + (𝑟 − 1)𝑎𝑏
для (𝑎, 𝑏) ∈ [0,+1]2;

? для (𝑎, 𝑏) ∈ [−1, 0]× [0,+1];

? для (𝑎, 𝑏) ∈ [0,+1]× [−1, 0];

? для (𝑎, 𝑏) ∈ [−1, 0]2.

Для обнаружения ℎ и ℎ|𝜙 применим прием решения функ-
ционального уравнения.
Пусть 0 6 𝑥, 0 6 𝑑, 0 6 𝑦 6 1, 𝑦(0) = 0,

и 𝑦(𝑥+ 𝑑) =
𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑑) + (𝑟 − 2)𝑦(𝑥)𝑦(𝑑)

1 + (𝑟 − 1)𝑦(𝑥)𝑦(𝑑)
.

Тогда
𝑦(𝑥+ 𝑑)− 𝑦(𝑥)

𝑑
=

=
𝑦(𝑑)

𝑑
· (1 + (𝑟 − 2)𝑦(𝑥)− (𝑟 − 1)𝑦(𝑥+ 𝑑)𝑦(𝑥)).

При 𝑑 → 0 𝑦′ = 𝑦′(0)(1 + (𝑟 − 2)𝑦 − (𝑟 − 1)𝑦2).

Откуда 𝑦(𝑥) =
𝛽𝑥 − 1

𝛽𝑥 + 𝑟−1
, где 𝛽 = 𝑒𝑟𝑦

′(0).

Доопределяя функцию 𝑦 в точке +1 и отражая ее нечетным
образом на [−∞, 0), а также учитывая, что 𝑦(𝑥) есть ℎ−1

𝑟 , полу-
чаем взаимно однозначное монотонное отображение
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ℎ𝑟(𝑥)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∞ для 𝑥 = −1.

−𝑙𝑜𝑔𝛽(
𝑟

1 + 𝑥
+ 1−𝑟) для −1 < 𝑥 < 0;

+𝑙𝑜𝑔𝛽(
𝑟

1− 𝑥
+ 1−𝑟) для 0 6 𝑥 < 1;

+∞ для 𝑥 = 1.

При каждом фиксированном 𝑟 функции ℎ𝑟(𝑥) зависят от па-
раметра 𝛽 и образуют семейство функций 𝐻𝑟(𝛽). При 𝑟 = 1
семейство 𝐻𝑟 превращается в семейство 𝐻1, описанное в разделе
6.

Обратное отображение выглядит так

ℎ−1
𝑟 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 для 𝑥 = −∞;

− 1− 𝛽𝑥

1 + (𝑟−1)𝛽𝑥
для −∞ < 𝑥 < 0;

+
𝛽𝑥 − 1

𝛽𝑥 + 𝑟−1
для 0 6 𝑥 < +∞;

+1 для 𝑥 = +∞.

FP ℎ𝑟|𝑐𝑚𝑏𝑟(𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵 для (𝐴,𝐵) ∈ [0, 1]2.
Задача доопределения функции 𝑐𝑚𝑏𝑟 на множество

[−1,+1](2) состоит в решении пяти однотипных задач констру-
ирования:

Выразить 𝑐𝑚𝑏𝑟 = ℎ−1
𝑟 (ℎ𝑟(𝑎) + ℎ𝑟(𝑏))

–1– для случая 𝑎 < 0 6 𝑏 и |𝑎| 6 |𝑏|;
–2– для случая 𝑎 < 0 6 𝑏 и |𝑎| > |𝑏|;
–3– для случая 𝑏 < 0 6 𝑎 и |𝑎| 6 |𝑏|;
–4– для случая 𝑏 < 0 6 𝑎 и |𝑎| > |𝑏|;
–5– для случая 𝑎 < 0 и 𝑏 < 0.

Рассмотрим, скажем, случай –1–.
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𝑎 < 0, следовательно ℎ𝑟(𝑎) = −𝑙𝑜𝑔𝛽(
𝑟

1 + 𝑎
+ 1−𝑟).

0 6 𝑏, следовательно ℎ𝑟(𝑏) = +𝑙𝑜𝑔𝛽(
𝑟

1− 𝑏
+ 1−𝑟).

ℎ𝑟(𝑎) + ℎ𝑟(𝑏) = +𝑙𝑜𝑔𝛽
(1− 𝑏+ 𝑏𝑟)(1 + 𝑎)

(1 + 𝑎− 𝑎𝑟)(1− 𝑏)
.

|𝑎| 6 |𝑏|, следовательно ℎ−1
𝑟 (ℎ𝑟(𝑎) + ℎ𝑟(𝑏)) =

=
𝛽ℎ𝑟(𝑎)+ℎ𝑟(𝑏) − 1

𝛽ℎ𝑟(𝑎)+ℎ𝑟(𝑏) + 𝑟−1
=

𝑎+ 𝑏

1+(𝑟−1)𝑎𝑏−(𝑟−2)𝑎
=

=
𝑎+ 𝑏

𝜃−(𝑟−2)𝑎
, где 𝜃 = 1+(𝑟−1)𝑎𝑏.

Окончательный вид функции комбинирования 𝑐𝑚𝑏𝑟(𝑎, 𝑏)
представлен на рисунке 13.
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𝑎+𝑏−(𝑟−2)𝑎𝑏

𝜃 𝑎+𝑏

𝜃+(𝑟−2)𝑎

𝑎+𝑏

𝜃−(𝑟−2)𝑏

𝑎+𝑏

𝜃−(𝑟−2)𝑎

𝑎+𝑏

𝜃+(𝑟−2)𝑏 0 +1
-1

+1

-1

Рис. 13. Функция комбинирования Хамахера 𝑐𝑚𝑏𝑟(𝑎, 𝑏)

Определенная таким образом функция 𝑐𝑚𝑏𝑟(𝑎, 𝑏) удовле-
творяет обязательным свойствам для функций комбинирования.
Остановимся на прочих свойствах функций 𝑐𝑚𝑏𝑟.

Во-первых, при 𝑟 = 1 функция комбинирования Хамахера
совпадает с функцией комбинирования Шортлиффа.

𝑐𝑚𝑏1(𝑎, 𝑏) = 𝑐𝑚𝑏(𝑎, 𝑏).
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Во-вторых, только при 𝑟 = 2 функция комбинирования Ха-
махера перестает быть многовариантной:

∀(𝑎, 𝑏) ∈ [−1,+1](2) 𝑐𝑚𝑏2 =
𝑎+ 𝑏

1 + 𝑎𝑏
.

10. Схемы Шортлиффа-Хамахера

В предыдущем разделе на основе семейства конорм Хама-
хера построено семейство функций комбинирования Хамахера
𝑐𝑚𝑏𝑟. Возникает естественный вопрос о соответствующих функ-
циях 𝑡𝑚𝑠𝑟 и значениях в особых точках. Для ответа на этот вопрос
сконструируем изоморфное отображение функции комбинирова-
ния Шортлиффа 𝑐𝑚𝑏 = 𝑐𝑚𝑏1 в 𝑐𝑚𝑏𝑟. Такое отображение и поз-
волит построить искомые функции и значения в особых точках.

Отображение ℎ1𝑟, трансформирующее функцию 𝑐𝑚𝑏1 в
𝑐𝑚𝑏𝑟, строится как композиция отображений ℎ−1

𝑟 ∘ ℎ1, где
ℎ1 ∈ 𝐻1 для некоторого 𝛽 = 𝛽1, и
ℎ𝑟 ∈ 𝐻𝑟 для некоторого 𝛽 = 𝛽2.

ℎ1𝑟(𝑥) = ℎ−1
𝑟 (ℎ1(𝑥)) .

Прежде всего введем удобные обозначения:

Δ(𝑧) =
1− 𝑧

1+(𝑟−1) 𝑧
, Γ(𝑧) = Δ (𝑧𝛾) и 𝛿(𝑧) = Δ1/𝛾 ( |𝑧| ).

FP Допустимые композиции ℎ1𝑟 образуют семейство, зависящее
от параметра 𝛾 = 𝑙𝑜𝑔𝛽1𝛽2 > 0.

ℎ1𝑟(𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) · Γ ( 1− |𝑥| )
и ℎ−1

1𝑟 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) · (1− 𝛿(𝑥))
В общем виде функциям комбинирования Хамахера 𝑐𝑚𝑏𝑟

соответствуют:
– значение нечетной функции ℎ1𝑟(𝑥) в точке 0.2 и
– функция 𝑡𝑚𝑠𝑟(𝐴,𝐵) = ℎ1𝑟|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) = ℎ1𝑟(ℎ

−1
1𝑟 (𝐴) · ℎ−1

1𝑟 (𝐵)).
С использованием конкретного вида ℎ1𝑟 и в соответствии с

замечанием 2 искомая схема Шортлиффа-Хамахера – суть транс-
формация схемы Шортлиффа с функцией комбинирования 𝑐𝑚𝑏𝑟 –
описывается:
– значением в особой точке ℎ1𝑟(0.2) = Γ(0.8); и
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– функциями:
𝑡𝑚𝑠𝑟(𝐴,𝐵) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝐴𝐵) · Γ (𝛿(𝐴)+𝛿(𝐵)−𝛿(𝐴)·𝛿(𝐵))
𝑐𝑚𝑏𝑟(𝐴,𝐵) – функция приведена на рисунке 13.

Подчеркнем, что именно факт существования функций
ℎ1𝑟(𝑥), позволяет утверждать, что любая схема из семейства
Шортлиффа-Хамахера является трансформацией схемы Шорт-
лиффа.

При построении схем Шортлиффа-Хамахера использовались
отображения из 𝐻𝑟, позволяющие также обобщить результаты
раздела 6. Покажем это. Выберем функцию ~1 из семейства 𝐻1(𝛽)
и функцию ~𝑟 из семейства 𝐻𝑟(𝛽). Функция ~1𝑟 при этом опреде-
ляется однозначно, ~1𝑟 = ~−1

𝑟 ∘ ~1. Построенная с помощью ~1𝑟
схема Шортлиффа-Хамахера определена на [−1,+1] и ее транс-
формация на [−∞,+∞] посредством ~𝑟 имеет вид:
– в особой точке ~𝑟(~1𝑟(0.2)) = ~1(0.2);
– ~𝑟|𝑐𝑚𝑏𝑟(𝐴,𝐵) = ~1|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) = 𝐴+𝐵;
– ~𝑟|𝑡𝑚𝑠𝑟(𝐴,𝐵) = ~1|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) (см. рисунок 9).

11. Подвиды схемы Шортлиффа-Хамахера

Описанный в разделе 10 класс схем Шортлиффа-Хамахера
является параметрическим. Каждая пара чисел 𝑟 и 𝛾 порождает
экземпляр схемы, из которых определенный интерес представля-
ют схемы
для 𝑟 = 1 и 𝛾 = 1;
для 𝑟 = 1 и 𝛾 = 2;
для 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1.82;
для 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1.485;
для 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1.

При 𝑟 = 1, как отмечалось в разделе 9, функция комбини-
рования Хамахера 𝑐𝑚𝑏𝑟 = 𝑐𝑚𝑏1 не зависит от параметра 𝛾 и
совпадает с функцией комбинирования Шортлиффа.

В случае 𝑟 = 1 и 𝛾 = 1 имеем: ℎ11(𝑥) = 𝑥, и схема
Шортлиффа-Хамахера совпадает с "классической"схемой Шорт-
лиффа:

26



Информационные технологии в управлении

ℎ11(0.2) = 0.2, 𝑐𝑚𝑏𝑟 = 𝑐𝑚𝑏 и 𝑡𝑚𝑠𝑟 = 𝑡𝑚𝑠.
В случае 𝑟 = 1 и 𝛾 = 2 имеем: ℎ11(𝑥) = 2𝑥 − 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥)𝑥2, и

схема Шортлиффа-Хамахера отличается от сжемы Шортлиффа по
двум позициям:

ℎ11(0.2) = 0.36, и
𝑡𝑚𝑠𝑟(𝐴,𝐵) = 𝐴 ·𝐵 − 2 · (𝐴− ℎ−1

11 (𝐴)) · (𝐵 − ℎ−1
11 (𝐵)).

При 𝑟 = 2 в схеме Шортлиффа-Хамахера функции ℎ1𝑟, 𝑡𝑚𝑠𝑟
и 𝑐𝑚𝑏𝑟 превращаются соответственно в ℎ12, 𝑡𝑚𝑠2 и 𝑐𝑚𝑏2, где

𝑐𝑚𝑏2(𝐴,𝐵) =
𝐴+𝐵

1 +𝐴 ·𝐵 .

Функция 𝑐𝑚𝑏2 определена на множестве [−1,+1](2) и не зави-
сит от вида ℎ12. В свою очередь функция 𝑡𝑚𝑠2 определена на
множестве [−1,+1] и зависит от ℎ12, то есть зависит от значения
параметра 𝛾. На рисунке 14 приводятся графики функций ℎ12 для
разных значений 𝛾.

-1 1

1

-1

0

y

x

[γ=0.5]

-1 1

1

-1

0

y

x

[γ=9]

Рис. 14. Графики функций ℎ12.

С вычислительной точки зрения интерес представляют функ-
ции ℎ12 для 𝛾 = 1.820 и 𝛾 = 1.495 – рисунок 15.

В случае 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1.820 образ порога 0.2 есть тоже самое
число6 0.2. ℎ12(0.2) = 0.200. При этом функция ℎ12(𝑥) не

6Аналогичное соотношение верно также для псевдосхемы Шорт-
лиффа из раздела 6.
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Рис. 15. Графики функций ℎ12 для 𝛾 = 1.495 и 𝛾 = 1.82.

сильно отличается от тождественной трансформации:
|ℎ12(𝑥)− 𝑥| < 0.102 и, соответственно,
|𝑡𝑚𝑠2(𝐴,𝐵)−𝐴 ·𝐵| < 0.093.

В случае 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1.495 достигается наилучшее прибли-
жение:

|ℎ12(𝑥)− 𝑥| < 0.040 и
|𝑡𝑚𝑠2(𝐴,𝐵)−𝐴 ·𝐵| < 0.054,

хотя в особой точке ℎ12(0.2) = 0.165
В случае 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1 функция ℎ12 – рисунок 16 – прини-

мает наиболее простой вид.

ℎ12(𝑥) =
𝑥

2− |𝑥| ℎ−1
12 (𝑥) =

2𝑥

1 + |𝑥|
В соответствующей схеме Шортлиффа-Хамахера:

ℎ12(0.2) = 1/9 (значение в особой точке);

𝑡𝑚𝑠2(𝐴,𝐵) =
2𝐴𝐵

1 + |𝐴|+ |𝐵| − |𝐴𝐵|;

𝑐𝑚𝑏2(𝐴,𝐵) =
𝐴+𝐵

1 +𝐴 ·𝐵
Трансформация, определяемая параметрами 𝑟 = 2 и 𝛾 = 1,

удобна для построения прочих изоморфных отображений на ко-
нечные отрезки действительной прямой. Если при этом выбран-
ное отображение не является многовариантным, то и трансфор-
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Рис. 16. Графики функций ℎ12 и ℎ−1
12 для 𝛾 = 1.

мированная функция комбинирования не будет многовариантной.

12. Схема Шортлиффа на [0,1]

Известно большое количество работ [1, 3, 14], в которых
предлагаются и исследуются функции комбинирования для ко-
эффициентов уверенности из отрезка [0, 1]. Простейший перенос
схемы Шортлиффа на отрезок [0, 1] описан в примере 2. Рас-
смотрим изоморфный образ схемы Шортлиффа, определяемый
композицией отображений ℎ𝑐 = ℎ𝑢 ∘ ℎ12, где ℎ𝑢 – отображение
из примера 2, ℎ12 – преобразование из раздела 11.

ℎ𝑐(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− 1

2 + 𝑥
для −1 6 𝑥 < 0;

1

2− 𝑥
для 0 6 𝑥 6 +1,

ℎ−1
𝑐 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑥− 1

1− 𝑥
для 0 6 𝑥 < 0.5;

2𝑥− 1

𝑥
для 0.5 6 𝑥 6 +1.

При этом:
– в особых точках:
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ℎ𝑐(−0.2) = 4/9, ℎ𝑐(0) = 0.5, ℎ𝑐(0.2) = 5/9;
– функции:

ℎ𝑐|𝑛𝑜𝑡(𝐴) = 1−𝐴
𝑑𝑒𝑓
= 𝐴,

ℎ𝑐|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵) – функция приводится на рисунке 17,

ℎ𝑐|𝑐𝑚𝑏(𝐴,𝐵) =
𝐴𝐵

𝐴𝐵+𝐴𝐵
для (𝐴,𝐵) ∈ [0, 1](2).

-

6

𝐴𝐵

1− 2𝐴𝐵
1−

𝐴𝐵

1− 2𝐴𝐵

𝐴𝐵

1− 2𝐴𝐵
1−

𝐴𝐵

1− 2𝐴𝐵

+1

0.5

0 0.5 +1
A

B

Рис. 17. Функция ℎ𝑐|𝑡𝑚𝑠(𝐴,𝐵)

Построенную с помощью отображения ℎ𝑐 трансформацию
можно считать ”полномочным представителем” схемы Шортлиф-
фа на отрезке [0, 1]. На этом же отрезке существуют и другие изо-
морфные образы схемы Шортлиффа. Они получаются из приве-
денной трансформации взаимно однозначными преобразования-
ми ℎ : [0, 1] → [0, 1]. В качестве ℎ можно, например, использовать
𝑥𝑛, 𝑙𝑜𝑔2(1 + 𝑥), 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥/2). Все полученные при этом транс-
формации автоморфны между собой, хотя и имеют различные
значения в контрольных точках, а также разные по виду образы
функций отрицания, умножения и комбинирования.

13. Выводы и перспективы

Итак, схема Шортлиффа (и другие аналогичные системы
функций) посредством изоморфных преобразований может изме-
нять свое ”обличие” весьма радикально. Однако при этом прихо-
дится считаться с тем, что трансформации функции комбинирова-
ния неизбежно порождают достаточно сложные трансформации
умножения. В развитие темы имеет смысл исследовать задачи
30
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поиска приемлемой пары трансформаций и/или выбора их допу-
стимых приближений.
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