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управления, показан алгоритм решения. Приведены результа-
ты расчетов и экспериментальных исследований. 
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1. Введение 

Углеродные волокнистые материалы (УВМ) используются 
как для извлечения металлов из разбавленных растворов, так и 
для интенсификации окислительно-восстановительных электро-
химических процессов, не сопровождающихся осаждением 
металлов [1-10]. Результатами теоретических и эксперимен-
тальных исследований показано, что эффективность работы 
углеродных волокнистых электродов (УВЭ) существенно зави-
сит от их удельной электропроводности [1-17]. Распределение 
электрохимического процесса в УВЭ определяется профилем 
потенциала по толщине электрода, который, очевидно, зависит 
от профиля электропроводности электрода. Задание определен-
ного профиля электропроводности по толщине электрода и 
токового режима позволяет реализовать требуемое распределе-
ние потенциала. Достичь этого можно, используя  «наборные» 
электроды из нескольких слоев УВМ с различной исходной 
удельной электропроводностью. При этом электропроводность 
электрода по его толщине будет изменяться скачкообразно на 
границах слоев УВМ с различной электропроводностью. Удель-
ная электропроводность УВМ зависит от температуры и хими-
ческого состава  среды, в которой проводится термическая 
обработка исходного материала, что определяет содержание 
углерода в УВМ. Содержание углерода в этих материалах суще-
ственно влияет на их физико-химические свойства [18-20]. 

Использование химических методов обработки УВМ в рас-
творах различных окислителей, позволяет, не меняя существен-
но состава УВМ, изменять их удельную электропроводность, а 
также создавать материалы с переменной электропроводностью 
по толщине электрода [18-21]. 
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Перспективным направлением является электрохимическая 
обработка материала электрода. При этом изменение удельной 
электропроводности УВМ возможно следующими способами: 
1) электродной поляризацией  в растворах кислот, щелочей или 
индифферентных солей; 2) осаждением определенного количе-
ства металла или его сплава; 3) осаждением соединений метал-
ла, например, гидроксида. Профиль электропроводности по 
толщине электрода обеспечивается режимом электролиза, при-
родой и составом электролита, а также видом исходного УВМ 
[22]. 

Возможность получения материала проточного трехмерно-
го электрода (ПТЭ), обладающего требуемым распределением 
электропроводности электрода по его толщине, позволяет ста-
вить и решать задачи по оптимальному выбору такого распре-
деления в зависимости от принятого критерия оптимизации. 
Очевидно, что наиболее эффективным аппаратом исследования 
и подбора оптимальных условий функционирования трехмер-
ных проточных электродов, является математическое моделиро-
вание. В настоящее время существуют достаточно развитые 
математические модели процессов, протекающих в ПТЭ, в том 
числе и модели, описывающие процессы с распределенной 
электропроводностью электрода [1-17,25,26]. 

В работе [26] приведено построение алгоритма расчета 
электропроводности твердой фазы системы, как функции коор-
динаты по толщине электрода, для обеспечения равномерного 
распределения электрохимического процесса по толщине ТПЭ, 
при этом задача решена как задача математического програм-
мирования. Вид функции распределения электропроводности 
УВМ по толщине пористого электрода при проведении числен-
ных расчетов принимался как постоянная, линейная и квадра-
тичная зависимость электропроводности  от координаты. В 
данном исследовании, результаты работы [26] используются для 
построения первого приближения к расчету оптимальной зави-
симости электропроводности от координаты точки на электроде 
- χТ(x). Дальнейшие шаги по оптимизации предлагается прово-
дить с использованием теории оптимального математического 
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управления, где за управляющее воздействие принята функция  
χТ(x). 

1  Постановка задачи.  

В большинстве электрохимических систем поток заряжен-
ных частиц i-го сорта Ni (i=1,… n) в объеме электролита опре-
деляется миграционной и конвективной составляющими [23]: 
(1) VCEgradFCuzN iiiii += )( , 
где zi, Ci, ui - – соответственно заряд, концентрация и подвиж-
ность i-го электроактивного компонента в гомогенной или 
псевдогомогенной среде; grad(E) – градиент потенциала элек-
трического поля; V – вектор скорости конвективного переноса 
раствора. Уравнение (1) необходимо дополнить условием мате-
риального баланса в отсутствие гомогенной электрохимической 
реакции: 

(2) )( i
i Ndiv

t
C

−=
∂

∂ . 

Таким образом: 

(3) ))(( VCEgradFCuzdiv
t
С

iiii
i +−=

∂
∂ . 

В одномерном случае дивергенция вектора (div) совпадает с 
производной, следовательно: 

(4) 
x

V)C grad(E) FC u(z
t

C iiiii

∂
+∂

=
∂

∂ . 

После умножения обеих частей каждого из уравнений (4) 
на Fzi и их суммирования получим: 

(5) ∑∑
∂

∂
+

∂

∂
=

∂
∂

x
CzV

x
dx
dE

t
CzF i

i
i

i

)(χ
, 

где χ – величина, характеризующая электропроводные 
свойства системы.  

Используя известное соотношение [16]: 

(6) iJ
FzV

S
x
C

S
i

Vi −=
∂
∂

, 
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где SV – реакционная поверхность, JSi – плотность поляризую-
щего тока по i-му компоненту, а так же соотношения 

ЖТ
 

ρρρ
χ

+
==

11 , 
Ж

Ж
Т

Т χ
ρ

χ
ρ

1;1
== , характеризующие элек-

тропроводности твердой и жидкой фаз электрохимической 
системы из (5)получим: 

(7) ∑∑ +
∂

∂
=

∂
∂

SiJvS
x
dx
dE

t
CzF i

i

)(χ
 

Система уравнений (6), (7) дополняется известными кине-
тическими уравнениями, связывающими JSi и Е в каждой точке 
электрода х [27]: 
(8)
 

( ) ( )( )
iCmFKizRTRiEFiziij

RTRiEFiziRTRiEFizi
ijSiJ

/)/)(exp(01

/)(1exp/)((exp
0 ϕα

ϕαϕα

−+

−−−−
=  

а так же естественными граничными условиями: 
(9)

RЖT xEtItL
x
EtIt

x
ECxCCC ϕρρτ ==

∂
∂=

∂
∂== )0,(,)(),(,)(),0(,)0,(,),0( 00

 
Здесь I – габаритная плотность тока, подаваемого на элек-

трод. 
Для стационарного процесса электролиза металла на ПТЭ 

уравнение (7) упрощается: 

(10) ( ) ( )xJ
x

S
dx
dE

xx
dx

d

dx
Ed

Si

T

∑







++

+
−=

жтжтт

ж

2

2 1
)(

1
)()( χχχχχ

χ
χ

ν , 

а граничные условия примут следующий вид: 
(11) IL

x
EI

x
ECC ЖTii ρρ =

∂
∂

=
∂
∂

= )(,)0(,)0(
0,

 

Таким образом, для расчета процесса электролиза из n–
компонентного раствора в проточном трехмерном электроде в 
стационарном случае необходимо решить систему из n+1-го 
обыкновенного дифференциального уравнения (6),(10) (n – 
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уравнений первого и одно уравнение второго порядков) с 
граничными условиями (11). 

Решение задачи в приведенной постановке позволяет дос-
таточно полно описать электрохимические закономерности 
распределения процесса электролиза в ПТЭ. Однако при непо-
средственном численном решении задачи могут возникнуть 
проблемы, связанные с точностью расчетов и в первую очередь, 
классической неустойчивостью системы уравнений, описываю-
щих процесс. 

Приведем доказательство классической неустойчивости об-
суждаемой системы для простейшего случая – выделения из 
раствора на ПТЭ одного компонента (металла). Обозначим 
(12)

 








+====

жТ

v

M
G

uzF
SD

zFK
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RT
zFA
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11,,, 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0
0
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0

0
2

0
1

3
0

22
0
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;;0
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dx
dEYEY

xCxYYx
dx
dExYYxExY

x

R

===

=+=+−=

=

ϕ

. 

Тогда система, описывающая процесс электролитического 
выделения металла в порах проточного объемно-пористого 
электрода, будет иметь вид:  

( )3211
0

22
1 ,, YYYfYY

dx
dY

=−= ; 

(13) ( )( ) ( )( )( )
( )( )

( )3212
0
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0
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0
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0
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=
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Известно [28], что автономная система дифференциальных 
уравнений, каковой является система (13), имеет неустойчивое 
тривиальное равновесное решение (Yi(t)=Y1

0, i=1,2,3), соответст-
вующее точке покоя (Y1,Y2,Y3, - точка покоя, если f(Y1,Y2,Y3) = 0), 
если характеристическое уравнение линеаризованной системы 

(14) 

( )

0det

,...,1,

0

1

0

=











−

∂
∂

=−
∂
∂

=

=

=
∑

i
K

YYK

i

n

K
KK

K

ii

i
Y
f

niYY
Y
f

dt
dY

λδ
 

( i
Kδ - символ Кронекера) имеет хотя бы один корень с по-

ложительной действительной частью. В нашем случае характе-
ристическим будет уравнение, относительно λ: 0

1

23 =
∂
∂

− λλ
Y
f , а 

решение этого уравнения 
1

2
3,21 ,0

Y
f

∂
∂

±== λλ .  Из вида функции 

f2 нетрудно заключить, что 0
1

2 >
∂
∂

Y
f . 

Наличие корня характеристического уравнения (14) с по-
ложительной действительной частью, свидетельствует о неус-
тойчивости системы дифференциальных уравнений (13), а, 
следовательно, и всей системы (6),(10),(11).  

Покажем теперь, что система (6),(10),(11) не является ус-
тойчивой и по правой части даже в простом случае, когда 
удельную электропроводность ПТЭ по толщине можно считать 
постоянной величиной: PТ(x)= PТ, а в электрохимической реак-
ции участвует один компонент. При этом внесение ошибки при 
вычислении JS(x) может привести к накоплению ошибки в реше-
нии E(х). Уравнение  

( )xJ
x

S
dx

Ed
Si∑








+=

жт
2

2 1
)(

1
χχν  

перепишем в виде: 
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( )∫ ∑







++=

x

Si dxxJ
x

S
dx
dE

dx
dE

0 жт

1
)(

1)0(
χχν . 

Обозначим  

( )∫ ∑ Φ=







++

x

Si ExdxxJ
x

S
dx
dE

0 жт

),(1
)(

1)0(
χχν ,  

то есть 
(15) ),( Ex

dx
dE

Φ=  

Пусть E(х) – точное решение уравнения (15), а )(~ xE  -  решение 
уравнения с ошибкой δФ в правой части: 

(16)  Φ+Φ= δ)~,(
~

Ex
dx
Ed

. 

Вычтем из (16) уравнение (15), получим: 

(17) Φ+Φ−Φ=
−

δ),()~,()~( ExEx
dx

EEd
. 

Из одной из теорем математического анализа следует 
( ) ( ) '),(~

,~,
EEx

dE
d

EE
ExEx

Φ=
Φ

=
−

Φ−Φ , 

где E некоторое промежуточное значение между Е и E~ . 
Тогда (17) можно записать в виде: 

Φδ+Φ−=
− ),()~()~( ' ExEE

dx
EEd

E
 

или 

)~(
),(

)~(
)~( '

EE
dxdxEx

EE
EEd

E −
Φ

+Φ=
−
− δ

. 

Полагая, не ограничивая общности, что EE −~ > 0, проин-
тегрируем последнее уравнение в пределах изменения х, то есть 
от 0 до L, получим после несложных преобразований: 
(18)
 

)
)()(~

1exp()),(exp())0()0(~()()(~
0

' dx
xExE

ExLEELELE
L

E ∫ −
×ΦΦ×−=− δ
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Предположим, что )()(~ xExE − ограниченная величина независи-
мо от значений L и Φδ , то есть MxExE ≤− )()(~ . Тогда получа-
ем неравенство: 

×≥− MxExE )()(~ )exp()),(exp( '

M
LExL E ×ΦΦ× δ , 

которое показывает, что EE −~ растет экспоненциально с 
ростом как L, так и *M. Получили противоречие, которое гово-
рит о том, что величина EE −~  может неограниченно возрастать 
с ростом L и *M. 

Для постановки и решения задачи оптимального математи-
ческого управления ОПЭ за счет выбора оптимальной зависи-
мости электропроводности электрода от координаты PТ(x), 
приведем систему дифференциальных уравнений, моделирую-
щих процесс электроосаждения n – компонент в стационарных 
условиях. При этом будем использовать систему обозначений, 
аналогичную (11), дополненную следующими выражениями: 

(19) 







+====

жТi

v
i

Mii

i
i

i
i G

Fuz
SD

FKz
j

B
RT

FzA
χχ
11;;;

,

0, ; 

( ) ( ) 0,
0

22 ; iiii CYxCxY == ++ , i=1,…,n;  
Получим систему из n+3 обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений первого порядка: 

(20) ( )3232112
1 ,,...,,, ++== nn YYYYYfY

dx
dY  
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( )( ) ( )( )( )
( )( )

( )323212
1 0

11
2

0
11

0
11

0,

33
2

2

,,...,,,
exp1

1expexp

))()((
)(

++
=

+

++

=
−





+

−−−−

+
+

−=

∑ nn

n

i
ii

i
i

iiii
i

Жnn

Ж

YYYYYf
YYAY

B
YYAYYAjG

xYxY
xuY

dx
dY

α

αα

χ
χ

( )( ) ( )( )( )
( )( )

( )323212

0
11

2

0
11

0
11

0,
2

,,...,,,

exp1

1expexp

+++

+

+

=

=


















−




+
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=

nni

ii
i

i

iiii
ii

i

YYYYYf

YYAY
B

YYAYYAjD
dx

dY

α

αα

( )323213
3 ,,...,,,)( +++

+ == nnn
n YYYYYfxu

dx
dY  

С граничными условиями:  
(21) ( ) ;02 IY Tρ=  ( ) ( ) ;0; 0

222 iiЖ YYILY ++ == ρ  ni ...,,1= ; 
)0()0( Т3 χ=+nY . 

Замена  )()( x
dx

dxu Тχ
= сделана нами из соображений упро-

щения расчетов. Нам представляется удобным считать искомой 

управляющей функцией функцию )()( x
dx

dxu Тχ
= . Зная величину 

)(x
dx

d Тχ  в каждой точке электрода и некоторое начальное зна-

чение, PТ(0) которое подбирается на начальной стадии оптими-
зации по методу, описанному в [26], легко рассчитать 

∫+=
x

Т
ТТ dx

dx
dx

0
)0()( χ

χχ . Введение в систему (20) дифференци-

ального уравнения относительно неизвестной функции 
( )xxY Тn χ=+ )(3  позволит нам в дальнейшем сформулировать 

задачу оптимального математического управления и использо-
вать для ее решения принцип максимума C.Л. Понтрягина.  

Таким образом, задача заключается в определении функции 
u(x), такой, чтобы решение уравнений (20)-(21) удовлетворяло 
критерию наилучшей равномерности распределения плотности 
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тока по толщине ПТЭ. В качестве критерия равномерности 
предлагается использовать следующий интегральный критерий: 

(22) ∫ ∑ →





 −= ++

L

nnSi dxuYYYYJ
L
I

0

2

3221 min),,,...,,(σ . 

Использование такого критерия предполагает решение за-
дачи по оптимизации равномерности процесса на ПТЭ по всем 
электроактивным компонентам процесса. В случае, когда необ-
ходимо добиться равномерности распределения парциальных 
плотностей тока и металла для отдельных компонентов элек-
тролита, во втором слагаемом под знаком интеграла должны 
суммироваться только интересующие нас плотности тока. 

Заметим, что задача оптимального управления (20)-(22) яв-
ляется некорректно поставленной [24], так как оптимизируемый 
функционал зависит только от фазовых переменных (Y1,…,Yn+3) 
и не зависит от свободной переменной х. Это обстоятельство, а 
также неустойчивость системы (20)-(21) по начальным данным 
и правой части требует при проведении расчетов контроля над 
поведением решения, особенно при больших значениях толщи-
ны электрода – L. 

МЕТОД РЕШЕНИЯ. 
Задачу (20)-(22) будем решать при помощи принципа мак-

симума Л. С. Понтрягина. Для этого, согласно методу,  добавим 
к системе (20)-(21) еще одно уравнение, соответствующее кри-
терию оптимального управления: 
(23)

 
( )323210

2

3221
0 ,,...,,,),,,...,,( ++++ =



 −= ∑ nnnnSi YYYYYfuYYYYJ
L
I

dx
dY

 
0)0( =Y . 

Далее, следуя принципу максимума, запишем сопряженную 
систему дифференциальных уравнений относительно вновь 
вводимых в рассмотрение функций ψi(х), i=0,…,n+3 с соответст-
вующими начальными условиями согласно следующим форму-
лам[24]: 
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(24) ∑
+

=
+=

∂
∂

−=
2

0
2,...,0,

n

j i

j
j

i ni
Y
f

dx
d

ψ
ψ ;  

( ) ( ) ( ) ( ) .0...;10 2210 ===== + LLL nψψψψ  
Функции fj имеют следующий вид: 

( )
2

3221323210 ),,,...,,(,,...,,, 



 −= ∑ ++++ uYYYYJ

L
IYYYYYf nnSinn

( ) 2323211 ,,...,,, YYYYYYf nn =++  

( )
( )( ) ( )( )( )

( )( )
∑
=

+

++
++

−
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−−−−

+
+

−=

n

i
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i

i

iiii
i

Жnn

Ж
nn
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YYAYYAjG
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xuYYYYYYf
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0
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0
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0,

33
2323212
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1expexp
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)(,,...,,,

α

αα

χ
χ

 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( ) 




















−







+

−−−−
=

+

+++
0

11
2

0
11

0
11

0,323212

exp1

1expexp,,...,,,
YYA

Y
B

YYAYYAjDYYYYYf

ii
i

i

iiii
iinni

α

αα

i=1,…,n )(),,...,,,( 323213 xuYYYYYf nnn =+++  

Нетрудно видеть, что выражения 
dx

d iψ  не сложны в вычисле-

нии, но получаются достаточно громоздкими и по этой причине 
их окончательный вид не приводится в данной работе. По той 
же причине мы опускаем окончательное выражение для функ-
ции Гамильтона, минимизация которой по управляющему воз-
действию u(x), позволяет рассчитывать оптимальное распреде-
ление электропроводности ПТЭ, как функции координаты по 
толщине электрода. При этом функция Гамильтона строится по 
формуле: 
(25)

∑
+

=
++ =

3

0
3030 ),,(),,())(),(),...,(),(),...,(,(

n

i
iiiinn uxfuYxxuxxxYxYxH ψψψψ
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Согласно принципу максимума С.Л. Понтрягина, если 
управление  
(26) miLxxxuuuuuu miim ,...,1,,0),(~~),~,...,~,~(~

021 =====  
и, соответственно, решения Yi(x) системы (20)-(21) доставляют 

минимум функционалу (22), то существуют решения )(xiψ  
системы (24) такие, что при каждом значении  Lx ≤≤0 , функ-
ция Гамильтона достигает в точке u~  максимума по всем u из 
допустимого пространства управлений.  

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ. 
Последняя теорема позволяет записать следующий итера-

ционный алгоритм решения задачи, использующий метод гра-
диентного спуска для минимизации функции Гамильтона. 

Предположим, что нами уже выполнены к итераций и оп-
ределены значения функции управления на к- том шаге миними-
зации ( )k

m
kkk uuuxu ...,,,)( 21= , где нижний индекс соответствует 

координате хi на электроде. Тогда (k+1) итерацию осуществим 
следующим образом: 

( )11
2

1
1

1 ...,,,)( ++++ = k
m

kkk uuuxu  вычисляем по формуле:  

(27) 
k

j

k
j

k
j

j
j
j

u
Huu 








∂
∂

+=+ λ1  mj ,...,1= . 

При этом частная производная 
u
H

∂
∂ нами предварительно ана-

литически вычислена, что не сложно было получить из выражения 
(25), однако аналитическое выражение градиента громоздко и здесь 
не приводится;  

При заданных значениях uk+1(x) интегрируем систему (20)-
(21); 

Используя найденные функции Yk+1, интегрируем систему 
(24), находим Rk+1; 
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Вычисляем функционал Fk+1  и сравниваем с.F k Должно 

выполняться kk σσ ≤+1 , в противном случае в формуле (27) 
уменьшаем значение λ и расчет повторяем; 

Вычисляем функцию H при известных значениях Yk+1 и 
Rk+1; 

По формуле (22) находим uk+2, и если оно отличается от uk+1 
на величину, большую некоторой заданной, продолжаем вычис-
лительный процесс по той же схеме, п. 1) – 6); 

если uk+2 и uk+1 отличаются мало, то процесс решения закан-
чивается. 

Искомую функцию распределения электропроводности 

твердой фазы ( )
dx

dYx n 3
Т

+=χ  считаем решением задачи опти-

мального выбора переменной электропроводности по толщине 
электрода. 

Очевидно, как и в большинстве задач оптимизации и опти-
мального управления, успех в решении практической задачи 
зависит от начального значения управляющего воздействия, 
которое мы находим в соответствии с методом, опубликован-
ным в работе [37]. 

Приведенный метод и алгоритм решения задачи оптималь-
ного управления достаточно сложен в реализации при проведе-
нии численных расчетов по причинам классической некоррект-
ности задачи, неустойчивости ее по правой части и начальным 
данным, указанным ранее. Кроме того, заметим, что система 
дифференциальных уравнений (6).(10),(11), являющаяся мате-
матической моделью рассматриваемого электрохимического 
процесса, представляет собой краевую задачу с граничными 
условиями, заданными как на левом, так и на правом конце 
интервала изменения свободной переменной процесса – коор-
динаты по толщине электрода. Это приводит при интегрирова-
нии системы к решению двухточечной граничной задачи мето-
дом «стрельбы», что естественно осложняет расчеты. 

Мы предлагаем существенное упрощение метода решения 
задачи оптимального управления с использованием принципа 
максимума С.Л. Понтрягина, которое продемонстрируем для 
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случая математического описания процесса извлечения на ОПЭ 
одного электроактивного компонента, то есть, когда n=1.  

Заметим, что минимум функционала (22), являющегося 
критерием оптимизации, не может быть отрицательным и в 
идеальном случае равен нулю. Предположим, что мы нашли 
оптимальное управление  u~ , при котором реализуются такие 
идеальные условия. Тогда решение задачи (19)-(21) будет таковым, 

что 
L
IJuYYYYJ СРnnSi ==++ ),,,...,,( 3221  и в соответствие с этим, 

систему (20),(21) можно записать в виде: 

(28) 

)(

))()((
)(
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4

3

44
2

2

2
1

0

xu
dx
dY

JD
dx
dY

GJ
xYxY

xuY
dx
dY

Y
dx
dY
dx
dY

cp

cp
Ж

Ж

=

⋅=

+
+

−=

=

=

χ
χ

 

С граничными условиями: 
(29) 0)0(0 =Y ; ( ) IY Tρ=02 ; ( ) ILY Жρ=2 ; 03 )0( CY = ; 

)0()0(4 TY χ= . 
Сопряженная система (24) примет вид: 

(30) 

( )2
44

22
4

3

44
2

2

10

))()((

0

))()((

0;1

Ж

Ж

Ж

Ж

xYxY
uY

dx
d
dx

d
xYxY

u
dx

d

χ+
χ

ψ−=
ψ

=
ψ
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χ

ψ=
ψ
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С граничными условиями:  
(31) ( ) ( ) 0;0;0;0;1 43210 ====−= LL ψψψψψ  

Функция Гамильтона запишется в виде: 

(32) u
xYxY

uYH
Ж

Ж
4

44
22 ))()((

ψ
χ

χ
ψ +








+

−=  

И, следовательно,  

(33) 4
44

22 ))()((
ψ

χ
χ

ψ +







+

−=
Ж

Ж

xYxY
Y

du
dH  

Таким образом, для выполнения пункта 2) алгоритма, необ-
ходимо решить систему уравнений: 

(34) 
)(

))()((
)(

4

44
2

2

xu
dx
dY

GJ
xYxY

xuY
dx
dY

СР
Ж

Ж

=

+
+

−=
χ

χ

 

А для выполнения пункта 3) алгоритма  - систему: 

(35) 

( )2
44

22
4

44
2

2

))()((

))()((

Ж

Ж

Ж

Ж

xYxY
uY

dx
d

xYxY
u

dx
d

χ
χ

ψ
ψ

χ
χ

ψ
ψ

+
−=

+
=  

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ. 

Экспериментальные исследования проводились для про-
цесса электроосаждения меди из сернокислого электролита 
состава (г/л): Cu – 0.16; H2SO4 – 25; (NH4)2SO4 – 80; объемом 
250 мл, циркулирующего между промежуточной емкостью и 
электролизером с проточным электродом из углеграфитовых 
волокнистых материалов (УВМ). Электроосаждение меди про-
водили в гальваностатических условиях. Катод толщиной 6 мм 
состоял из 5 слоев УВМ, анод – платиновая проволока, токо-
подвод – пластина из перфорированного титана, покрытая 
тонким слоем меди. Использовалась схема тыльной по отноше-
нию к противоэлектроду подачи раствора с тыльным токопод-
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водом (рис.1.). Массу металла, выделившегося на каждый слой, 
определяли по разнице массы слоя УВМ до и после электроли-
за. 

 
Рис. 1. Схема проточного объемно- пористого электрода 

При проведении экспериментальных исследований и расче-
тов были использованы проточные трехмерные электроды 
(ПТЭ) из УВМ, марки и свойства которых приведены в табл. 1. 

Таблица 1. Свойства углеродных волокнистых материалов 
Номер 

(№) 
мате-
риала 

Мате-
риал 

χт,  
См/см 

r,  
мкм 

Sν,  
см2/см

3 
ε ρ, 

г/см3 

1 КНМ 0,008 6,1 200 0,94 1,55 
2 АНМ 0,015 6,1 210 0,94 1,6 
3 НТМ-

100 0,076 5,4 250 0,93 1,7 
4 ВИНН-

250 0,101 4,5 270 0,93 1,8 
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5 ВИНН-
250-2 0,2 4,5 270 0,93 1,8 

6 Карбо-
нетка-
лон  
ТК-24 0,41 3,5 760 0,87 2 

7 ВНГ-50 0,46 6 280 0,92 1,9 
Параметры процесса были приняты следующими: v(0) = 0,4 

см/c; χЖ=0.1 См./см; I=0.05 A/см2. Электрохимические констан-
ты процесса, необходимые при проведении расчетов,  выбраны 
соответствующими справочным данным [29]. 

Результаты расчетов оптимального распределения электро-
проводности ПТЭ для некоторых промежуточных итераций 
приведены в таблице 2. 

Таблица 2. Распределение электропроводности (χТ) и соответ-
ствующее ему распределение металлического осадка (Рмет) по 
толщине ПТЭ на промежуточных итерациях оптимизации, 
Pmax/Pmin– критерий равномерности распределения осадка по 
толщине ПТЭ.  

Номер слоя электрода Обозначение 
итерации 1 2 3 4 5 

min

max

P
P  

χТ 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 I1 

Рмет 0.4 0.04 0.31 1.31 1.68 

42.00 

χТ 0.1 0.2 0.2 0.2 0.2 I2 

Рмет 0.86 0.43 0.74 1.42 1.7 

3.95 

χТ 0.01 0.2 0.2 0.2 0.4 I3 

Рмет 1.21 1.02 1.28 1.61 1.7 

1.72 

χТ 0.005 0.2 0.2 0.2 0.4 I4 

Рмет 1.22 1.05 1.28 1.61 1.7 

1.61 
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χТ 0.005 0.2 0.4 0.4 0.4 I5 

Рмет 1.26 1.14 1.4 1.65 1.71 

1.53 

χТ 0.005 0.2 0.4 0.4 0.2 I6 

Рмет 1.31 1.23 1.48 1.67 1.71 

1.42 

χТ 0.05 0.2 0.4 0.5 0.2 I7 

Рмет 1.33 1.28 1.51 1.68 1.71 

1.30 

χТ 0.05 0.4 0.5 0.6 0.15 ОПТ 

Рмет 1.43 1.43 1.6 1.7 1.71 

1.19 

χТ 0.08 0.46 0.46 0.46 0.2 НБ 

Рмет 1.35 1.30 1.53 1.68 1.72 

1.31 

χТ 0.08 0.015 0.076 0.21 0.46 Эр 

Рмет 1.35 1.63 1.73 1.72 1.67 

1.28 

χТ 0.08 0.015 0.076 0.21 0.46 Ээ 
Рмет 1.31 1.72 1.35 1.23 1.4 

1.39 

 
В данной таблице строка, соответствующая маркеру ОПТ – 

приближение, принятое за оптимальное распределение электро-
проводности. НБ – реальное распределение электропроводности 
наиболее близкое к оптимальному, которое можно получить из 
используемых в данной работе УВМ. Ээ – наилучшее распреде-
ление электропроводности, найденное экспериментальным 
путем. Эр – соответствующее наилучшему экспериментальному, 
расчетное распределение электропроводности.   

На рис. 2–4 приведены кривые распределения металличе-
ского осадка для итераций I1, I5  и ОПТ для различного времени 
течения процесса. 
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Рис. 2. Распределение медного осадка по толщине проточного 
трехмерного электрода. mмет/ mуг – отношение массы металла 

к массе углеграфитового электрода для итерации I1.  
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Рис. 3. Распределение медного осадка по толщине проточного 
трехмерного электрода. mмет/ mуг – отношение массы металла 

к массе углеграфитового электрода для итерации I5.  

 
Рис. 4. Распределение медного осадка по толщине проточного 
трехмерного электрода. mмет/ mуг – отношение массы металла 

к массе углеграфитового электрода для итерации ОПТ.  

Из результатов расчетов следует, что конечное распределе-
ние металлического осадка определяется распределением по-
тенциала и электропроводности по толщине проточного трех-
мерного электрода. Результаты, представленные на рис.2 – рис.4 
показывают,  что со временем течения процесса происходит 
существенное перераспределение тока на электроде. Это свиде-
тельствует о том, что задачу оптимизации процесса электрооса-
ждения металла на ПТЭ необходимо решать в динамике про-
цесса, т.е., как задачу оптимального математического 
управления. Например, начальный профиль распределения 
электропроводности существенно влияет на конечное распреде-
ление процесса в его финальной стадии, но равномерность 
распределения процесса по толщине ПТЭ в начальной стадии не 
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гарантирует равномерного распределения электроосаждения 
металла в финальной фазе процесса. 
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OPTIMISATION OF DISTRIBUTION OF CONDUCTIVITY 
OF A FLOWING THREE-DIMENSIONAL ELECTRODE, AS 
THE DECISION OF A PROBLEM OF OPTIMUM 
MATHEMATICAL MANAGEMENT 
 
Alexander Koshev, Penza State University of the Architecture and  
Building, Penza, Dr. Sci., professor (koshev@pguas.ru).  
Irina Gvozdeva,  Penza State University of the Architecture and  
Building, lecturer, Penza 
Valery Varentsov, Novosibirsk State Technical University, Dr. Sci 
 
Abstract: Management of the electrochemical reactor by criterion 
of uniformity of distribution of electroactive components on a thick-
ness of an electrode at the expense of a choice of conductivity of a 
basis changing on a thickness is considered. Statement of a problem 
of optimum control is made, ways of its decision are defined, the 
algorithm of the decision is resulted. Results of calculations and 
experimental researches are resulted 
 
Keywords: electrochemical system, porous electrode, mathe-
matical model, optimization, algorithm. 
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