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Рассматриваются математические модели сложных систем в 

виде стохастических дифференциальных уравнений с марков-

скими переключениями диффузионной составляющей. Прово-

дится экспериментальное сравнение применимости известных 

численных схем Эйлера, Мильштейна, Тейлора для аппроксима-

ции решения таких уравнений, их устойчивости, погрешности. 

Представлены результаты численного моделирования в среде 

Scilab.  
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Введение 

В последнее время гибридные системы, приводимые в дви-

жение непрерывными или дискретными во времени цепями 

Маркова привлекают большое внимание. Такие системы исполь-

зуются для моделирования многих практических систем, которые 

могут испытывать резкие изменения в своей структуре и пара-

метрах, вызванных явлениями типа повреждения или отказа 

компонент, влекущих изменения взаимосвязи подсистем, и рез-
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ких волнений окружающей среды. Системы с переключаемыми 

диффузиями особенно привлекают внимание в области управле-

ния и оптимизации. 

Математические модели таких систем представляют собой 

системы стохастических дифференциальных уравнений (СДУ) со 

скачкообразными изменениями диффузионной составляющей. 

Для решения практических задач необходимы различные методы 

аппроксимации решения дифференциальных уравнений с пере-

ключениями. В работах [7], [8] рассмотрена возможность приме-

нения и сходимость схемы Эйлера к решению таких уравнений. 

В работе [5] для аппроксимации решений СДУ с марковскими 

переключениями используется схема среднеквадратичного по-

рядка точности 1.5, основанная на стохастических аналогах 

формулы Тейлора. 

Все авторы работ по численному моделированию отмечают, 

что сходимость численной схемы не является гарантией, что 

схема может использоваться эффективно в практическом моде-

лировании. Неустойчивость схемы может сделать ее бесполезной 

для решения практических задач. Известно [4], что даже для 

численно устойчивой схемы при увеличении промежутка интег-

рирования ошибка численной схемы может расти и превышать 

допустимые пределы, хотя теоретически она остается ограничен-

ной. Эта проблема становится особенно актуальной в тех задачах, 

где промежуток интегрирования  Tt ,0  заранее не известен, 

например, при моделировании момента первого выхода.  

Поставим цель проведения компьютерных экспериментов с 

известными схемами Эйлера, Мильштейна, Тейлора (Платена) 

для стохастических систем, представленными в новом виде с 

переключаемой компонентой, чтобы сравнить их точность, ус-

тойчивость, возможность применения к решению СДУ с марков-

скими перелючениями. Будем использовать теорию и методы из 

работы [8], а также некоторые теоретические сведения из [4], [1], 

[2]. 
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1. Предварительные сведения 

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение в 
форме Ито 
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Схема Эйлера - это самая простая сильная аппроксимация, из 
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Для заданной временной дискретизации 

Tt Nn   .......100  на интервале ],[ 0 Tt  аппрокси-

мация Эйлера есть непрерывный во времени стохастический 

процесс  TtttYY  0),( , удовлетворяющий итерационной 

схеме 
(2) nnnn baYY 1 ,  

в 1-размерном случае c = d = 1, где nnn

n

n

dt 




 


1

1

 есть длина 

временного подынтервала дискретизации ],[ 1 nn    и  



 

Управление большими системами. Выпуск  

 4 







1

1

n

n

nntn d




   есть ),0( nN   распределенных прираще-

ний винеровского процесса ω на ],[ 1 nn   . 

Для общего многомерного случая (c, d = 1, 2...) k -
компонентная схема Эйлера  имеет форму (3), где (4) – ),0( nN   
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Если в 1-размерном случае (c = d = 1) добавить к схеме Эй-

лера (3) член    nnbbIbb  2
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В общем многомерном случае (с, d = 1, 2... ) k -

компонентная схема Мильштейна имеет форму 
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если используется повторный интеграл Стратоновича  21 , jjJ . 

При 21 jj   имеем     n
j

njjI 
2

,
1

1,1 2

1
  и    2,

1

11 2

1 j
njjJ  . С 

другой стороны, при 21 jj   мы имеем .),(),( 2121 jjjj IJ   

При включении слагаемых большего порядка ряда Тейлора - 

Ито в независимом 1-размерном случае (c = d = 1), мы получим 

строгую схему Тейлора (Платена) порядка 1.5 
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2. Постановка задачи 

Пусть  PF,,  – вероятностное пространство, tF , 

Tttt  00  – неубывающее семейство σ – подалгебр F, )(r , r 

= 1, … , d – независимые винеровские процессы. Пусть M = {1, 

…, m} – конечное множество. 

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение с 

марковскими переключениями в форме 
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где )(t  - однородный марковский процесс со счетным множест-

вом состояний M, 00 )0(,)0( xXu  . 

(11)    )()(),(),(,)( hohtqtsssxutlhtP ul   , lu  , 

где ntx )( ,   nn Ma  :,  и   nnn M  :, . 
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Предполагается, что функции f(β(t), x(t)) и ))(),(( txtr   оп-

ределены при ],[ 00 Tttt  , nx   и удовлетворяют следующим 

условиям: 

условию Липшица при всех при всех ],[ 00 Tttt  , nx  , 

ny  , Mu : 

(12) yxKyuxuyuaxua  ),(),(),(),(  , а также 

(13) )1(),(),( xKxuxua   , 

(14) функция a(β(t), x(t)) и все ее первые и вторые производные-

непрерывны; функции ))(),(( txtr   непрерывны и дважды 

непрерывно дифференцируемы; функции a(β(t), x(t)) и 

))(),(( txtr   равномерно ограничены (чтобы выполнялось 

условие Липшица), а указанные выше производные растут 

по x при x  не быстрее линейной функции от |x|.  

В 1-размерном случае представим схему Эйлера в виде: 
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(15) nnnn xxaYY   ),(),(1 , где )(t  , )(txx  . 

Определим стандартный винеровский процесс 

 0),(  tt  как непрерывный гауссовский процесс с незави-

симым приращением    kk tt   1 , ω(0) = 0, E(ω(t)) = 0, 

σ(ω(t)-ω(s)) = t - s, где ts 0 . 

Для практических моделирований определяем (см. [1], [4], 

[5], [8])   , где  - гауссовская переменная. 
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где )(t  , )(txx  . 

Перепишем (19) в виде 
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 (см. [5]) 

Стандартный винеровский процесс состоит из очень боль-
шого числа случайных переменных. Однако возможно предста-
вить его на любом ограниченном интервале [0, T] в терминах 
только множества исчисляемых независимых гауссовских слу-
чайных переменных.  

Используя леммы, доказанные Мильштейном и Обобщен-

ную теорему Платена (см. [5]), можно установить среднеквадра-

тичную сходимость схем (16), (18), (20) к решению уравнения 

(10) при выполнении условий (12), (13), (14) соответственно 

порядка точности 1/2, 1, 3/2. 
Далее рассмотрим вопросы применения схем (16), (18), (20) 

к решению стохастических дифференциальных уравнений с 
марковскими переключениями, используя компьютерные экспе-
рименты, также оценим их устойчивость. 
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3. Теория постановки компьютерных 

экспериментов 

Пусть ,...1,0, pYp - дискретная аппроксимация решения 

стохастического дифференциального уравнения Ито (1), которая 

стартует в момент 0t  из точки 0Y . Через ,...1,0,  pYp  обозначим 

эту же дискретную аппроксимацию, но стартующую в момент 0t  

из точки 0Y  . Выберем некоторый конечный промежуток интег-

рирования  Tt ,0  и покроем его сеткой   TN

jj 0
 , такой что 

Tt
TN   ...100 , jj

Nj T

  


1
0
max . 

Для любого ],[ 0 Ttt определим натуральное число tN  сле-

дующим образом: 

 tjN j
j

t  :max . [4] 

Определение 1. Будем говорить, что дискретная аппрок-

симация ,...1,0, pYp  стохастически численно устойчива для 

данного стохастического дифференциального уравнения, если 

для любого конечного интервала  Tt ,0  существует такое по-

стоянное число 00  , что 0  и  0,0   выполняется 

условие: 

(21)   0suplim
0

00 0





tt NN
TttYY

YYP .  [4] 

Известно [4], что даже для численно устойчивой схемы при 

увеличении промежутка интегрирования ошибка численной 

схемы может расти и превышать допустимые пределы, хотя 

теоретически она остается ограниченной. Однако в ряде случаев 

удается гарантировать выполнение требуемого ограничения 

сверху на ошибку численного метода. Как правило, достижение 

этого происходит за счет выбора подходящего шага интегриро-

вания, параметров численной схемы и промежутка интегрирова-

ния. Существенную роль в устойчивости численных методов 

также играют особенности конкретных стохастических диффе-

ренциальных уравнений, к которым эти методы применяются. [1] 
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Критерий абсолютной погрешности. 

Для определения качества аппроксимации систем с дискрет-
ным временем нужен критерий. Такой критерий должен отражать 
главную цель практических моделирований. Есть два основных 
типа задач, связанных с моделированием решений стохастиче-
ских дифференциальных уравнений. Первое встречается в ситуа-
циях, где требуется хорошее приближение, например в прямых 
моделированиях, фильтрации или тестировании статистических 
оценок. Во втором случае интерес сосредотачивается на прибли-
жении математических ожиданий функционалов процессов Ито, 
их вероятностных распределений и моментов. Это уместно во 
многих практических задачах, потому что часто такие функцио-
налы не могут быть определены аналитически. [8] 

Критерий абсолютной погрешности есть математическое 
ожидание модуля разности между приближением и процессом 
Ито в момент T, что есть 

(22)  )(TYXE T   

и что дает меру приближения на конце временного интервала 

 T,0 . 

Можно получить статистическую оценку абсолютной по-

грешности, используя компьютерные эксперименты.  

Для этого моделируются N типовых траекторий процесса 

Ито и их приближений, соответствующих тем же самым типовым 

траекториям винеровского процесса, построенных с испольова-

нием той или иной численной схемы.  

Будем отмечать в момент T значения k–ых моделируемых 

траекторий как kTX ,  и kTY ,  соответственно, и оценивать абсо-

лютную погрешность как статистическую величину 

(23) 



N

k
ktkT YX

N 1
,,

1
̂    [8] 

Доверительные интервалы для абсолютной погрешности. 

Для больших N, как известно из Центральной Предельной 
Теоремы, погрешность ̂ ведет себя асимптотически как гауссов-
ская случайная величина и сходится в распределении к неслучай-
ному математическому ожиданию   абсолютного значения 
погрешности при N . 
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Невозможно воспроизвести бесконечное число траекторий. 

Однако можно оценить среднее отклонение 2ˆ
 от ̂  и затем 

использовать это, чтобы построить доверительный интервал для 

абсолютной погрешности  . Для этого нужно моделировать М 

партий по N значений в каждой и оценивать отклонение от ̂  

следующим образом. Обозначим как jkTY ,,  значение k-й воспро-

изведенной  траектории в j-партии в момент времени T и как 

jkTX ,,  соответствующее значение процесса Ито. Усредненные 

погрешности 

(24) 



N

k
jkTjkTj YX

N 1
,,,,

1
̂  

из M партий (j = 1, 2, ..., M) являются тогда независимыми и 
приближенно гауссовскими для больших N.  

Будем вычислять погрешности в каждой партии, потому что 
тогда мы можем тогда использовать Student t-распределение для 
построения доверительных интервалов сумм независимых гаус-
совских случайных величин (или приближенно гауссовских) с 
неизвестной дисперсией.  

В частности мы оцениваем средние величины для партий 

(25) 
 


M

j

N

k
jktjkT

M

j
j YX

NMM 1 1
,,,,

1

1
ˆ

1
ˆ   

и затем используем формулу 

(26)  






M

j
j

M 1

22 ˆˆ
1

1
ˆ    

чтобы оценивать дисперсию для найденных средних величин 
партий. Эксперименты показали, что средние числа партий могут 
интерпретироваться как являющиеся гауссовскими для партий 
размером N > 15; но обычно используют N = 100.  
Для Student t-распределения с M-1 степенями свободы 100(1-α)% 
доверительный интервал имеет вид 

(27)   ˆˆ,ˆˆ   с  

(28) 
M

t M

2

1,1

ˆ
ˆ 
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где значение 1,1  Mt   определяется из Student t-распределения с 

M-1 степенями свободы. Для M=20 и 1.0 , мы имеем 

73.11,1  Mt   из таблицы. В этом случае абсолютная погреш-

ность   попадет в соответствующий доверительный интервал 

(27) с вероятностью 9.01  .  

Результаты экспериментов показывают, что длина довери-
тельного интервала для абсолютной ошибки уменьшается с 
увеличением числа партий. Фактически, это предсказано форму-
лой (28), из которой видно, что нужно увеличивать число партий 
в четыре раза при делении пополам доверительного интервала. 
Так как длина ̂2 доверительного интервала обратно пропор-
циональна квадратному корню числа партий М, необходимое 
число партий для выбранного доверительного интервала доста-
точно маленькой длины может быть очень большим. Следова-
тельно, нужно решать, какая точность действительно необходима 
для решения конкретной проблемы. [8] 

Более подробную информацию о построении доверительно-
го интервала можно посмотреть в [8]. 

Зависимость абсолютной погрешности от размера шага. 

Размер шага, конечно, имеет влияние на величину абсолют-

ной погрешности. Это видно более явно, если построить зависи-

мость 2log  от 2log . Известно, что функция  Af )(  

становится линейной в логарифмических координатах, и выпол-

няется  aaa Af loglog)(log   для логарифмов с основани-

ем 1a . В сравнительных исследованиях удобно выбирать шаг в 

форме ka  для k = 1,2,… и a>1. [8] 

Далее поставим задачу проведения компьютерных экспери-

ментов по исследованию устойчивости численных схем (16), (18), 

(20), используя изложенные выше практические методы. 

4. Пример 

Пример 1. 

Рассмотрим процесс Ито }0,{  tXX t , удовлетворяющий 

линейному стохастическому уравнению 
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(29) tttttttt dXXgdtXXfdX  ),(),(  , 

на временном интервале [0, T] при T = 1, 10 X . 

M = {1, 2…m}- число состояний марковской цепи, Q – матрица 

интенсивностей, P – матрица переходных вероятностей, P = I + 

Q∆, где I – единичная матрица (см. [5], [7]) 

(30) 
















 tttttttt xgtxgxfXX  ),(),(

2

1
),(exp 2

0 . 

есть решение уравнения для ],0[ Tt  и данного винеровского 

процесса }0,{  tt . 

Чтобы смоделировать линейно интерполированную траекто-

рию аппроксимаций (16), (18), (20) зададим начальное значение 

00 XY   и будем рекурсивно генерировать значения NY  с рав-

ным значением шага ∆. 

Будем моделировать 20 партий по n=100 траекторий в каж-

дой. В партиях оцениваем погрешность на каждом шаге, соглас-

но (24), среднюю погрешность среди 100 траекторий (25) (в 

программе обозначено eps), а затем среднее значение погрешно-

сти из 20 партий (27) (average). Одновременно будем оценивать 

дисперсию для найденных средних величин партий, которая 

включается в формулу (28) для нахождения половины длины 

90% конфиденциального интервала (differ).  

Расчеты будем проводить для разного размера шага дискре-

тизации. Кроме того, учитывая переключаемый характер диффу-

зионного процесса, экспериментально проследим, насколько 

устойчива та или иная схема к колебаниям коэффициентов в 

уравнении (27), изменению матрицы переходов, увеличению или 

уменьшению интервала дискретизации. 

Случай 1. 

Пусть f(βt, xt) принимает 4 значения -  4321 ,,,  , соответ-

ствующие состояниям марковской цепи. Положим α1=1.5, значе-

ния α2, α3, α4 будут изменяться в ходе эксперимента.  

g(βt, xt) принимает значения -  4321 ,,,  . Положим λ1=0.1, 

значения λ2, λ3, λ4 будут изменяться в ходе эксперимента.  
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Будем полагать, что начальному моменту времени соответ-

ствуют значения α1 и λ1. 

1. α2 = 0.2;  α3 = 0.4;  α4 = 0.3;      λ2 = 0.5;   λ3 = 0.7;   λ4 = 0.8; 

P=





















5.005.00

06.04.00

07.003.0

7.003.00

; временной интервал [0; T]  

 

Рис. 1. Аппроксимаия Эйлера yt1 и точное решение xt при ∆=0.2 

на интервале [0, 1] 

 

Рис. 2. Аппроксимация Мильштейна (синяя кривая) 

 

Рис. 3. Аппроксимация Тейлора 1.5 (зеленая кривая); марковская 

цепь 
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Рис. 4. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала аппроксимации Эйлера, 

Мильштейна, Тейлора при ∆=0.1; 0.2 (T=1.1; 1) 

2. α2 = 13α1;  α3 = 0.4α1;  α4 = 5α1;  

λ2 = 0.05λ1;   λ3 = 10λ1;   λ4 = 7λ1; 

∆=0.002; 0.001; 0.0005;   T=0.01;  

 

Рис. 5. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала  

 

Рис. 6. Зависимость ошибки от величины шага для всех трех 

методов ( 2log  от 2log )
 

3. α2 = 13α1;  α3 = 0.4α1;  α4 = 50α1;  

λ2 = 0.05λ1;   λ3 = 10λ1;   λ4 = 7λ1; 

∆=0.003; 0.0015; 0.00075;   T=0.01; 
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Рис. 7. Среднее значение абсолютной ошибки и половина 

длины конфиденциального интервала 

 

Рис. 8. Точное решение и аппроксимация Мильштейна при 

∆=0.00075 

 

Рис. 9. Среднее значение абсолютной ошибки последней партии 

трех методов 

Все методы работают практически равноценно. В таких 

случаях целесообразно использовать метод Эйлера. Схема его 

очень проста и точность вычислений достаточна. Вторые произ-

водные равны нулю, поэтому схема Тейлора приближается к 
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схеме Мильштейна, которая в свою очередь отличается от схемы 

Эйлера только одним слагаемым. 

Все три схемы устойчивы в случаях колебаний коэффици-

ентов относительно некоторого значения. 

Случай 2. 

f(βt, xt) принимает два значения -  21, , соответствующие 

первому и второму состоянию марковской цепи. g(βt, xt) прини-

мает два значения -  21, .  

Далее рассмотрим состояние – зависимую модель переключений. 

Пусть   mmnQ  : - ограниченная и непрерывная функция. 

  mm
ul xqxQ  ))(( для каждого x, 0)( xqul  при lu  , 





m

l
ul xq

1

0)( для каждого Mu . 

1. Q=


















xx

xx

sin3sin3

coscos 22

; P=I+Q∆; 

α1 = 2+ sin(x); α2 = 1 + sin(x)cos(x);  λ1 = 0.2; λ2 = 0.8; 

  

Рис. 10. Аппроксимаия Тейлора 1.5 yt  при ∆=0.15 (T=1) 
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Рис. 11. Аппроксимаия Эйлера yt и точное решение xt ∆=0.02 

(T=0.4); марковская цепь 

 

Рис. 12. Аппроксимаия Тейлора 1.5 yt и точное решение xt 

∆=0.002 (T=0.03); марковская цепь 

 

Рис. 13. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала аппроксимаций Эйлера, 

Мильштейна, Тейлора при ∆=0.3; 0.15 (T=1) 
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Рис. 14. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆=0.04; 0.02 (T=0.4) 

2. Q=


















xx

xx
22

22

cos10cos10

cos5cos5
; P=I+Q∆; 

α1 = 20+ cos
2
(x);    α2 = sin(x) + 5cos(2x);    λ1 = 0.2;    λ2 = 0.08; 

 
Рис. 15. Аппроксимаия Эйлера yt и точное решение xt ∆=0.001 

(T=0.01); марковская цепь 

 
Рис. 16. Аппроксимаия Мильштейна yt и точное решение xt 

∆=0.001 (T=0.01); марковская цепь 
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Рис. 17. Аппроксимация Тейлора 1.5 и точное решение уравнения 

Случай 3.  

1. 































xx

xx

xx

xx

Q

cos700cos7

02cos2cos0

cos0cos0

0sin50sin5
22

 

α1 = 3sin(x);    α2 = 2+cos(x);     α3 = -6sin(2x);    α4 = 0.2x
2
;  

λ1 = 0.2x;    λ2 = 0.07x;    λ3 = 2x
2
;    λ4 = 0.8x; 

 

Рис. 18. Аппроксимация Мильштейна при ∆ = 0.01; (T = 0.1) 

α1 = sin(x);    α2 = 1+cos(x);     α3 = 2sin(2x);    α4 = 0.2x
2
;  

λ1 = 0.2x;    λ2 = 0.7x;    λ3 = 0.1x
2
;    λ4 = 0.5x; 
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Рис. 19. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆ = 0.1; 0.05; 0.025; 0.0125 (T 

= 0.5; 0.25; 0.125; 0.0625) 

 

Рис. 20. ∆ = 10
-1

; 10
-2

; 10
-3

; 10
-4

 (T = 1; 0.1; 0.01; 0.001) 

 

Рис. 21. Зависимость погрешности от размера шага дискрети-

зации ∆ = 2
-2

; 2
-3

; 2
-4

;2
-5

 (T=1) 

 

Рис. 22. Аппроксимация Эйлера при ∆ = 0.1; (T = 1) 
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Рис. 23. Аппроксимация Тейлора и точное решение ∆ = 2
-5

 (T=1) 

α1 = sin(2x);    α2 = 1+cos(x);     α3 = 2+sin(2x);    α4 = 0.9x;  

λ1 = 0.2x;    λ2 = 0.7x;    λ3 = 0.1x;    λ4 = 0.05x; 

 

Рис. 24. ∆ = 0.1; 0.01; 0.001 (T = 1; 0.1; 0.01) 

 

Рис. 25. ∆ = 0.2; 0.02; 0.002 (T = 1; 0.1; 0.01) 
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Рис. 26. ∆ = 0.02; 0.002; среднее значение абсолютной ошибки 

партии трех методов ∆ =  0.002 

Многочисленные эксперименты показали, что оптимальным 

является следующий выбор шага дискретизации: 

Таблица 1. Выбор шага дискретизации для оптимального ре-

зультата моделирования решения 

T 1 0.1 0.2 0.3 0.01 и т. д. 

∆ 0.1 0.01 0.02 0.03 0.001  

т. е. 10 шагов на интервале 

2. 































xx

xx

xx

xx

Q

cos7cos700

02cos2cos0

00coscos

0sin50sin5
22

 

α1 = 2+sin(x);    α2 = 1+cos(x);     α3 = 3cos
2
(2x);    α4 = sin(4x);  

λ1 = 0.5;    λ2 = 0.3;    λ3 = 0.2;    λ4 = 0.7; 

 

Рис. 27. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆ = 0.4; 0.2; 0.1; 0.05 (T = ti) 
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Рис. 28. Аппроксимация Эйлера yt1 (∆ = 0.05;T = 1) 

Изменим значения:   λ1 = 0.5;    λ2 = 3;    λ3 = 0.2;    λ4 = 0.007; 

 
Рис. 29. ∆ = 0.02; 0.01 (T = 0.2) 

 

Рис. 30. Аппроксимация Тейлора  (∆ = 0.01; T = 0.2) 
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Рис. 31. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆ = 0.1; 0.02 (T = 1;  0.2) 

 

Рис. 32. Аппроксимация Эйлера  (∆ = 0.02; T = 0.2) 

λ1 = 0.05;    λ2 = 8;    λ3 = 0.2;    λ4 = 0.007; 

 
Рис. 33. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆ = 0.1; 0.02; 0.004; 0.0008  

(T = 1; 0.2; 0.04; 0.008); средняя погрешность в партии при 

∆=0.0008 
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Рис. 34. Аппроксимация Эйлера  (∆ = 0.0008; T = 0.008) 

λ1 = 0.01;    λ2 = 0.09;    λ3 = 0.7;    λ4 = 0.8; 

 

Рис. 35. ∆ = 0.001; 0.002;0.004; 0.008 (T = 0.02) 

α1 = sin(x);    α2 = -4cos(x);     α3 = 3cos
2
(x);    α4 = cos(2x);  

λ1 = 0.2;    λ2 = (3+0.1x);    λ3 = 0.7;    λ4 = 0.8; 

 

Рис. 36. ∆ = 0.01; 0.02;  величина средней погрешности в партии 

∆=0.02 
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Рис. 37. Аппроксимация Мильштейна при ∆=0.02 

α1 = sin(x);    α2 = -4cos(x);     α3 = 3sin
2
(x);    α4 = cos(2x);  

λ1 = 0.2;    λ2 = (3+0.1x);    λ3 = 0.7x;    λ4 = 0.8; 

 

Рис. 38. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆ = 0.1; 0.2 

 

Рис. 39. Аппроксимация Мильштейна при  ∆=0.02 (T=0.1)  
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Рис. 40. Аппроксимация Эйлера при  ∆=0.2 (T=0.6) 

Очень хорошие результаты при моделировании решений 

СДУ с марковскими переключениями показало использование 

схемы Мильштейна. Она более устойчива, чем схема Тейлора, но 

дает во многих случаях намного лучшую точность вычислений, 

чем схема Эйлера. Кроме того, схема (18) намного более проста, 

чем схема Тейлора порядка 1.5, при ее использовании требуется 

вычисление только одной производной. Схему Тейлора целесо-

обрзано применять для повышенной точности вычислений на 

малых временных интервалах. Схема Эйлера является более 

устойчивой при увеличении интервала. 

Пример 2.  

Рассмотрим процесс Ито }0,{  tXX t , удовлетворяющий 

линейному стохастическому уравнению 

(31) 21 ),(),(),( ttttttttt dXdXgdtXfdX    

на временном интервале [0, T], 10 X . 

(32)  21
0 ),(),(exp ttttttt XXghtXX   , 

где )),(),((5.0),( 22
tttttt XXgXfh     

есть решение уравнения для ],0[ Tt ; 1  и 2  - два независи-

мых стандартных винеровских процесса. 
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Для решения данной задачи будем использовать аппрокси-

мации Эйлера и Мильштейна в виде (16), (18). Схема Тейлора в 

этом случае становится очень сложной для разложения. 

Пусть f(βt, xt) принимает 2 значения. Положим α1 = -0.5, зна-

чение α2, будет изменяться в ходе эксперимента.  

g(βt, xt) принимает значения -  21, . Положим λ1 = 1, значение 

λ2, будет изменяться в ходе эксперимента.  

η(βt, xt) принимает значения -  21 , . Положим ν1 = 1, значение 

ν2, будет изменяться в ходе эксперимента. 

Будем полагать, что начальному моменту времени соответ-

ствуют значения α1 и λ1, ν1. 

1. α2 = 60α1;  λ2 = 40λ1; ν2 = 8ν1;    P= 








8.02.0

6.04.0
 

 

Рис. 41. Зависимость погрешности от размера шага дискрети-

зации ∆ = 0.1; 0.05; 0.025; 0.0125 (T = 0.5; 0.25; 0.125; 0.0625) 

 

Рис. 42. Аппроксимация Мильштейна и точное решение (∆ = 

0.0125) 
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2. α1 = 3cos
2
(x); λ1 = 1;   ν1 = 1; 

α2 = 2 + 5sin(x); λ2 = 4λ1; ν2 = 0.08ν1; 

Q=


















xx

xx
22

22

cos10cos10

cos5cos5
;  

 

Рис. 43. Аппроксимация Эйлера и точное решение (∆ = 0.0125) 

 

Рис. 47. Среднее значение абсолютной ошибки и половина длины 

конфиденциального интервала при ∆ = 0.1; 0.05; 0.025; 0.0125 (T 

= 0.5; 0.25; 0.125; 0.0625) 

5. Заключение 

Известные численные схемы Эйлера, Мильштейна, Тейлора 

для стохастических систем можно использовать для 

моделирования диффузионных процессов с марковскими 

переключениями, если представить их в виде (16), (18), (20). 

Причем данные схемы позвляют моделировать как 

переключамые процессы, в которых переключаемая фнкция 

зависит от времени, так и состояние – зависимый механизм 

перключений. 
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Эксперименты подтвердили сходимость численных схем 

(16), (18), (20) к решению СДУ с марковскими переключениями 

при выполнении некоторых условий ограничения, 

накладываемых на функции, являющие коэффициентами в 

уравнении, содержащими переключаемую компоненту, и сам 

процесс переключений.  

Все три схемы хорошо работают, если коэффициенты 

))(),(( txxa  и ))(),(( txx  меняются в пределах некоторого 

значения.  

Точность метода Тейлора выше при решении многих задач, 

но методы Эйлера и Мильштейна также могут иметь применение, 

особенно метод Мильтейна, схема которого проста, но 

эффективность высока. 

Как показали эксперименты, с уменьшением размера шага 

дискретизации приходится уменьшать длину временного интер-

вала [0, T], иначе накапливаемая ошибка численной схемы пре-

вышает допустимые значения, и устойчивость схем сразу нару-

шается. Накопление ошибки происходит из-за того, что на 

каждом шаге винеровский процесс получает некоторое прира-

щение, и соответственно, при малом размере шага и относитель-

но большой длине временного интервала приращение ∆ω стано-

вится настолько большим, что не компенсируется малым 

размером шага ∆, как предполагалось в теоретических исследо-

ваниях.  

Еще раз отметим, что при численном решении в модели с 

переключением, которое зависит от фазового состояния, момен-

ты переключения и состояния после него, тоже определяются 

приближенно. При этом возникает ряд вопросов по поводу опре-

деления того, как приближенное решение отличается от точного 

и что считать точным решением. В данной статье получены 

лишь приближенные статистические оценки на основе экспери-

ментальных данных. 

Что касается устойчивости при увеличении временных иен-

тервалов, значительно лучшие результаты показали неявные 

методы со встроенными в них переключаемыми компонентами, 

о чем невозможно рассказать в рамках одной статьи.  
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Отметим, что для решения практических задач, в частности 

уравнений математической физики, часто усиленных трудностя-

ми решения краевой задачи, решения стохастических дифферен-

циаьных уравнений выступают в качестве характеристик. Поэто-

му исторически строились методы разного порядка точности, 

вовлекающие информацию о винеровских процессах. Если моде-

лирование решений системы СДУ предназначено для примене-

ния методов Монте-Карло, то совсем не обязательно решать 

весьма сложную задачу отыскания среднеквадратичных прибли-

жений. Как отмечает Мильштейн Г.Н., для многих задач матема-

тической физики нужно лишь, чтобы математическое ожидание 

))(( tXEf  было близко ))(( tXEf для достаточно широкого класса 

функций f, т. е. чтобы приближение )(tX  было близко к )(tX  в 

слабом смысле. В связи с этим слабые аппроксимации также 

представляют интерес в возможности их использования для 

решений СДУ с марковскими переключениями. 
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