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В статье предложены групповые алгебраические операции над 

нечеткими числами – операции, при применении которых не-

четкие числа образуют абелевы группы по операциям сложения 

и умножения. Показано, что применение групповых алгебраиче-

ских операций при нечетком моделировании, в ряде случаев, 

позволяет получить результаты лучше согласующиеся с прак-

тикой, чем те которые получены с применением традиционных 

нечетких чисел. В частности, позволяет преодолеть, так 

называемый, эффект  завышения неопределенности, когда 

полученный при выполнении последовательности алгебраиче-

ских операций результат является значительно более неопре-

деленным, чем это может следовать из исходных данных.  
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1. Введение 

Математическое моделирование сложных систем с при-

менением аппарата теории нечетких множеств и нечеткой логи-

ки, обычно, требует выполнения большого объема операций над 

нечеткими числами. В целях снижения объема вычислений при 
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применении теории нечетких множеств используются нечеткие 

LR-числа [1, 4]. 

Нечеткое LR-число А с модой a задается с помощью 

функции принадлежности  следующим образом: 
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где a – мода, 0,  – левый и правый коэффициенты нечет-

кости. 
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При заданных LR-функциях число А задается тройкой 

А=(a, α, β)LR.  

Для того чтобы обычные четкие числа могли участво-

вать в арифметике нечетких чисел LR-типа, при α=0 и β=0 при-

нимается 
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Такое определение соответствует числам с нулевыми ко-

эффициентами нечеткости А=(a, 0, 0)LR  – обычным четким 

числам.  

Традиционно арифметические операции над нечеткими 

LR-числами при малых значениях коэффициентов нечеткости 

, , ,  определяются следующим образом [1, 4]: 
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LRLR mm ),,(),,(  – противоположный элемент, 
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Нулевой элемент для нечетких чисел определяется как 

LR)0,0,0(0
~

. 

Единичный элемент  –   LR)0,0,1(1
~

. 

Как легко убедиться, нечеткие числа, определяемые тра-

диционным образом, не являются полем, в частности: 

0
~

)~(~ aa  – не являются абелевой группой по операции 

сложение; 

1
~~~ 1aa – не являются абелевой группой по операции 

умножение [3]. 

В статье предложены групповые алгебраические опера-

ции над нечеткими числами – операции, при применении кото-

рых нечеткие числа образуют абелевы группы по операциям 

сложения и умножения. Показано, что применение групповых 

алгебраических операций при нечетком моделировании, в ряде 

случаев, позволяет получить результаты лучше согласующиеся 

с практикой, чем те которые получены с применением традици-

онных нечетких чисел. В частности, позволяет преодолеть, так 

называемый, эффект  завышения неопределенности, когда 

полученный при выполнении последовательности алгебраиче-

ских операций результат является значительно более неопреде-

ленным, чем это может следовать из исходных данных.  
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2. Групповые арифметические операции над 

нечеткими числами 

Введем в рассмотрение так называемые групповые опера-

ции над нечеткими числами LR-типа, для чего определим про-

тивоположные и обратные элементы следующим образом: 

LRLR mm ),,(),,(  – противоположный элемент, 

0,,,
1

),,(
22

1 m
mmт

m
LR

LR – обратный элемент. 

Очевидно, при таком определении противоположного и 

обратного элементов будут выполняться аксиомы поля: 

0
~

)~(~ aa     и  1
~~~ 1aa , т.е. нечеткие числа будут об-

разовывать группы по операциям сложения и умножения. 

В дальнейшем нечеткие числа LR-типа с введенными вы-

ше противоположным и обратным элементами будут называться 

групповыми, а описанные в литературе [1, 4] – традиционными. 

Характерной особенностью групповых нечетких чисел 

является то обстоятельство, что противоположный и обратный 

элементы имеют отрицательную нечеткость, т.е. не имеют 

очевидного физического смысла. 

Рассмотрим на примерах, в каком случае следует приме-

нять традиционные, а в каком групповые нечеткие числа. 

Пример 1 

Имеется четкий сигнал 0x , определяемый числом 

LRxx )0,0,( 00 , к которому прибавляется сигнал 1z , определяе-

мый нечетким числом  LRmz ),,(~
1 , затем из полученного 

сигнала вычитается сигнал 2z , определяемый нечетким числом  

имеющее точно такое же центральное значение и степень от-

клонения, что и 1z ,  т. е. LRmz ),,(~
2  (см. рисунок 1). 
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Рис. 1. Система из примера  1 

 

При использовании  традиционных нечетких чисел полу-

чим: 

(1) LRxy ),,(~
0 .                         

Применение же групповых нечетких чисел дает: 

(2) LRxy )0,0,(~
0 .                                

Очевидно, верной в данном случае является формула (1) и 

здесь нужно применять традиционные нечеткие числа. 

Пример 2 

Имеется четкий сигнал 0x , определяемый числом 

LRxx )0,0,( 00 , к которому прибавляется сигнал z , определяе-

мый нечетким числом  LRmz ),,(~ , затем из полученной 

суммы сигнал z вычитается (см. рисунок 2). 

 
Рис. 2. Система из примера  2 

 

При применении  традиционных нечетких чисел получим 

формулу (1), применение же групповых нечетких чисел дает 

результат, определяемый формулой (2). 
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Очевидно, в данном случае справедлива формула (2), по-

лученная на основе групповых нечетких чисел, а применение 

традиционных нечетких чисел (см. формулу (1)) приведет к 

завышению степени нечеткости результата. 

3. Анализ замкнутой системы с нечетким 

параметром 

Рассмотрим замкнутую статическую систему автомати-

ческого управления (САУ), структурная схема которой приве-

дена на рисунке 3. 

 

 
x0  –  входной сигнал системы, 

y – выходной сигнал системы, 

e – ошибка регулирования, 

Kp – коэффициент передачи разомкнутой системы 

 

Рис. 3. Структурная схема замкнутой САУ 

 

Предположим, что коэффициент передачи разомкнутой 

системы PK  – суть нечеткое число в LR-форме  

),,(
~

0 PP KKPP KK , а входной сигнал системы 
0x  – “четкое” 

число (представим его как нечеткое с нулевой нечеткостью 

LRxx )0,0,(~
00 ). При этом, очевидно, выходной сигнал системы 

– нечеткое число  LRyyyy ),,(~
0 . 

Введем в рассмотрение коэффициенты вариации нечетко-

сти коэффициента передачи разомкнутой системы: 
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Необходимо найти зависимость  коэффициента вариации 

нечеткости выходного сигнала y  от величины коэффициента 

вариации нечеткости коэффициента передачи разомкнутой 

системы 
PK . 

Вычисления на основе групповых нечетких чисел. 

Выходной сигнал замкнутой системы определяется фор-

мулой [4]:                                                                                                                   

(3)   LR
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После проведения преобразований получим: 
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Полученный результат соответствует известным положе-

ниям теории автоматического управления о том, что отрица-

тельная обратная связь уменьшает влияние относительных 

изменений параметров системы на выходной сигнал САУ в 

1PK  раз [2]. 

Вычисления на основе традиционных нечетких чисел. 

После проведения преобразований выражения (3) полу-

чим: 
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С учетом того, что 10PK  можно записать: 
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P

P

K

P

K

y
K

2%1002
0

. 

Согласно данной формуле, отрицательная обратная связь 

не уменьшает степень неопределенности выходного сигнала, 

что неверно.  

Таким образом, только применение для решения рассмат-

риваемой задачи предложенного аппарата групповых нечетких 

чисел позволяет получить правильный результат.  

 

Выводы 
 

Рассмотрение приведенных, а также ряда других приме-

ров позволяют сформулировать следующие выводы: 

если в системе имеется единственный нечеткий пара-

метр или сигнал, влияние которого может быть скомпенсирова-

но за счет отрицательной обратной связи, то при анализе необ-

ходимо использовать групповые нечеткие числа, применение в 

этом случае традиционных нечетких чисел зачастую приводит к 

завышению степени нечеткости результата (чрезмерному раз-

мыванию результата); 

если в системе имеются несколько независимых нечетких 

параметров или сигналов, которые физически не могут компен-

сировать друг друга, то  необходимо использовать традицион-

ные нечеткие числа. 

Предложенный в статье аппарат групповых нечетких чи-

сел может найти широкое применение при анализе и синтезе 

систем обработки информации и управления. 
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Abstract: Group algebraic operations over fuzzy numbers – 

operations at which application indistinct numbers derivate абелевы 

groups on addition and multiplication operations are offered. It is 

shown that application of group algebraic operations at fuzzy model-

ing, in some cases, allows receiving results better согласующиеся 

with practice, than those which are received with application of 

traditional fuzzy numbers. 
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