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В работе предлагается метод выявления скрытых периодично-
стей сигналов на основе правильных С-дробей и модифициро-
ванного алгоритма В. Висковатова. Метод реализуется по 
дискретным измерениям сигнала в равноотстоящие проме-
жутки времени без наличия дополнительной априорной ин-
формации о сигнале.  
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1. Введение 

Для ряда областей науки и техники характерна задача ана-
лиза и обработки сигналов, обладающих определенной перио-
дичностью. Выявление скрытых периодичностей, т.е. распозна-
вание спектральной структуры реальных процессов по 
результатам их измерений, является важной проблемой теории 
математической обработки информации. 

Например, одной из областей приложения методов выявле-
ния скрытых периодичностей является изучение вибрационных 
явлений в технике. Анализ виброграмм позволяет выявлять 
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периодические компоненты и дает возможность обнаруживать 
основные источники вибраций, что в свою очередь позволяет 
осуществить правильную методику виброиспытаний, без кото-
рых не обходится создание ни одного из изделий техники. Дру-
гой областью применения данных методов является контроль 
работоспособности систем с электротехническими и электроме-
ханическими устройствами. Таким образом, возникнув ещё в 
конце XVIII века, проблема выявления скрытых периодичностей 
продолжает быть актуальной для различных наук и приложе-
ний: теории связи, биологии, астрофизики, энергетики, эколо-
гии, геофизики и др. 

2. Постановка задачи  

Задача о выявлении скрытой периодичности в сигнале мо-
жет быть сформулирована следующим образом. Имеются изме-
рения сигнала в равноотстоящие промежутки времени с шагом 
дискретизации t – x(kt) (k = 0, 1, 2, …), представляющие 
результат наблюдения некоторого физического процесса x(t).  На 
основании общих соображений о существе изучаемого физиче-
ского процесса может быть высказана гипотеза о том, что функ-
ция x(t) представляет собой периодическую функцию времени 
[14]: 

(1) 
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где wi – круговая частота i-ой гармоники, Ai – амплитуда i-ой 
гармоники, φi – начальная фаза i-ой гармоники, n – число гар-
моник. При практическом анализе процессов фазовые углы φi 
часто игнорируются [3], тогда  

(2) 
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Задачей методов выявления скрытых периодичностей явля-
ется определение числа гармоник и их параметров (круговая 
частота, амплитуда).  
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Необходимо отметить, что задача выявления скрытых пе-
риодичностей принципиально отлична от задачи разложения в 
ряд Фурье функции, заданной на интервале [0, L] [14].  Хорошо 
известно, что практически любую функцию можно представить 
на интервале [0, L] рядом Фурье, считая её периодической с 
периодом равным длине интервала L. Для этого требуется лишь 
выполнение условий Дирихле, всегда справедливых для функ-
ций, являющихся записью реального физического процесса. Так 
как величина L, представляющая собой продолжительность 
обрабатываемой записи процесса, обычно ни в коей мере не 
связана с существом самого процесса, то такая обработка записи 
не позволяет, вообще говоря, полностью выявить характерные 
черты исследуемого явления. В методах выявления скрытых 
периодичностей период искомой компоненты не навязывается 
заранее, а определяется в процессе самого исследования. 

3. Обзор существующих методов выявления 
скрытых периодичностей 

Обзор основных разработок по данной проблеме был сделан 
Серебренниковым М. Г. и Первозванским А. А. [14] ещё в 1965 
г. Позднее ряд авторов в своих трудах [3-6] использовали при-
водимые ими методы, не внося особых изменений и модифика-
ций. Данные методы выявления скрытых периодичностей обла-
дают рядом недостатков. Одним из них является необходимость 
иметь априорную информацию о процессе x(t). Для большинст-
ва методов так же необходимо знать число периодических ком-
понент. Сами алгоритмы являются достаточно сложными и 
громоздкими. Стоит отметить, что при изучении всех методов 
авторы уделяют внимание вопросам точности и достоверности 
проводимых теоретических исследований. Однако, практиче-
скому применению отводится меньшая роль. Также возникают 
сложности с определением параметров почти периодических 
сигналов [3, 14, 15]. На практике почти периодические процессы 
встречаются достаточно часто и порождаются физическими 
явлениями, в которых одновременно действуют гармонические 
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процессы, не связанные между собой. Примером такого процес-
са является вибрация многомоторного винтового самолета, в 
котором двигатели не синхронизированы [3]. 

Часто для выявления скрытых периодичностей используют 
различные методики на основе спектральных плотностей сигна-
ла [3, 4]. Однако по спектральным плотностям затруднительно 
определить количество гармоник и параметры почти периодиче-
ских сигналов, поскольку фундаментальный период у них бес-
конечно велик [5, 7, 12]. Кроме того, не все периоды, которые 
удается выделить с помощью спектральной плотности, являются 
реально существующими. Часть из них своим существованием 
обязана случайным колебаниям и погрешностям при вычисле-
ниях оценок. Более того, некоторые дополнительные периоды 
могут появиться и в результате сглаживания временного ряда, 
так как у сглаженного ряда корреляция близких сечений больше, 
чем у исходного.  

Существующие модификации методов спектрального ана-
лиза периодических многочастотных сигналов [1, 2] основаны 
на определении мгновенной спектральной плотности. Однако 
основными недостатками, снижающими быстродействие и 
точность методов [1, 2], являются: необходимость процедуры 
перебора частот при оценке параметров сигнала; для реализации 
метода необходимы большое количество измерений сигнала 
(порядка 10000) и малый шаг дискретизации (порядка 10-4). 

Использование цепных дробей для вскрытия периодично-
стей впервые предложил Лагранж в 1772 году. Предложенный 
им метод решает эту задачу несколько окольным путём, при 
помощи цепных дробей и рядов специальных типов. Этот до-
вольно громоздкий метод был практически не известен и счи-
тался малопригодным на практике. Но впоследствии оказалось, 
что он вполне пригоден для вскрытия синусоидальных перио-
дичностей. Позднее метод был модифицирован [14]. 

Сущность метода состоит в следующем. Последователь-
ность результатов измерений сигнала в равноотстоящие проме-
жутки времени делят пополам 
 (3)  xxxxxxx ,,...,,,,...,, 11011  . 
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Далее записывают эту последовательность в обратном по-
рядке, причем числа, стоящие в первых λ столбцах, складывают, 
а стоящие в следующих λ столбцах – вычитают. В результате 
получаются коэффициенты цепных дробей, используемые для 
построения рекуррентных рядов S1 и S2, причем коэффициенты 
первой серии должны быть взяты справа налево, а второй серии 
– слева направо. Ряд S1  
(4) ...3

3
2

211  yayayapS  
делят на р, в результате имеют ряд S. После этого делят 1 – y на 
ряд S, чтобы образовалось частное вида 1 + y2 + qy и остаток 
вида 
(5) ...4

4
3

3
2 ybybyp   

Если коэффициенты первого остатка не малы, то его необ-
ходимо разделить на pʹy2. Полученный ряд обозначают Sʹ. Далее, 
деля S на Sʹ так, чтобы частное имело вид 1 + y2 + qʹy, получают 
второй остаток. Если остаток равен нулю, то действия считают-
ся законченными, в противном случае – процесс деления про-
должается (число гармоник процесса n равно числу делений). В 
результате получаются последовательности величин p, pʹ, pʹʹ, … 
и q, qʹ, q ʹʹ, … .  

Поступая с рядом S2 так же как указано для S1, следует в ка-
честве первого делимого взять 1 + y. В результате получаются 
последовательности величин (p), (pʹ), (pʹʹ), … и (q), (qʹ), (q ʹʹ), ….  

Преобразуя p, pʹ, pʹʹ, … , q, qʹ, q ʹʹ, … и (p), (pʹ), (pʹʹ), … , (q), 
(qʹ), (q ʹʹ), … в зависимости от числа выявленных гармоник, 
находят модель сигнала в виде скрытых периодичностей: 

(6) 



n

i
ii wsinAx

1
)(  , 

где Ai – амплитуда i-ой гармоники, wi – круговая частота i-ой 
гармоники. Причем для нахождения круговых частот достаточ-
но воспользоваться только рядом S1 или S2, а для получения 
амплитуд необходимо пользоваться двумя рядами. 

Этот метод имеет следующие недостатки: итерационная 
процедура определения числа содержащихся периодических 
компонент на основе перебора цепных дробей требует выполне-
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ния значительного числа операций; наличие областей неопреде-
ленности при нахождении параметров гармоник [14] приводит к 
невозможности получения модели сигнала. 

4. Выявление скрытых периодичностей на основе 
правильных С-дробей 

Используем правильные C-дроби [8-10] для выявления 
скрытых периодичностей сигнала. Правильная C-дробь имеет 
вид: 

(7) 
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где b0, a0, a1… – некоторые числа. Наиболее приемлемым и 
простым способом перехода к правильной C-дроби является 
модифицированный алгоритм В. Висковатова 5, 6. Этот аппа-
рат позволит автоматически определить количество гармоник и 
их параметры без наличия априорной информации. Данный 
метод может использоваться для широкого класса сигналов x(t): 
гармонических, полигармонических, почти периодических. 
Кроме того, существует возможность определить, относится ли 
сигнал к какому-либо из перечисленных классов и вообще, 
обладает ли он свойством периодичности как таковой.  

В дальнейшем при получении модели сигнала, т.е. при вы-
явлении его скрытых периодичностей, будем использовать 
подход, заключающийся в том, что процесс формирования 
сигнала (2) будем представлять как реакцию некоторого вирту-
ального динамического объекта на импульсное входное воздей-
ствие. С учетом того, что L(δ(t)) = 1, где L – оператор преобразо-
вания Лапласа, получим непрерывную передаточную функцию 
(НПФ) виртуального объекта 

(8) 22
1

)()(
i

i
n

i
i ws

wAsXsG


 


. 



 
Рубрика Сборника (окончательно выбирается редактором) 

 7 

Поскольку измерения сигнала x(kΔt) осуществляются в равноот-
стоящие дискретные моменты времени, для выявления скрытых 
периодичностей необходимо получить дискретную модель 
виртуального объекта на основе модифицированного алгоритма 
В. Висковатова. Шаг дискретизации Δt выбирается исходя из 
условия структурно-параметрической идентифицируемости [10].  

На основании измерений сигнала x(kΔt) рассчитывается 
идентифицирующая матрица: 

(9) 
       
       

       








































..................

......20

..................

......20

......20

...)(...)2()()0(

...0...001

...

...

...
1

)0(
)1(

2222

1111

tntt

tntt
tntt
tnxtxtxx

сторокаm

сторока
сторока

строка

mmmm 




, 

где элементы αm(nΔt) последовательно определяются с помощью 
формулы  

(10) 
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причем )()(1 tntn   , )()(0 tnxtn   являются началь-
ными условиями при построении матрицы, где δ(t) – дельта 
функция Дирака, m = 1, 2, 3, ..., а n = 0, 1, 2, ... Вычисление 
элементов αm(nΔt) продолжается до появления нулевой строки. 
Номер нулевой строки позволяет определить число гармоник. А 
именно, если в идентифицирующей матрице j-я строка является 

нулевой, то число гармоник в сигнале равно 
4
j . 

Элементы первого столбца идентифицирующей матрицы 
(9) порождают частные числители правильной C-дроби [8], 
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(11) 
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Сворачивая C-дробь (11), получаем модель дискретной переда-
точной функции (ДПФ) виртуального объекта [10, 11]. 

Если в некоторой i-той строке (i=0, 1, 2, ...) матрицы (9) ко-
нечное число ki первых элементов равно нулю, а последующие 
элементы отличны от нуля, то необходимо осуществить сдвиг 
влево на  ki элементов до появления в нулевом столбце ненуле-
вого элемента и далее продолжить определение других элемен-
тов матрицы (9) по формуле (10). Для i-й строки при восстанов-
лении непрерывной C-дроби (11) элемент αi(0) умножается на 

ikz .  
Далее определяются параметры гармоник – круговые часто-

ты и амплитуды. Для этого определяются полюса ДПФ. Если 
ДПФ содержит только комплексные полюса, то сигнал является 
периодическим или почти периодическим. Если таковых нет 
или присутствуют дополнительно действительные полюса, то 
сигнал не обладает свойством периодичности. 

В случае наличия комплексных полюсов, исходя из соот-
ветствия z- и s-плоскостей 6, 7, приступают к нахождению 
круговых частот wi из выражения  

(12) )(1
ii zarg

t
w
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где zi =ui ± ivi – полюса ДПФ.  
Амплитуды находятся как решение системы из n уравнений 
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Тогда выявленные гармоники имеют вид   
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(14) )()( twsinAts iii  . 
В итоге получим модель исходного сигнала в виде 

(15) 
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5. Примеры использования метода выявления 
скрытых периодичностей сигналов на основе 
правильных С-дробей 

Пример 1. Вибрация многомоторного винтового самолета с 
несинхронизированными  двигателями описывается с помощью 
модели почти периодического сигнала (рис. 1) 
(16) )2(5,1)3(2)( tksintksintkx   . 
Шаг дискретизации Δt=0,1, k = 0, 1, 2, …  

-4
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-2
-1
0
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2
3
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0 1 2 3 4 5 6 7

t

x (t )

Рис. 1. График сигнала (16)  
Идентифицирующая матрица на основе значений сигнала 

принимает вид: 
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Восьмая строка нулевая. Число периодических компонент в 
сигнале равно 8/4=2. ДПФ виртуального объекта на основе 
элементов первого столбца идентифицирующей матрицы при-
нимает вид 

(17) 
19814,21229,49814,2

6262,1)( 234

23
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zzzzG . 

Полюса ДПФ (17) равны: 0,8090,,587802,1  iz , 
0,4298,902904,3  iz . На основе (12) и (13) находим круговые 

частоты и амплитуды:
 
w1=9,4248, w2=4,4429, A1=2, A2=1,5. Тогда 

модель сигнала, содержащая две гармоники, принимает вид: 
(18) )4429,4(5,1)4348,9(2)( tksintksintkxм   
Структура сигнала определена верно, максимальная абсолютная 
погрешность оценки параметров составила 10-2. 

Пример 2. Многочастотный сигнал напряжения на выходе 
электрического генератора имеет модель вида 
(19) )380()200(2)300(4)( tksintksintksintkx   . 
График сигнала приведён на рис. 2, шаг дискретизации 
Δt=0,001. 
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Рис. 2. График сигнала (19) 
На основе измерений сигнала рассчитывается идентифици-

рующая  матрица. Двенадцатая строка в матрице нулевая, число 
периодических компонент сигнала равно 3. ДПФ виртуального 
объекта имеет вид 
(20)

15299,39589,64601,89589,65299,3
3334,22433,33334,2)( 23456

2345





zzzzzz

zzzzzzG . 

Рассчитав полюса ДПФ, получим значения круговых частот 
319,628,477,942,804,1193 321  www . 

Далее амплитуды найдем как решение системы уравнений:  
(21)














.7124,2)(3 = )3()3(+)Δ3(
,3909,6)(2 = )2()2(+)Δ2(

3414,5)( =)( )(+)(

332211

332211

332211

txAtwsinAtwsinAtwsin
txAtwsinAtwsinAtwsin

txAtwsinAtwsinAtwsin
 

Тогда модель сигнала с тремя скрытыми гармониками имеет 
вид: 

(22) 
)319,628sin(999,1                                   

)477,942sin(4)804,1193sin()(
tk

tktktkxм


 . 

Количество гармоник определено верно, максимальная абсо-
лютная погрешность оценки параметров составила 10-3. 
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Пример 3. Сравним работоспособность предложенного в 
работе метода и метода выявления скрытых периодичностей на 
основе цепных дробей [14], описанного ранее. 

Пусть анализируемый сигнал имеет вид 

(23) )
9

7(593)
18
7462 tksintksintkx 

()( , 

шаг дискретизации Δt=1. График сигнала приведён на рис. 3. 
Были сняты десять измерений сигнала k = 0, 1, … 9  (таблица 1, 
1-ый столбец). 

-1000
-500

0
500

1000
1500

0 4 8 12 16 20

t

x (t )

Рис. 3. График сигнала (23) 
В качестве x0 выбирается величина, равная x4 = -657,79913. 

Далее записывается последовательность из тех же чисел, но в 
обратном порядке. Затем первые пять чисел складывались, а 
следующие пять – вычитались. В результате получились коэф-
фициенты цепных дробей, значения которых приведены в 2-ом 
столбце таблицы 1, причем коэффициенты первой серии долж-
ны быть взяты в обратном порядке, а второй серии – в порядке 
следования. Тогда ряд S1 имеет вид 
(24) ...y,y,y,,S  32

1 470810381016517209911968425940  
В результате деления  S1 на p = –940,8425, получается ряд  
(25) ...y,y,y,S  32 1038154960271411  
Деля 1 – y на ряд S, рассчитывается частное y,y 271401 2  , так 
что q = 0,2714, а первый остаток от деления равен 
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(26) ...y,y,y,  432 741102260220451 , 
откуда pʹ = -1,2045. Так как коэффициенты первого остатка не 
малы, то следует продолжать действие дальше. 

Производится деление всех членов первого остатка на pʹy2 
(27) ...y,y,y,S  32 8057061520848011  
Деля S на Sʹ так, чтобы частное имело вид 1 + y2 + qʹy, рассчиты-
вается второе частное y.y 576601 2  , а второй остаток 
(28) ...y,y,y,  543 570600673019521  
Коэффициенты остатка не равны нулю, процесс деления должен 
продолжаться.  Однако, согласно алгоритму, число скрытых 
периодичностей сигнала n равно числу делений, следовательно, 
количество данных не достаточно для выявления скрытых пе-
риодичностей. 

Были сняты двадцать наблюдений сигнала (k = 0, 1, … 19)   
(таблица 1, 3-ий столбец). В качестве x0 выбирается величина, 
равная x9 = –462. Рассчитываются коэффициенты цепных дро-
бей первой и второй серии (4-й столбец таблицы 1). Используя 
коэффициенты первой серии составляется ряд S1, который де-
лится на p = –1001,1864 и получается ряд 
(29) ...y,y,y,S  32 0350134310159711  
Деля 1 - y на ряд S, рассчитывается частное y.y 159701 2  , так 
что q = 0,1597, а первый остаток от деления равен 
(30) ...y,y,y,  432 712401399215791 , 
откуда pʹ = –1,1579.  

Так как коэффициенты первого остатка не малы, то следует 
продолжать действие дальше. Производится деление всех членов 
первого остатка на pʹy2: 
(31) ...y,y,y,S  32 3895061520848011  
Деля S на Sʹ, получается второе частное y.y 688401 2  , второй 
остаток равен нулю. 

Для ряда S2 используются коэффициенты второй серии: 
(32) ...y,y,y,,S  32

2 064379162911167438714186477  
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Таблица 1. Измерения сигнала и коэффициенты цепных дробей 
к примеру 3 
k x(kΔt) коэффициенты 

цепных дробей 
x(kΔt) коэффициенты 

цепных дробей 
0 0 -462 0 -52,9649 
1 815,3110 -1038,4708 815,3110 815,3110 
2 -287,0231 -517,1016 -287,0231 -234,0582 
3 282,5531 1196,2099 282,5531 1163,5119 
4 -657,7991 -940,8425 -657,7991 -1402.3522 
5 -283,0434 374,7557 -283,0434 -535,2066 
6 913,6568 631,1037 913,6568 1036,2493 
7 -230,0785 56,9447 -230,0785 -343,5278 
8 223,1597 -592,1513 223,1597 1161,0633 
9 -462 -462 -462 -1001,1864 
10   -539,1864 -77,1864 
11   937,9035 714,7438 
12   -113,4493 116,6291 
13   122,5925 -791,0643 
14   -252,1632

 
30,8802 

15   -744,5531
 

-86.7539 
16   880,9589

 
598,4058 

17   52,9649
 

339.9881 
18   0

 
-815.3110 

19   -52,9649
 

-52,9649 
 

Так как p = –77,1864, то 
(33) ...y,y,y,S  32 24881051101260091  
Результатом деления 1 + y на ряд S является  частное 

y.y 2600101 2  , так что q = 10,2600, а первый остаток от 
деления равен 
(34) ...y,y,y,  432 2409103514114518195 , 
откуда pʹ= 95,5181. Так как коэффициенты первого остатка не 
малы, то следует продолжать действие дальше. 
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Производится деление всех членов первого остатка на pʹy2: 
(35) ...y,y,y,S  32 0761008081151901  
Результатом деления S на Sʹ является второе частное 

yy 4119,91 2  , второй остаток равен нулю. 
На основе проведенных расчетов были получены значения 

величин p, q, pʹ, qʹ (таблица 2). 
Так как сигнал содержит две гармоники, то круговые часто-

ты находятся по формулам [14] 

(36) 
2
1

1
karccosw  , 

2
2

2
karccosw  ,  

где 
 

2
4

2

2

21
pqqqqk ,



 .  

Для ряда S1 рассчитанные круговые частоты совпадают с 
истинными значениями (таблица 2). Для ряда S2 найти круговые 
частоты не представляется возможным, так как не выполняется 
условие 22 21  ,k . Полученные значения параметров попа-
дают в область неопределенности, следовательно, найти значе-
ния амплитуд гармоник невозможно. Таким образом, цепные 
дроби не позволили окончательно получить модель сигнала. 

Таблица 2. Параметры скрытых периодичностей, полученные 
на основе цепных дробей 
для ряда S1 для ряда S2 
p = –1001,1864 pʹ = -1,1579 p = –77,1864 pʹ = 95,5181 
q = 0,1597 qʹ = 0,6884 q = 10,2600 qʹ =- 9,4119  
k1 = 0,6840 k2 = -1,5321  k1 = 12,7643 k2 = -13,6124 
w1 = 1,2217 w2 = 2,4435   

 
Получим модель сигнала (23) с помощью правильных C-

дробей. Для этого рассчитывается идентифицирующая матрица 
(9): 
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Восьмая строка является нулевой, следовательно, сигнал содер-
жит 2 гармоники. 

ДПФ виртуального объекта принимает вид: 

(37) 
18480,09520,08480,0

4960,0)( 234

23





zzzz

zzzzG .
 

Определяем круговые частоты w1 = 2,4435, w2 = 1,2217 и 
амплитуды A1 = 593, A2 = 462. Тогда модель сигнала имеет вид 
(38) )2217,1(462)4435,2(593)( tksintksintkxм  . 
Амплитуды оценены точно, а максимальная абсолютная по-
грешность оценки круговых частот составила 10-5.  

6. Выводы 

Выявление скрытых периодичностей сигнала на основе 
правильных С-дробей позволяет автоматически определить 
структуру и неизвестные параметры математической модели 
сигнала, исключая при этом итерационную процедуру коррек-
тировки модели сигнала на основе перебора цепных дробей, 
значительным образом упрощая и ускоряя процесс получения 
модели сигнала, что дает возможность использовать данный 
метод в реальном масштабе времени, контролировать изменения 
структуры и параметров модели и, тем самым, повышать точ-
ность и достоверность результатов исследований. 
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USE OF THE CORRECT C-FRACTIONS FOR THE 
ANALYSIS OF THE MULTI-FREQUENCY SIGNALS 
CONTAINING HIDDEN PERIODICITIES 
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Abstract: In operation the method of detection of the hidden perio-
dicity of signals on the basis of the correct C-fractions and V. 
Viskovatov's modified algorithm is offered. The method is imple-
mented on the discrete measurements of a signal in equidistant 
periods without existence of additional prior information on a 
signal. 
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