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В статье дан обзор оценок качества количественных моделей 

прогнозирования – ошибок прогнозирования. Выделены группы 

оценок, приведены формулы расчета и описание недостатков. 

Даны рекомендации по выбору критериев оценки ошибок при 

решении задачи прогнозирования или задачи управления с про-

гнозирующими моделями. 
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1. Введение 

Для оценки качества прогнозирования используются раз-

личные критерии: оценки ошибок прогнозирования, скорость 

расчета, интерпретируемость и другие [5, 16, 21]. Оценка ошиб-

ки прогнозирования (forecast error measures) или точности про-

гноза (forecast accuracy) являются наиболее важными при реше-

нии практических задач [21]. Как правило, в исследованиях 

используют типовые оценки ошибки прогнозирования, на осно-

ве которых формируется либо суждение о качестве предлагае-

мого механизма прогнозирования, либо осуществляется выбор 

наилучшего механизма прогнозирования для нескольких объек-

тов. При решении подобных задач в первую очередь использу-

ются «традиционные» критерии, свойственные рассматриваемой 

предметной области, несмотря на существующие в них недос-

татки. 

В данной статье приведены результаты анализа сущест-

вующих и достаточно распространенных оценок ошибок про-

гнозирования, используемых в исследованиях по прогнозирова-

нию [5, 6, 11, 12, 20]. Для каждой оценки приводятся: формулы 

ее расчета, описание недостатков, названия оценок на англий-

ском языке и соответствие с названиями, принятыми в отечест-

венной литературе. 

2. Оценки ошибок моделей прогнозирования 

2.1. АБСОЛЮТНЫЕ ОШИБКИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

Первая группа базируется на расчете абсолютных ошибок и 

включает в себя оценки, основанные на вычислении величины 

te  

(1)  )(m

ttt fye  , 

где ty  – измеренное значение в момент времени t, 
)(m

tf  – про-

гнозное значение в момент времени t, полученное в результате 
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использования исследуемой модели прогнозирования m. Далее 

по тексту индекс модели (m) будем опускать. 

Средняя абсолютная ошибка (Mean Absolute Error, MAE) 

рассчитывается по формуле: 

(2) i

n

i
ni

i emeane
n

MAE 





1
,1

1
, 

где n – размер горизонта прогнозирования (forecast horizon), 

 mean  – операция нахождения среднего. 

Медиана абсолютной ошибки (Median Absolute Error, 

MdAE) рассчитывается согласно формуле 

(3) i
ni

emedianMdAE
,1

 , 

где  median  – операция нахождения медианы. 

Квадрат средней квадратичной ошибки (Mean Square Error, 

MSE) рассчитывается по формуле 

(4)    
 


n

i ni
ii emeane

n
MSE

1 ,1

221
, 

следовательно, средняя квадратичная ошибка (Root Mean Square 

Error, RMSE) рассчитывается согласно формуле: 

(5)    
ni

i

n

i

i emeane
n

RMSE
,1

2

1

21



  . 

Кроме этого RMSE может носить название среднеквадра-

тичное отклонение прогнозных значений от измеренных, сред-

нее значение квадрата ошибки прогноза. Данные критерии 

ошибок прогнозирования являются одними из самых распро-

страненных [11, 12].  

Рассмотрим недостатки этих оценок. 

1. В качестве основного недостатка можно выделить зави-

симость критериев от шкалы измерения [12]. Следовательно, 

если стоит задача оценивания моделей прогнозирования на ряде 

объектов с различными шкалами измерения, то данные оценки 

неприменимы.  
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2. Другим недостатком предложенных методов является 

влияние на оценку выбросов в данных. Так, если в данных 

присутствует выброс, имеющий максимальное значение, что 

является распространенным случаем на практике [18], то рас-

считанное значение ошибки может быть сильно завышенным. 

Использование медианы, дает более устойчивую оценку.  

3. Оценки RMSE, MSE являются ненадежными: примени-

мость данных критериев к различным порциям данных может 

значительно влиять на результат оценки (см. исследование [5]).  

 

2.2. ПРОЦЕНТНЫЕ (ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ) ОШИБКИ 

ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

 

Процентные ошибки рассчитываются на основании значе-

ния tp  

(6) 
t

t

t
y

e
p   

и являются также одними из самых распространенных при 

решении задач прогнозирования. В отечественной литературе 

такие оценки называются относительной погрешностью [1, 2, 3], 

однако в этом случае возникает понятийное противоречие при 

анализе литературы по прогнозированию на английском языке. 

В группу процентных ошибок входят следующие оценки. 

Средняя относительная ошибка прогноза или (если дослов-

но переводить английское наименование) – средняя абсолютная 

процентная ошибка (Mean Absolute Percentage Error, MAPE)  

(7)  i

n

i
ni

i pmeanp
n

MAPE  



100100

1

1
,1

, 

Медиана абсолютной процентной ошибки (Median Absolute 

Percentage Error, MdAPE) является более устойчивой к выбросам 

и рассчитывается согласно формуле  

(8)  i
ni

pmedianMdAPE 


100
,1

. 
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Средняя квадратичная процентная ошибка (Root Mean 

Square Percentage Error, RMSPE) вычисляется согласно: 

(9)  2
,1

100 i
ni

pmeanRMSPE 


, 

и медиана квадратичной процентной ошибки 

(10)  2
,1

100 i
ni

pmedianRMdSPE 


, 

В качестве недостатков критериев данной группы следует 

отметить следующие. 

1. Возникновение ошибки деления на ноль, в случае, когда 

реальное значение равно нулю.  

2. Несимметричность оценок – значение ошибки различно, 

если  прогнозное значение находится выше или ниже реального 

[10, 13, 17].  

3. Значительное влияние на оценку выбросов – если выброс 

принимает значение, значительно превосходящее максимальное 

«нормальное» значение [5]. 

4. В работе [14] показано, что данная ошибка является сме-

щенной. Это может привести к неадекватной оценке моделей 

прогнозирования.  

 

2.3. СИММЕТРИЧНЫЕ ОШИБКИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

 

Критерии, входящие в данную группу, рассчитываются на 

основании значения ts , вычисляемого по формуле: 

(11) 
 tt

t

t
fy

e
s


 . 

В группу входят следующие оценки. Симметричная средняя 

абсолютная процентная ошибка (Symmetric Mean Absolute 

Percentage Error , sMAPE) вычисляется согласно: 

(12)  i

n

i
ni

i smeans
n

sMAPE  



200200

1

1
,1

, 

и медиана средней абсолютной процентной ошибки 
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(13)  i
ni

smediansMdAPE 


200
,1

. 

Во избежание проблем связанных с делением на ноль была 

предложена модифицированная sMAPE – Modified sMAPE , 

msMAPE, в знаменателе которой появился дополнительный 

член: 

(14) 
 

 




n

i iii

ii

Sfy

fy

n
msMAPE

1 2/

1
, 

где 

















1

1

1

1

1

1
1

1
,

1

1
i

k

ki

i

k

iki y
i

yyy
i

S . 

Развивая идею о включении дополнительного члена, были 

предложены более сложные оценки: KL-N, KL-N1, KL-N2, KL-

DE1, KL-DE2, IQR (cм. работу [9]). 

Отметим следующие недостатки. 

1. Несмотря на свое название, данная ошибка также являет-

ся несимметричной [13].  

2. Кроме этого, если реальное значение равно прогнозному, 

но с противоположным знаком, или оба этих значения равны 

нулю, то возникает ошибка деления на ноль.  

3. Аналогично процентным ошибкам данные критерии под-

вержены влиянию выбросов. 

4. При применении более сложных расчетов возникает про-

блема интерпретируемости вычисления оценок, что тормозит их 

распространение на практике [5]. 

 

2.4. ОШИБКИ, ОСНОВАННЫЕ НА ОЦЕНКЕ ПРОГНОЗА 

БАЗОВЫХ МОДЕЛЕЙ 

 

Основой для расчета ошибок данной группы является вели-

чина tr , определяемая следующим образом: 

(15) 
 *

tt

t

t
fy

e
r


 , 
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где *
tf  – прогнозное значение, полученное с использованием 

базовой модели прогнозирования (benchmark model). Зачастую в 

качестве такой модели выступает наивная модель, для которой  

(16) ltt yf * , 

где l – величина лага и в большинстве исследований 1l . 

В данную группу входят следующие оценки. Средняя отно-

сительная абсолютная ошибка (Mean Relative Absolute Error, 

MRAE) рассчитывается по формуле: 

(17) i
ni

rmeanMRAE
,1

 , 

медиана относительной абсолютной ошибки (Median Relative 

Absolute Error, MRAE), вычисляемая согласно: 

(18) i
ni

rmedianMdRAE
,1

  

и геометрическая средняя относительная абсолютная ошибка 

(Geometric Mean Relative Absolute Error, GMRAE), которая 

вычисляется аналогично формуле (17), только вместо операции 

 mean  выполняется операция  gmean – вычисления геомет-

рического среднего. 

Отметим недостатки данных оценок. 

1. Как видно из формул (15-18) возможно деление на нуль, в 

случае если прогнозное значение базовой модели совпадает с 

реальным значением.  

2. В случае, если выбрана наивная модель ошибка деления 

на нуль возникает при непрерывной последовательности одина-

ковых значений временного ряда.  

 

2.5. МАСШТАБИРОВАННЫЕ ОШИБКИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

 

В качестве базиса для расчета масштабированных ошибок 

используется величина tq  



 

 8 

(19) 








n

i

ii

t

t

yy
n

e
q

2

1
1

1
. 

В данную группу входит средняя абсолютная масштабиро-

ванная ошибка (Mean Absolute Scaled Error, MASE), предложен-

ная в [12]. Она рассчитывается согласно: 

(20) i
ni

qmeanMASE
,1

 , 

Медиана абсолютной масштабированной ошибки находится 

следующим образом: 

(21) i
ni

qmedianMdASE
,1

 . 

Еще одна оценка входящая в эту группу:  среднекваратиче-

ская масштабированная ошибка (Root Mean Square Scaled Error, 

RMSSE), вычисляемая по формуле [20]: 

(22)  2

,1
i

ni
qmeanRMSSE


 . 

Данная оценка является симметричной и устойчивой к вы-

бросам. Однако можно выделить 2 недостатка. 

1. Если в интервале прогнозирования реальные значения 

равны друг другу, то возникает ошибка деления на ноль.  

2. Кроме этого можно наблюдать слабое смещение оценки, 

если выполнять эксперименты по аналогии с работой [14]. 

 

2.6. ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 

 

В данную группу входят оценки, рассчитываемые на основе 

отношения ошибок, рассмотренных выше для анализируемой 

модели прогнозирования и базовой модели.  

Относительная средняя абсолютная ошибка (Relative Mean 

Absolute Error, RelMAE) вычисляется по формуле. 

(23) 
*MAE

MAE
RMAE  , 
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где MAE  и *MAE средние абсолютные ошибки для анализируе-

мой модели прогнозирования и базовой модели соответственно, 

вычисляемые по формуле (2). 

Относительное среднеквадратичное отклонение (Relative 

Root Mean Square Error, RelRMSE) вычисляется аналогично (23), 

только в правой части вычисляются оценки по формуле (5): 

(24) 
*RMSE

RMSE
RRMSE  . 

В некоторых ситуациях предлагают вычислять логарифм 

отношения (23), в этом случае оценка называется логарифм 

относительного среднеквадратичного отклонения (Log mean 

squared error ratio, LMR) 

(25) 









*
log

RMSE

RMSE
LMR . 

В работе [19] предлагается более сложная оценка относи-

тельного геометрического среднеквадратичного отклонения 

Relative Geometric Root Mean Square Error, RGRMSE. 

Следующая группа оценок рассчитывает число случаев, ко-

гда ошибка исследуемой модели прогнозирования превышает 

значение ошибки базовой модели. К таким оценкам относятся 

PB(MAE)  – Percentage Better (MAE), вычисляемая по формуле: 

 

(26)   *%100)( MAEMAEImeanMAEPB  , 

где  I  – оператор, принимающий значение ноль или единица в 

соответствии с выражением: 

(27) 


 


.,1

;,0
)(

*

случаепротивномв

MAEMAEесли
MAEI  

 По аналогии может быть использована оценка квадрата 

средней квадратичной ошибки PBMSE (Percentage Better (MSE). 

В качестве недостатков следует указать следующие.  

1. Возникновение ошибки деления на ноль при условии ес-

ли ошибка прогноза равна нулю.  
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2. Кроме этого критерии определяют число случаев, когда 

исследуемая модель прогнозирования превосходит базовую, но 

не определяет насколько.  

 

2.7. ДРУГИЕ ГРУППЫ ОЦЕНОК 

В данной группе собраны оценки, предложенные в различ-

ных исследованиях для устранения недостатков существующих 

и распространенных оценок.  

Так для нивелирования недостатка связанного с зависимо-

стью от шкалы предложена нормализованная среднеквадратиче-

ская ошибка (Normalized Root Mean Square Error nRMSE), вы-

числяемая по формуле: 

(28)  
ni

iemean
y

nRMSE
,1

21



 , 

где y  – фактор нормализации, который, как правило, равен либо 

максимальному измеренному значению на горизонте прогнози-

рования, либо разнице между максимальным и минимальным 

значением. Фактор нормализации может быть рассчитан либо на 

всем интервале горизонта прогнозирования, либо на заданном 

заранее коротком интервале наблюдения [4]. Однако такая 

оценка подвержена влиянию выбросов, т.к. выброс, имеющий 

значение значительно больше «нормального» максимального, 

будет занижать оценку. Для снижения влияния выбросов были 

предложены интегральные оценки Integral Normalized Mean 

Square Error [7], вычисляемые по формуле: 

(29)  
ni

in

i

i

emean

y

inRSE
,1

2

1

1






 . 

В некоторых источниках оценка nRMSE  рассчитывается 

следующим образом [9]: 
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(30) 

 

 










n

i

i

n

i

i

yy

e

inRSE

1

2

1

2

, 

где 



n

k

ky
n

y
1

1
. 

Другие нормализованные оценки получили название 

std_APE, std_MAPE [8, 15] и рассчитываются по формулам 

(31) 
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соответственно. 

В качестве недостатка можно указать деление на нуль, в 

случае равенства нулю фактора нормализации. 

3. Рекомендации к выбору оценки качества 

прогнозирования 

Одним из самых сложных вопросов является вопрос выбора 

наиболее приемлемой оценки ошибки прогнозирования из 

представленного набора. В связи с тем, что каждый критерий 

обладает недостатками, которые могут приводить к неточному 

определению качества прогнозирования, невозможно выделить 

один универсальный критерий [16]. 

Предложены следующие рекомендации по выбору оценок. 

1. Если оценивается качество прогноза временных рядов с 

одинаковыми единицами измерения и были выполнены проце-
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дуры предварительного анализа данных (очистка данных, выяв-

ление аномалий), то целесообразно выбрать оценки MAE, MdAE, 

RMSE. В случае если, сравниваются результаты прогнозирова-

ния на данных с различными шкалами, оценки из группы абсо-

лютных ошибок неприменимы. Ниже представлены выводы 

именно для такой ситуации. 

2. Процентные ошибки достаточно распространены для 

оценки качества при решении практических задач, однако в 

связи с несимметричностью оценки их использование не реко-

мендуется. Если область изменения значений лежит в положи-

тельной полуплоскости, и нет выбросов в данных, то целесооб-

разно применять симметричные оценки.  

3. Если данные являются «грязными», т.е. содержат выбро-

сы, то целесообразно применять масштабированные оценки. 

При этом горизонт прогнозирования должен быть настолько 

большим и не иметь одинаковых значений, чтобы сумма в зна-

менателе не была равна нулю.  

4. Если прогнозируются данные с сезонными или циклич-

ными паттернами, то целесообразно использовать нормализо-

ванные оценки ошибок прогнозирования, при этом фактор 

нормализации может быть рассчитан на интервале, равном 

величине цикла или сезона. 

5. Если нет предварительного анализа и априорной инфор-

мации о качестве данных, то требуется включение в расчет 

оценки качества прогнозирования различных оценок ошибок 

прогнозирования. После расчета анализируют полученные 

результаты: возникли ли ситуации деления на ноль, возникают 

ли противоречия: 

- либо на одном и том же наборе данных результаты про-

гнозирования модели m1 по одной оценке лучше модели m2, а по 

другой оценке хуже; 

- либо на разных наборах результаты прогнозирования мо-

дели m1 лучше только в большинстве случаев, а в некоторых 

случаях хуже. 
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4. Заключение 

В обзоре представлены оценки ошибок прогнозирования 

временных рядов. Оценки сгруппированы в семь групп: абсо-

лютные ошибки прогнозирования, процентные (относительные) 

ошибки прогнозирования, симметричные ошибки прогнозиро-

вания, ошибки, основанные на оценке прогноза базовых моде-

лей, масштабированные ошибки прогнозирования, относитель-

ные оценки и другие (модифицированные) оценки. Указаны 

формулы расчета оценок, отражены их недостатки. 

Сформулированы рекомендации по выбору тех или иных 

оценок ошибок прогнозирования в зависимости от задачи и 

имеющихся данных. 
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Abstract: This article provides an overview of the common used  

forecast error measurements. All error measurements have been 

joined in the seven groups. The formulas are presented and draw-

backs are discussed for every accuracy measurements. Also the 

recommendations for selecting the appropriate error measurements 

are given. 
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