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Впервые предложены теоремы, позволяющие сводить 

арифметические операции над нечеткими числами LR-типа к 

арифметическим операциям над комплексными числами или 

матрицами, что дает возможность упростить выполнение 

указанных арифметических операций (в частности с примене-

нием систем компьютерной математики) и использовать 

наглядное графическое их представление на комплексной плос-

кости (в виде векторных диаграмм и годографов).  
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1. Введение 

Аппарат нечеткой логики широко используется при мате-

матическом описании сложных систем в условиях неопределен-

ности, позволяя формализовать знания, представленные в каче-

ственной форме и не требуя выполнения предпосылок 

применимости теории вероятностей [1, 3,6, 9, 10, 13]. 
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Нечеткие числа – нечеткие переменные, определенные на 

числовой оси. Нечеткое число определяется, как нечеткое мно-

жество А на множестве действительных чисел R с функцией 

принадлежности μA(x)  [0,1], где x – действительное число, т.е. 

x R [1, 9]. 

Нечеткие числа LR-типа – это разновидность нечетких чи-

сел специального вида, задаваемых по определенным правилам 

[1, 9]. Нечеткие числа LR-типа были предложены в работах [14 - 

17] с целью уменьшения трудоемкости выполнения арифмети-

ческих и логических операций над нечеткими числами, путем 

аппроксимации функций принадлежности типовыми нелиней-

ными функциями, задаваемыми своими параметрами (LR-

аппроксимация). В работах [14 - 17] приводятся классический 

вариант арифметических операций над нечеткими числами LR-

типа, а также примеры решения уравнений и неравенств с дан-

ными нечеткими числами. 

Функции принадлежности нечетких чисел LR-типа зада-

ются с помощью невозрастающих четных неотрицательных 

действительных функций действительного аргумента L(x) и 

R(x), удовлетворяющих свойствам:  а) L(-x)=L(x), R(-x)=R(x); б) 

L(0)=R(0). 

Пусть L(x) и R(x) - функции LR-типа. Унимодальное не-

четкое число А с модой а (т.е. μA(a)=1) c помощью L(x) и R(x) 

задается следующим образом:  

. при   
-

,   при   
-

)(

ax
ax

R

ax
xa

L

xA  

где а - мода; >0, >0 - левый и правый коэффициенты нечет-

кости. 

Таким образом, при заданных L(x) и R(x) нечеткое число 

LR-типа задается тройкой (а, , ).  

Нечеткое число LR-типа будем называть симметричными, 

если левый и правый коэффициенты нечеткости равны, т.е. 

.  
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Предположим, имеются нечеткие числа LR-типа: 

 и  .  

Арифметические операции над нечеткими LR-числами оп-

ределяются следующим образом [1, 9]: 

сложение 

; 

умножение 

 

; 

противоположный элемент 

; 

обратный элемент 

 

За последние 30 лет было опубликовано более 10 000 на-

учных работ, в которых рассматривались те или иные аспекты 

использования арифметических операций над нечеткими числа-

ми LR-типа. 

Подавляющее большинство указанных научных работ 

можно отнести к одной из трех групп. 

Первая группа – это ряд научных работ, посвященных 

различным вариантам построения арифметик нечетких чисел 

при использовании  LR-аппроксимация и исследованию их 

свойств, а также способам выполнения арифметических опера-

ций над нечеткими числами LR-типа.  В качестве примера пуб-

ликаций на русском языке, относящихся к данной группе, мож-

но отметить [3, 5, 6, 11-13]. В частности, в работах [3, 5, 11] 

рассматриваются дополнительные (неклассические) операции 

вычитания, деления и показано, что с их помощью можно повы-

сить точность решения нечетких уравнений. 

Вторая группа – это работы, в которых рассматриваются 

методы и алгоритмы решения уравнений, неравенств, задач 

оптимизации, теории принятия решений и теории управления на 

множестве нечетких чисел LR-типа. 

Третья группа научных работ является наиболее более 

многочисленной и посвящена использованию нечетких чисел 

LR-типа, в задачах прикладного характера, в которых данные 
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числа используются с целью провести анализ в условиях неоп-

ределенности. 

Настоящая статья, в соответствии с приведенной класси-

фикаций, относится к первой группе. 

В статье впервые показано, что приведенные арифметиче-

ские операции над нечеткими числами LR-типа можно выпол-

нить, переходя от нечетких чисел к соответствующим им ком-

плексным числам или матрицам, что позволяет упростить 

выполнение указанных арифметических операций (в частности с 

применением систем компьютерной математики) и использо-

вать наглядные графические их представления на комплексной 

плоскости.   

 

2. Комплексный метод выполнения арифметических 
операций над нечеткими числами 

Приведем теорему, определяющую связь между арифме-

тическими операциями над симметричными нечеткими числами 

LR-типа и комплексными числами. 

Теорема 1. Введем в рассмотрение преобразование, ста-

вящее в однозначное соответствие произвольное симметричное 

число LR-типа  и комплексное число , 

где  т.е. . Пусть далее, имеются симметричные 

нечеткие числа LR-типа: , и .  

Сопоставим им комплексные числа:  и 

. 

Тогда при ,  и  арифметические 

операции над нечеткими числами  и  соответствуют операци-

ям над комплексными числами: 

, 

, 

 , 

, 

где  – комплексное сопряженное по отношению к . 

Доказательство  
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Сравним результаты арифметических операций над не-

четкими числами  и их комплексными изображениями  и  

[1, 4, 9]: 

, 

. 

Таким образом: 

; 

, 

 

. 

С учетом того, что для нечетких чисел    

имеем:  

. 

Таким образом: 

 

, 

. 

Таким образом: 

 

,  

 

С учетом того, что для нечетких чисел   имеем:  

, 

  
Из приведенной теоремы, в частности, следует, что сим-

метричные нечеткие числа LR-типа можно изображать на ком-

плексной плоскости в виде векторов: проекция вектора на дей-

ствительную ось – “четкая” часть нечеткого числа, проекция на 

мнимую – степень нечеткости. 

На рисунке 1 представлена графическая иллюстрация вы-

полнения арифметических операций сложения и вычитания над 

нечеткими числами на комплексной плоскости. 
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Рисунок 1 – Графическая иллюстрация арифметических опера-

ций над нечеткими числами на комплексной плоскости 

 

3. Матричный метод выполнения арифметических 
операций над нечеткими числами 

Приведем теорему, определяющую связь между арифме-

тическими операциями над симметричными нечеткими числами 

LR-типа и матрицами. 

Теорема 2. Введем в рассмотрение преобразование ставя-

щее в однозначное соответствие произвольное симметричное 

число LR-типа  и матрицу  
yz

zy
 т.е. 

. Пусть далее имеются симметричные нечеткие числа LR-

типа: , и .  Сопоставим им матри-

цы:  
m

m
 и  

n

n
. 

Тогда при ,  и  арифметические 

операции над симметричными нечеткими числами LR-типа   и 

 соответствуют операциям над матрицами: 

, 

 T
A , 
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, 
1T

A . 

Доказательство теоремы основано на изоморфизме ком-

плексных чисел  и матриц вида 
yz

zy

 

[2, 8]

 

, а 

также эквивалентности арифметических операций над нечетки-

ми и комплексными числами (см. теорему 1). 

 

4. Численный пример  

В качестве примера рассмотрим расчет чистого приведен-

ного дохода (ЧПД) в условиях неопределенности [7]. Все расче-

ты будем проводить с использованием системы компьютерной 

математики MathCAD.  

Предположим, что месячный индекс инфляции, поступле-

ния и отток денежных средств в m-м месяце заданы симметрич-

ными нечеткими числами LR-типа: ),,,(i
~

0020;0020;010 , 

),,(p~ mmmm ppP
 
и ),,(o~ mmmm ooO  соответственно.  

Cведем значения поступления и оттока денежных средств 

в таблицу 1. 

 

Таблица 1 – Значения поступления и оттока денежных средств 
Номер  

месяца m mP  mp  mO  mo  

1 100 10 20 4 

2 120 10 20 4 

3 130 10 20 4 

4 100 10 15 3 

5 110 10 15 3 

6 160 20 15 3 

7 170 20 10 2 

8 180 20 10 2 

9 150 20 10 2 

10 150 20 5 1 
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Руководствуясь теоремой 1, рассчитаем ЧПД с примене-

нием комплексных чисел. Для этого осуществим переход от 

нечетких симметричных чисел LR-типа к комплексным числам: 

(1) j0020010 ,,ii
~

,
 

(2) jpP mmmm pp~
,
 

(3) joO mmmm oo~
.
 

Используя формулу расчета ЧПД [4]: 

(4) ,
i
~

o~p~vp~n
m

N

m
mm

1

1

1

  

где N – общее количество месяцев, 

и теорему 1 получим формулу для расчета ЧПД с приме-

нением  комплексных чисел: 

. 

Реализовав  в MathCAD  расчет ЧПД с применением  

формулы (5), получим:   = 1156,55+127,88j.  

Осуществив обратный переход от комплексных к нечет-

ким числам получим значение ЧПД: 

vp~n  =(1156,55; 127,88; 127,88). 

На рисунке 2 изображена векторная диаграмма определе-

ния суммарного ЧПД. 
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Рисунок 2 – Векторная диаграмма определения  

суммарного ЧПД 

 

Аналогичным образом согласно теореме 2 заменим нечет-

кие числа их матричными изображениями: 

 

, 

(8)   

Адаптируя формулу (4) для операций с матрицами на ос-

нове теоремы 2 получим: 

 

где  – единичная матрица. 
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Реализовав  в MathCAD  расчет ЧПД с применением  

формулы (9), получим: 

 .  

Переходя от матриц к нечетким числам, получим значение 

vp~n  = (1156,55; 127,88; 127,88) – такое же, как и при использо-

вании комплексного метода. 

Как известно, широко распространенные системы компь-

ютерной математики (MATLAB, MathCAD, Maple и др.) содер-

жат средства, позволяющие выполнять арифметические опера-

ции над комплексными числами и матрицами, причем, как в 

численном, так и в символьном виде. В тоже время, указанные 

системы компьютерной математики в своей стандартной ком-

плектации не содержат средств выполнения арифметических 

операций над нечеткими числами. Вышеприведенные теоремы, 

позволяют сводить арифметические операции над симметрич-

ными нечеткими числами LR-типа к арифметическим операциям 

над комплексными числами и матрицами, что дает возможность 

упростить выполнение указанных арифметических операций с 

применением систем компьютерной математики. 

 

 

Заключение 
 

В статье впервые предложены теоремы, позволяющие 

сводить арифметические операции над симметричными нечет-

кими числами LR-типа к арифметическим операциям над ком-

плексными числами или матрицами, что дает возможность: 

1) упростить выполнение арифметических операций над 

нечеткими числами LR-типа (в частности с примене-

нием систем компьютерной математики, содержащих 

средства, позволяющие выполнять арифметические 

операции над комплексными числами и матрицами, 

как в численном, так и в символьном виде);  

2) использовать наглядное графическое представление 

арифметических операций над нечеткими числами LR-
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типа на комплексной плоскости в виде векторных диа-

грамм и годографов; 

3) переходить в формулах от матриц, с элементами в ви-

де нечетких чисел LR-типа, к матрицам большей раз-

мерности с элементами в виде действительных чисел. 

  

 

 

Литература 
 

1. АЛТУНИН А. Е., СЕМУХИН М. В. Модели и алгорит-

мы принятия решений в нечетких условиях. Тюмень: Издатель-

ство Тюменского государственного университета,  2000.  

2. БАЛК М.Б., БАЛК Г.Д. Реальные применения мнимых 

чисел. Киев: Радянська школа, 1988. 

3. БОРИСОВ  А.Н.,  АЛЕКСЕЕВ  А.В.,  МЕРКУРЬЕВ  Г.В.  

и  др. Обработка нечеткой информации в системах принятия 

решений. – М.:  Радио и связь, 1989. 

4. БРОНШТЕЙН И.Н., СЕМЕНДЯЕВ К.А. Справочник по 

математике для инженеров и учащихся втузов. М.: Наука, 1986. 

5. ДРОЗДОВ А.В., СПЕСИВЦЕВ А.В., КИМЯЕВ И.Т. 

Обобщение расширенных арифметических операций над нечет-

кими числами (LR)-типа //Деп. ВИНИТИ №2185-В-95, 1995. 

6. ДЮБУА Д., ПРАД А. Теория возможностей. Приложе-

ния к представлению знаний в информатике. М.: Радио и связь, 

1990. 

7. КУЧАРИНА Е.А. Инвестиционный анализ. СПб.: Пи-

тер, 2006. 

8. ЛАРИН С.В. Числовые системы. М.: Академия, 2001. 

9.  Нечеткие множества в моделях управления и искусст-

венного интеллекта / Под ред. Д.А. Поспелова.  М.: Наука, 1986. 

10.  УСКОВ А.А., КУЗЬМИН А.В. Интеллектуальные тех-

нологии управления. Искусственные нейронные сети и нечеткая 

логика. – М.: Горячая Линия – Телеком, 2004. 

11. Усков А.А., Сургучева И.В., Горбунов А.М. Анализ 

систем обработки информации и управления с помощью груп-

повых нечетких чисел // Программные продукты и системы. 

2009. № 3. С. 19-21. 



 

Управление большими системами. Выпуск 

 12 

12. ЯХЪЯЕВА Г.Э. Алгебры с нечеткими операциями: 

Дис. ... канд. физ.-мат. наук: 01.01.06. Алматы, 2000. 

13. ЯХЪЯЕВА Г.Э. Нечеткие множества и нейронные се-

ти. М.: Интернет-Университет Информационных Технологий; 

БИНОМ. Лаборатория знаний, 2006. 

14. DUBOIS D., PRADE H. Operations on fuzzy numbers. // 

Int. J. Syst. Sci. 1978, v. 9, № 6, p. 613-626. 

15. DUBOIS D., PRADE H. Fuzzy real algebra: some results. 

// Fuzzy Sets and Systems, 1979, v. 2, № 4, p. 327-348. 

16. DUBOIS D., PRADE H. Systems of linear fuzzy con-

straints. // Fuzzy Sets and Systems, 1980, v. 3, № 1, p. 37-48. 

17.  DUBOIS D., PRADE H. Fuzzy sets and systems: Theory 

and applisations. - New York: Acad. Press, 1980, 394p. 

 

 

 

 

 

COMPLEX AND MATRIX METHODS PERFORM 

ARITHMETIC OPERATIONS ON FUZZY NUMBERS 

 

Andrey Uskov, Russian University of Cooperation, Moscow, Doctor 

of Science, professor. 

Igor Kiselev, Russian University of Cooperation, Moscow, Postgra-

duate student. 

 

 

Abstract: Proposed theorems, allowing to reduce the arithmetic 

operations on fuzzy numbers in LR-type arithmetic operations on 

complex numbers and matrices, which makes it possible to simplify 

the execution of arithmetic operations (in particular with the use of 

computer math) and use the intuitive graphical representation of the 

complex plane (in form of vector diagrams and hodographs). 
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