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Показано, что предельный вектор состояния в дифференциаль-

ной модели консенсуса с произвольным орграфом коммуникаций

выражается произведением собственного проектора лапласов-

ской матрицы модели на вектор начального состояния. Ука-

занный собственный проектор совпадает со стохастической

матрицей максимальных исходящих лесов взвешенного орграфа

коммуникаций. Эти утверждения составляют теорему о лесах

и консенсусе. Аналогичный результат для дискретной модели

Де Гроота в общем случае включает предел по Чезаро. Теорема

о лесах и консенсусе полезна при анализе моделей децентрализо-

ванного управления многоагентными системами.
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1. Введение

Рассмотрим дифференциальную модель поиска консенсуса в

многоагентной системе [22, 7]:

ẋi(t) = ui(t),(1)

ui(t) = −
n
∑

j=1

aij (xi(t)− xj(t)) , i = 1, . . . , n,(2)

где xi(t) – состояние i-го агента, aij > 0 – вес, с которым он

учитывает расхождение по состоянию с j-м агентом. Перепишем

модель (1)–(2) в матричной форме:

(3) ẋ(t) = −Lx(t),

где x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T , L – лапласовская матрица модели

(1)–(2), определяемая соотношением

(4) L = diag(A1)−A,

A = (aij)n×n, 1 = (1, . . . , 1)T .

Несимметричные лапласовские матрицы – класс матриц, к

которому относится матрица L в модели (3), – изучались, в част-

ности, в [1, 13, 9].

В настоящей работе получена теорема о лесном представ-

лении консенсуса (более кратко, теорема о лесах и консенсусе),

устанавливающая, что для любой неотрицательной матрицы A и

любой траектории x(t) модели (1)–(2) имеет место

lim
t→∞

x(t) = J̃ x(0),

где J̃ – собственный проектор матрицы L, совпадающий с мат-

рицей максимальных исходящих лесов J̄ орграфа коммуникаций,

соответствующего A.

Аналогичный результат, где, однако, обычный предел заме-

нен пределом по Чезаро, имеет место для дискретного аналога

модели (1)–(2), совпадающего с известной моделью Де Гроота.
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Теорема о лесах и консенсусе обобщает известное выраже-

ние [20, теорема 3.12]

lim
t→∞

x(t) = (vTl x(0))1,

выполняющееся при rankL = n − 1 или, эквивалентно, когда

орграф коммуникаций имеет остовное исходящее дерево. В этом

выражении vl – единственный левый собственный вектор, отвеча-

ющий нулевому собственному значению L и такой, что vTl 1 = 1.

План статьи. Введя необходимые понятия и обсудив пред-

варительные результаты, в разделе 3 мы доказываем теорему о

лесах и консенсусе. Раздел 4 посвящен свойствам предельного

состояния модели. В разделе 5 рассмотрен пример; в разделе 6 из

теоремы о лесах и консенсусе выведен классический «критерий

наличия исходящего дерева». Наконец, в разделе 7 представлена

теорема о лесах и консенсусе для дискретного аналога модели

(1)–(2), совпадающего с моделью Де Гроота.

2. Основные понятия и предварительные

результаты

2.1. Собственные проекторы и функции от матриц

Пусть A∈C
n×n – любая квадратная матрица, R(A) и N (A) –

соответственно образ и ядро A. Пусть ν = indA – индекс A, т.е.

наименьшее k ∈ {0, 1, . . .}, при котором rankAk+1 = rankAk.

Индекс матрицы есть индекс ее собственного значения 0, то есть

кратность нуля как корня ее минимального многочлена, или раз-

мер наибольшей жордановой клетки с нулевой диагональю в ее

жордановой форме. Невырожденность A равносильна ν = 0. Ес-

ли ν = 1, то алгебраическая и геометрическая кратности 0 равны

(в этом случае собственное значение 0 называют полупростым).
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Собственным проектором [24] матрицы A, соответствую-

щим собственному значению 0, называют4 такой проектор (т.е.

идемпотентную матрицу) Z, что R(Z) = N (Aν) и N (Z) =

R(Aν). Иными словами, Z есть проектор на N (Aν) вдоль R(Aν).

В случае вырожденной матрицы A, следуя [25], будем назы-

вать Z собственным проектором матрицы A (без упоминания

собственного значения 0). Собственный проектор единствен, по-

скольку идемпотентная матрица однозначно определяется своим

образом и ядром (см., например, [11, разделы 2.4 и 2.6]).

Собственные проекторы используются для разложения мат-

рицы на компоненты, что позволяет определять f(A) для диф-

ференцируемых функций f : C → C (см. например, [6, глава 5],

[11, раздел 2.5], [17, 16]), в теории обобщенно обратных матриц,

а также в многочисленных приложениях линейной алгебры.

Пусть λ1, . . . , λs – все различные собственные значения A, а

νk – индекс λk, определяемый как индекс матрицы A− λkI. Со-

гласно теории компонент матрицы [6, глава 5] для любой функ-

ции f : C → C, имеющей конечные производные f (j)(λk) по-

рядков j = 0, . . . , νk − 1 в точках λ1, . . . , λs, f(A) определяется

следующим образом:

(5) f(A) :=

s
∑

k=1

νk−1
∑

j=0

f (j)(λk)Zkj ,

где под производной порядка 0 понимают значение функции, а

Zkj – компоненты A, определяемые выражением

Zkj = (j!)−1(A− λkI)
j Zk0.(6)

Здесь компонента Zk0 есть собственный проектор матрицы

A− λkI (k = 1, . . . , s); его называют также собственным про-

ектором A, соответствующим собственному значению λk.

Собственные проекторы более подробно рассмотрены в [3].

4 Такой собственный проектор называют также главным идемпо-

тентом [15].
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2.2. Матрица максимальных исходящих лесов

Матрица A = (aij) модели (1)–(2) задает взвешенный ор-

граф коммуникаций Γ с множеством вершин V (Γ) = {1, . . . , n}:
Γ содержит дугу (j, i) с весом wji = aij , когда aij > 0 (т.е. когда

агент j влияет на агента i). Таким образом, в Γ дуги проводятся

в направлении влияния; вес дуги характеризует степень влияния.

Исходящее дерево – такой слабо связный (что означает связ-

ность индуцированного ненаправленного графа) орграф, в кото-

ром одна вершина, называемая корнем, имеет полустепень захода

0, а полустепени захода других вершин равны 1. Исходящий лес –

это орграф, у которого все слабые компоненты (т.е., максималь-

ные слабо связные подграфы) – исходящие деревья. Корни этих

деревьев формируют множество корней исходящего леса.

Остовный исходящий лес F орграфа Γ называют максималь-

ным исходящим лесом Γ, если Γ не имеет исходящих лесов с

бо́льшим числом дуг, чем в F. Размерность Γ по исходящим ле-

сам (далее, кратко, лесная размерность Γ) – это число компонент

в любом максимальном исходящем лесе Γ. Вес взвешенного ор-

графа есть произведение весов его дуг. Матрица J̄ = (J̄ ij) мак-

симальных исходящих лесов взвешенного орграфа Γ определяется

формулой

(7) J̄ ij =
fij
f
, i, j = 1, . . . , n,

где f – суммарный вес всех максимальных исходящих лесов Γ,

fij – суммарный вес тех максимальных исходящих лесов, в ко-

торых i принадлежит дереву, исходящему из j. В предложении 1

приведены некоторые свойства L и J̄ [7, 12, 4], используемые

при анализе моделей децентрализованного управления.

Предложение 1. Пусть L – лапласовская матрица модели

(1)–(2), J̄ – матрица максимальных исходящих лесов соответ-

ствующего орграфа Γ, имеющего лесную размерность d. Тогда:
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1) L – вырожденная (поскольку L1 = 0);

2) Если λ 6= 0 – собственное значение L, то Re(λ) > 0 [2,

предложение 9];

3) indL = 1 [13, предложение 12];

4) rankL = n− d; rank J̄ = tr J̄ = d [1, предложение 11];

5) J̄ – стохастическая матрица, поскольку
∑n

j=1 fij = f для

всех i ∈ {1, . . . , n};
6) J̄ – собственный проектор для L [13, предложение 12],

откуда J̄
2
= J̄ ;

7) LJ̄ = J̄L = 0 [1, теорема 5]; N (J̄) = R(L), R(J̄) =

N (L) (в силу пунктов 3 и 6);

8) J̄ = lim
α→∞

(I + αL)−1 [1, теорема 6];

9) J̄ = C(0)
/

h(0), где5 C(λ) – результат деления матрично-

го многочлена λh(λ)I на бином λI − L, λh(λ) – минималь-

ный многочлен для L (следует из [6, (23) в главе 5]);

10) J̄ = J̄n−d, где J̄n−d определяется рекурсивно: J̄k =

I − k
L J̄k−1

tr(L J̄k−1)
, k = 1, . . . , n − d, J̄0 = I и L J̄n−d = 0

([2, раздел 4] или [13, раздел 5]).

Поэлементная характеризация J̄ дана в [1, теорема 2′].

3. Теорема о лесах и консенсусе

Теорема 1. Пусть x(t) – решение системы (3). Тогда

(8) lim
t→∞

x(t) = J̃ x(0),

где J̃ – собственный проектор матрицы L, совпадающий с мат-

рицей максимальных исходящих лесов J̄ орграфа коммуникаций.

Доказательство. Все решения (3) удовлетворяют тождеству

[6, формула (43) главы 5]

(9) x(t) = e−Ltx(0).

5 В некоторых случаях более удобно для вычислений выражение, по-

лученное в [3, теорема 1].
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Согласно (5) e−Lt представляется в виде [6, (44) главы 5]

(10) e−Lt =
s

∑

k=1

νk−1
∑

j=0

Zkj t
je−λkt,

где λ1, . . . , λs – все различные собственные значения L.

Поскольку L – вырожденная, полагаем λ1 = 0. Тогда Z1j –

компоненты L, соответствующие собственному значению 0. Со-

гласно п. 3 предложения 1 ν1 = indL = 1, и в силу п. 6 того

же предложения Z10 (собственный проектор L, обозначаемый че-

рез J̃) совпадает с матрицей максимальных исходящих лесов J̄

орграфа коммуникаций Γ.

Пользуясь тем, что компоненты Zkj матрицы L не зависят

от t, и тем, что в силу п. 2 предложения 1 Re(λk) > 0 (k > 2),

имеем

(11) lim
t→∞

s
∑

k=2

νk−1
∑

j=0

Zkj t
je−λkt = 0.

Наконец, используя (9)–(11) и ν1 = 1, получаем

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

e−Ltx(0) = Z10 x(0) = J̃ x(0) = J̄ x(0). ⊓⊔

4. Свойства предельного состояния системы

Напомним, что базовой бикомпонентой орграфа Γ называют

такой максимальный (по включению) сильно связный подграф

Γ, в который не входят дуги извне. Согласно [1, предложение 6]

число базовых бикомпонент в Γ равно d, т.е. лесной размерности

орграфа Γ.

Пусть x(∞) – предельный вектор состояния модели (1)–(2):

x(∞) = limt→∞ x(t).

Следствие 1 из теоремы 1. Пусть K – базовая бикомпо-

нента Γ, i – вершина Γ, j – вершина K. Имеет место:
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1) Если i – вершина K или i достижима (по направленному

пути) из K и недостижима из других базовых бикомпо-

нент Γ, то xi(∞) = xj(∞) и xi(∞) равно значению кон-

сенсуса для системы с орграфом коммуникаций K;

2) Если i достижима из нескольких базовых бикомпонент Γ,

то xi(∞) лежит между минимальным и максимальным

элементами x(∞), соответствующими этим базовым би-

компонентам (и лежит строго между ними, если эти мак-

симум и минимум отличаются);

3) Если i не принадлежит никакой базовой бикомпоненте Γ,

то x(∞) не зависит от xi(0).

Следствие 1 легко доказывается с использованием строчной

стохастичности матрицы J̄ и двух простых утверждений, вытека-

ющих из теоремы 2′ в [1]: (а) J̄ ij 6= 0 тогда и только тогда, когда j

принадлежит базовой бикомпоненте Γ и i достижима из j; (б) ес-

ли i и j лежат в одной и той же базовой бикомпоненте Γ, то i-я

и j-я строки J̄ совпадают, а i-й и j-й столбцы пропорциональны.

Применив сдвиг по времени и используя п. 7 предложения 1,

получаем6

Следствие 2 из теоремы 1. Пусть x(t) – решение (3). Тогда

∀ t ∈ R J̄ x(t) = x(∞) и ∀ t1, t2 ∈ R J̄(x(t1) − x(t2)) = 0, т.е.

(x(t1)− x(t2)) ∈ N (J̄) = R(L).

5. Пример

Рассмотрим взвешенный орграф коммуникаций Γ, показан-

ный на рис. 1. Он имеет две базовые бикомпоненты с множества-

ми вершин {1, 2} и {3, 4, 5}.

6 Здесь используется тот же подход, что при выводе уравнения, рас-

положенного между (16) и (17) в [10].
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Рис. 1. Орграф коммуникаций Γ.

Запишем лапласовскую матрицу (4) модели (1)–(2), соответ-

ствующей7 орграфу Γ:

L =

























2 −2 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −1 0 0

0 0 −2 4 −2 0 0

0 0 0 −2 2 0 0

0 −3 −2 0 0 5 0

0 0 −4 0 0 −1 5

























.

Спектр L – чисто действительный: (0, 0, 2, 3, 5, 5, 5), что

не всегда так для лапласовской матрицы взвешенного орграфа.

Заметим, что L не диагонализуема, т.к. геометрическая кратность

собственного значения 5 равна 1. Минимальный многочлен L:

λh(λ) = λ(λ− 2)(λ − 3)(λ− 5)3.

Для нахождения J̃ = J̄ = Z10 воспользуемся пунктом 9

предложения 1:

(12) Z10 =
C(0)

h(0)
,

7 См. раздел 2.2.
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где h(0) = (−2)(−3)(−5)3 = −750, а C(0) находится с помощью

формул (55), (56) в [6, глава 4]: Ψ(0, µ)=(µ− 2)(µ− 3)(µ− 5)3 и

(13) C(0) = Ψ(0 · I, L) = (L− 2I)(L− 3I)(L − 5I)3.

Подставив C(0) и h(0) в (12), получаем

(14) J̃ =
1

750

























250 500 0 0 0 0 0

250 500 0 0 0 0 0

0 0 300 150 300 0 0

0 0 300 150 300 0 0

0 0 300 150 300 0 0

150 300 120 60 120 0 0

30 60 264 132 264 0 0

























.

Матрица J̄ может быть найдена также с использованием

п. 10 предложения 1. Как и в случае вычислений с помощью (13),

это требует четырех операций умножения матриц, однако не тре-

бует знания ненулевых собственных значений L или ее мини-

мального многочлена. Прямое перечисление максимальных исхо-

дящих лесов не является эффективным способом нахождения J̄ .

Отметим, что для данного примера множество максимальных ис-

ходящих лесов состоит из 32 элементов, суммарный вес которых

равен f = 750. Согласно определению (7) это число есть общий

знаменатель элементов матрицы J̄ = (J̄ ij). Числитель элемента

J̄ ij равен суммарному весу fij максимальных исходящих лесов,

в которых вершина i принадлежит дереву, исходящему из j. На-

пример, для J̄65 имеется восемь таких лесов; веса их равны 4, 4,

8, 8, 16, 16, 32 и 32. Таким образом f65 = 120 и J̄65 = 120
750 , что

согласуется с (14).

С помощью предложения 9 из [1] множество всех макси-

мальных исходящих лесов орграфа Γ может быть перечислено

следующим образом: 1) в каждой базовой бикомпоненте Γ вы-

бираем произвольное остовное исходящее дерево; 2) выбираем

10
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произвольный максимальный исходящий лес в орграфе, полу-

ченном из Γ удалением всех дуг, принадлежащих базовым би-

компонентам; 3) объединяя выбранные деревья и лес, получаем

максимальный исходящий лес орграфа Γ; каждый максимальный

исходящий лес в Γ может быть получен таким способом. Более

подробный алгоритм построения максимальных исходящих ле-

сов представлен в [1, раздел 5].

Пусть x(0) = (1 10 5 7 9 ∗ ∗)T . Здесь последние компонен-

ты, соответствующие «небазовым» вершинам, оставлены «сво-

бодными»: согласно следствию 1 они не влияют на предельное

состояние. Используя теорему 1 и выражение (14), получаем

lim
t→∞

x(t) = J̃ x(0) = (7 7 7 7 7 7 7)T ,

т.е. асимптотический консенсус достигается. При другом векторе

начального состояния, x(0) = (0 6 3 9 10 ∗ ∗)T , имеем

lim
t→∞

x(t) = J̃ x(0) = (4 4 7 7 7 5,2 6,64)T ,

и асимптотический консенсус достигается только внутри базовых

бикомпонент с множествами вершин {1, 2} и {3, 4, 5}, но не для

всего множества агентов.

Итак, любая многоагентная система, удовлетворяющая (1)–

(2), имеет свою область сходимости к консенсусу, т.е. множе-

ство таких начальных состояний x(0), что произведение J̃ x(0)

дает вектор с равными компонентами. Характеризация этой об-

ласти (очевидно, это подпространство в R
n) дана в [4], где также

показано, что если x(0) не принадлежит данной области, то, тем

не менее, существует некий осмысленный «квази-консенсус». Он

получается проектированием x(0) на область сходимости систе-

мы и последующим применением протокола (1)–(2). Для вектора

начального состояния x(0) = (0 6 3 9 10 ∗ ∗)T , рассмотренного

выше, значение такого «квази-консенсуса» равно 5,82.
11
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6. Об орграфах лесной размерности 1

Предположим, что орграф коммуникаций Γ имеет остовное

исходящее дерево, т.е. лесная размерность Γ равна 1. В этом

(и только в этом) случае согласно пункту 4 предложения 1 имеет

место rank J̄ = 1, и в силу пункта 5 предложения 1

(15) J̄ = 1vTl ,

где vTl – любая строка J̄ и vTl 1 = 1. Согласно пунктам 7 и 4

предложения 1 span(vl) и span(1) совпадают соответственно с

левым и правым нуль-пространствами L. Таким образом, част-

ным случаем теоремы 1 является следующее известное необхо-

димое и достаточное условие достижения консенсуса.

Следствие 3 из теоремы 1. Если орграф Γ модели (1)–(2)

имеет остовное исходящее дерево, то для любого вектора на-

чального состояния x(0) состояние x(t) сходится к консенсусу

(16) lim
t→∞

x(t) = (vTl x(0))1,

где vl – единственный элемент левого нуль-пространства L

такой, что vTl 1 = 1. Обратно, если для любого вектора на-

чального состояния x(0) состояние x(t) сходится к консенсусу,

то Γ имеет остовное исходящее дерево.

Для более частного случая, когда орграф Γ сильно связен,

представление, подобное (16), было получено в [22, теорема 3]:

limt→∞ e−Lt = vrv
T
l , где vl и vr – соответственно левый и правый

собственные векторы L, соответствующие собственному значе-

нию 0 и удовлетворяющие условию vTl vr = 1. Перед теоремой 1

авторы [22] отмечают, что vr можно заменить на 1.

Следствие 3 совпадает с [20, теорема 3.12] (см. также [20,

предложение 3.11] и [23, лемма 1.3]). Случай орграфа коммуни-

каций Γ, содержащего остовное исходящее дерево, был недавно

рассмотрен в [10], где лемма 3 представляет собой аналог (16).
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Однако множитель 1/
√
n в [10, формула (18)], появляющийся из-

за неточности в доказательстве, ошибочен.

Наконец, заметим, что теорема III.8 в [26] также может быть

выведена из теоремы 1.

7. Теорема о лесах и консенсусе для модели

Де Гроота

Рассмотрим дискретизацию модели (3):

(17)
x(t+ τ)− x(t)

τ
= −Lx(t),

где τ ∈ R – малый параметр. Пусть y(k) = x(kτ), k = 0, 1, . . . –

вектор состояния системы с дискретной динамикой, задаваемой

уравнением (17). Тогда

(18) y(k) = (I − τL) y(k − 1), k = 1, 2, . . .

Положив

(19) P := I − τL

и заметив, что при

(20) 0 < τ 6

(

max
i

∑

j 6=i

aij

)−1

матрица P – стохастическая [1, раздел 8], получаем итерацион-

ную модель Де Гроота [14]:

(21) y(k) = P y(k − 1), k = 1, 2, . . .

Матрицу (19) иногда называют матрицей Перрона с парамет-

ром τ взвешенного орграфа Γ. Нетрудно заметить, что P – ли-

нейная часть степенного разложения функции e−τL.

Сравним асимптотические свойства модели (3) и ее дискрет-

ного аналога (21). Согласно (21)

(22) y(k) = P ky(0), k = 0, 1, . . .

Необходимое и достаточное условие сходимости {P k} при вы-

полнении (20) – апериодичность матрицы P. С другой стороны,

13
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предел по Чезаро

(23) P∞ := lim
k→∞

1

k

k
∑

i=1

P i

существует для любой стохастической матрицы P и совпада-

ет с limk→∞ P k, если последний предел существует. В про-

тивном случае, если P периодична с периодом s, то P∞ =

s−1
(

P (1) + . . . + P (s)
)

, где P (1), . . . , P (s) – пределы сходящихся

подпоследовательностей {P k}: P (i) = lim
j→∞

P js+i, i = 1, . . . , s.

Аналог теоремы 1 для модели Де Гроота (21) легко выво-

дится из известных результатов о цепях Маркова. Для удобства

сравнения с теоремой 1 представим его в следующем виде.

Теорема 2. Пусть последовательность y(k) задается (21),

где P удовлетворяет (19)–(20). Тогда

lim
k→∞

1

k

k
∑

i=1

y(i) = J̃ y(0),

где J̃ – собственный проектор L, совпадающий с матрицей J̄

максимальных исходящих лесов орграфа коммуникаций Γ, соот-

ветствующего L. Далее, если (20) выполнено строго, то

(24) lim
k→∞

y(k) = J̃ y(0).

Доказательство. Майер [21] и Ротблюм [24] показали, что

P∞ – собственный проектор матрицы I − P . Следовательно, в

силу (19) и определения собственного проектора, P∞ = J̃ . При-

меняя предел по Чезаро к (22) и используя (23) и п. 6 предложе-

ния 1, получаем первое утверждение теоремы 2.

Иное его доказательство использует тождество P∞ = J̄ ,

совпадающее с так называемой матричной теоремой о деревьях

для цепей Маркова, впервые полученной в [5] и переоткрытой

в [19, 18]. Из этого тождества первое утверждение теоремы 2 вы-

водится тем же способом.
14
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Наконец, если (20) выполняется строго, то P имеет строго

положительную диагональ. В этом случае, согласно теореме Гер-

шгорина, P не имеет собственных значений, по модулю равных

единице, кроме 1. Следовательно, P не периодическая и {P k}
сходится, что влечет (24). ⊓⊔

Очевидно, единственное существенное отличие теоремы 2

от теоремы 1 – использование предела по Чезаро в случае пери-

одической стохастической матрицы P. Точно так же, с помощью

предела по Чезаро, легко может быть сформулирован дискретный

аналог следствия 3 из раздела 6.

Для вычисления матрицы J̃ = J̄ можно использовать пунк-

ты 8–10 предложения 1, конструктивные характеризации (h), (j)

или (l) в [3, раздел 2] или же предложение 2 в [8].
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Abstract: It is shown that the limiting state vector of the differential

consensus seeking model with an arbitrary communication digraph

is obtained by multiplying the eigenprojection of the Laplacian

matrix of the model by the vector of initial state. Furthermore, the

eigenprojection coincides with the matrix of maximum out-forests

of the weighted communication digraph. These statements make the

forest consensus theorem. A similar result for DeGroot’s iterative

pooling model involves the Cesàro limit in the general case. The forest

consensus theorem is useful for the analysis of distributed control

models.

Keywords: Consensus, eigenprojection, spanning rooted forest, forest

consensus theorem, DeGroot’s iterative pooling.
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