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Системный анализ

О ЦЕНТРАЛЬНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ

МАРКОВА В ДИСКРЕТНОМ ВРЕМЕНИ1

Щеголев А. А.2

(Национальный исследовательский университет
«Высшая школа экономики», Москва)

Класс нелинейных марковских процессов характеризуется наличием зависимо-
сти текущего состояния процесса от текущего распределения процесса в до-
полнение к зависимости от предыдущего состояния процесса. Благодаря этой
особенности данные процессы характеризуются сложным предельным пове-
дением и эргодическими свойствами, для которых привычных критериев для
марковских процессов недостаточно. Будучи разновидностью нелинейных мар-
ковских процессов, нелинейные цепи Маркова унаследовали эти особенности.
В работе исследованы условия для выполнения центральной предельной тео-
ремы для однородных нелинейных цепей Маркова в дискретном времени с ко-
нечным дискретным фазовым пространством. Также приведен краткий обзор
известных результатов об эргодических свойствах нелинейных цепей Маркова.
Полученный результат дополняет существующие результаты в данной обла-
сти и может быть полезен для дальнейших приложений в статистике.

Ключевые слова: нелинейные марковские цепи центральная предельная
теорема, экспоненциальная скорость сходимости.

1. Введение

Класс случайных процессов, имеющих зависимость от за-
кона распределения, впервые был впервые предложен А.А. Вла-
совым [2] для описания динамики плазмы, представляющей со-
бой большую систему заряженных частиц. В дальнейшем, об-
щий класс процессов был изучен Г.П. Маккином [6]. Данные
процессы в литературе называют процессами Маккина – Власо-
ва, или нелинейными марковскими процессами. Процессы этого
вида естественным образом возникают при описании предельно-
го поведения системы большого количества взаимодействующих

1 Статья подготовлена в ходе проведения исследования в рамках Програм-
мы фундаментальных исследований Национального исследовательского уни-
верситета «Высшая школа экономики» (НИУ ВШЭ). Работа выполнена при
финансовой поддержке РФФИ, грант №20-01-00575a.

2 Александр Алексеевич Щеголев, аспирант НИУ ВШЭ (ashchegolev@hse.ru).
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частиц. Данный вид процессов изучался в работах множества ав-
торов, среди которых можно выделить монографии А.С. Шнит-
мана [11] и В.Н. Колокольцова [5]. В отличие от марковских про-
цессов, нелинейные марковские процессы могут обладать слож-
ными эргодическими свойствами [7, 8], так что классические ре-
зультаты для марковских процессов могут быть неприменимы.

Изучению эргодических свойств нелинейных цепей Маркова
также посвящен ряд работ. Одни из первых результатов изучения
эргодических свойств однородных нелинейных цепей Маркова в
дискретном времени были получены О.А. Бутковским [1]. В ра-
боте были установлены условия существования и единственно-
сти инвариантной меры для нелинейных марковских цепей, а так-
же показано на примерах, что стандартного результата для це-
пей Маркова (выполнения условия Маркова – Добрушина) в дан-
ном случае недостаточно для эргодичности процесса. В работе
M.Х. Сабурова [9] рассматривается определенный класс (более
узкий, чем в работе [1]) нелинейных полиномиальных марков-
ских операторов на конечном пространстве, для которых показа-
но, что при некоторых условиях на коэффициент эргодичности
Добрушина достигается эргодичность. В работах [4, 10] также
рассматриваются нелинейные цепи Маркова в дискретном вре-
мени, обобщается оценка [1] для скорости сходимости на случай
использования переходных вероятностей за несколько шагов. На
примерах показано, что для переходных ядер за несколько ша-
гов скорость сходимости может быть выше, и показан пример,
демонстрирующий, что невыполнение условий [1] в общем слу-
чае не препятствует сходимости к единственной инвариантной
мере. Также в работе [10] представлен результат об условиях вы-
полнения закона больших чисел для нелинейных цепей Маркова
в дискретном времени. В работе Б.А. Нойман [8] рассматривают-
ся эргодические свойства нелинейных цепей Маркова с конечным
пространством состояний в непрерывном времени, где показано,
что для эргодичности нелинейной цепи Маркова с непрерывным
временем должен существовать непрерывный нелинейный гене-
ратор.

6
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В данной работе мы ограничиваемся рассмотрением класса
нелинейных цепей Маркова в дискретном времени. Статья рас-
сматривает условия выполнения центральной теоремы для нели-
нейных цепей Маркова, продолжая идею [10], где был рассмот-
рен соответствующий закон больших чисел. Полученный резуль-
тат важен для статистических приложений и дальнейшего по-
строения статистики.

2. Постановка задачи и основной результат

Прежде всего напомним определение нелинейной цепи Мар-
кова в дискретном времени.

Определение 1. Нелинейной цепью Маркова c дискретным
временем назовем процесс (𝑋𝜇

𝑛 )𝑛∈Z+
, принимающий значения на

пространстве состояний (𝐸, ℰ), который имеет начальное рас-
пределение ℒ (𝑋𝜇

0 ) = 𝜇, 𝜇 ∈ 𝒫(𝐸) и переходные вероятности

𝑃𝜇𝑛(𝑥,𝐵) =P
(︀
𝑋𝜇

𝑛+1 ∈ 𝐵|𝑋𝜇
𝑛 = 𝑥𝑛, . . . , 𝑋

𝜇
0 = 𝑥0;

ℒ(𝑋𝜇
𝑛 ) = 𝜇𝑛, . . . ,ℒ(𝑋𝜇

0 ) = 𝜇0) =

=P
(︀
𝑋𝜇

𝑛+1 ∈ 𝐵|𝑋𝜇
𝑛 = 𝑥;ℒ(𝑋𝜇

𝑛−1) = 𝜇𝑛−1

)︀
,

где 𝑥0, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐸, 𝐵 ∈ ℰ , 𝑛 ∈ Z+.
Рассматриваемый далее результат устанавливает достаточ-

ные условия, чтобы для нелинейной марковской цепи с конечным
дискретным фазовым пространством выполнялась центральная
предельная теорема.

Теорема 1. Пусть нелинейная цепь Маркова 𝑋𝜇
𝑘 , определе-

на на измеримом пространстве состояний (𝐸, ℰ) и имеет един-
ственную инвариантную меру, скорость сходимости к которой
экспоненциальна. Обозначим через 𝑋𝜋

𝑘 копию исходной нелиней-
ной цепи Маркова 𝑋𝜇

𝑘 с начальным распределением, равным ин-
вариантной мере 𝜋, и переходными вероятностями 𝑃 𝜋

𝑥,𝑦, равно-
мерно отделенными от нуля,

inf
𝜇

min
𝑥,𝑥′

𝑃𝜇
𝑥,𝑥′ > 0.

7
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Тогда для нелинейной цепи Маркова выполнена центральная пре-
дельная теорема,

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
→ E [𝑔(𝜂)] , 𝜂 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2),

где 𝑔 ∈ 𝒞𝑏,

𝑆𝑛 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(𝑓(𝑋𝜇
𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )]) ,

𝜎2 = E𝜋

⎡⎣ ∑︁
06𝑖6𝑗6∞

(𝑓(𝑋𝜇
𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )])
(︁
𝑓(𝑋𝜇

𝑗 )− E[𝑓(𝑋𝜋
0 )]
)︁⎤⎦ .

Доказательство. Прежде всего заметим, что поскольку
функция 𝑔 ограничена, то для доказательства слабой сходимо-
сти достаточно рассмотреть неотрицательные 𝑔 ∈ 𝒞𝑏, такие что
𝑔 > 𝜅, где 𝜅 – некоторая положительная постоянная.

Также обратим внимание на то, что инвариантная копия ис-
ходного процесса, 𝑋𝜋

𝑘 , является однородной цепью Маркова, не
зависящей от меры, а также обладает 𝛽-перемешиванием благо-
даря равномерной экспоненциальной сходимости относительно
начального распределения.

Рассмотрим последовательность сумм центрированных ком-
понент для инвариантной копии исходного процесса:

𝑆𝜋
𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑓(𝑋𝜋
𝑘 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )].

Тогда, в соответствии с результатами Ибрагимова и Линника
[3, теорема 18.5.3], мы имеем, что

E[|𝑓(𝑋𝜋
𝑘 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )]|
2+𝜁 ] < ∞

для некоторого 𝜁 > 0 и
∑︀∞

𝑛=1 𝛼(𝑛)
𝜁/(2+𝜁) < ∞, где 𝛼(𝑛) – ко-

эффициент перемешивания. Дисперсия случайной величины 𝑆𝜋
𝑛

𝜎2 = Var(𝑆𝜋
𝑛) = E𝜋

⎡⎣ ∑︁
06𝑖6𝑗6∞

(𝑓(𝑋𝜋
𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋

0 )])
(︀
𝑓(𝑋𝜋

𝑗 )− E[𝑓(𝑋𝜋
0 )]
)︀⎤⎦

8



Системный анализ

является конечной благодаря тому, что случайные величины
𝑓(𝑋𝜋

𝑘 ) − E[𝑓(𝑋𝜋
0 )] удовлетворяют условию 𝛽-перемешивания,

в данном случае экспоненциального, и ограничены.
Тогда последовательность 𝑆𝜋

𝑛 удовлетворяет центральной
предельной теореме, таким образом, 𝑆𝜋

𝑛 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2/𝑛). При этом
случай 𝜎2 = 0 может быть интерпретирован как вырожденное
нормальное распределение, или 𝛿-мера Дирака, сконцентриро-
ванная в точке 0.

Таким образом, центральная предельная теорема верна для
нелинейной цепи Маркова, стартующей из инвариантного рас-
пределения, а именно:

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
→ E [𝑔(𝜂)] , 𝜂 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2).(1)

В случае 𝜎 = 0 получаем тождественное равенство обеих частей
(1) величине 𝑔(𝑊 ), где 𝑊 – некоторая константа.

Далее покажем, что центральная предельная теорема верна
и в более общем случае, т.е. для нелинейной цепи Маркова, не
находящейся изначально в стационарном состоянии.

Обозначим 𝜉(𝑋𝜇
𝑖 ) = 𝑓(𝑋𝜇

𝑖 )− E[𝑓(𝑋𝜋
0 )], тогда

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
= E

[︃
𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝜉(𝑋𝜇

𝑖 )√
𝑛

)︃]︃
=

=

∫︁∫︁
. . .

∫︁
𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=0 𝜉(𝑋𝜇

𝑖 )√
𝑛

)︃
𝜇0(𝑥0)𝑃

𝜇0

𝑥0,𝑑𝑥1
𝑃𝜇1

𝑥1,𝑑𝑥2
. . . 𝑃

𝜇𝑛−2

𝑥𝑛−2,𝑑𝑥𝑛−1

=

∫︁∫︁
. . .

∫︁
𝑔

(︂
𝜉(𝑥0) + · · ·+ 𝜉(𝑥𝑛−1)√

𝑛

)︂
𝜇0(𝑥0)𝑃

𝜇0

𝑥0,𝑑𝑥1
. . . 𝑃

𝜇𝑛−2

𝑥𝑛−2,𝑑𝑥𝑛−1
.

Благодаря существованию единственной инвариантной меры
и экспоненциальной скорости сходимости начальной меры к ней,
имеем ‖𝜇𝑛−𝜋‖𝑇𝑉 6 2𝑒−𝐶𝑛, где 𝐶 – некоторая константа, не зави-
сящая от 𝑛. Исходя из предположения, что все элементы переход-
ного ядра 𝑃 𝜋

𝑥,𝑦 отделены от нуля, получаем нижнюю и верхнюю
оценки:

−‖𝜇𝑛 − 𝜋‖𝑇𝑉

2𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

6
𝑃𝜇𝑛
𝑥,𝑦 − 𝑃 𝜋

𝑥,𝑦

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

6
‖𝜇𝑛 − 𝜋‖𝑇𝑉

2𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

,
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откуда мы делаем вывод, что

(2) 1−𝑒ln𝐾−𝐶𝑛 6 1− 𝑒−𝐶𝑛

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

6
𝑃𝜇𝑛
𝑥,𝑦

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

6 1+
𝑒−𝐶𝑛

𝑃 𝜋
𝑥,𝑦

6 1+𝑒ln𝐾−𝐶𝑛,

где 𝐾 – некоторая константа, не зависящая от 𝑛.
Обозначим 𝜌𝑔 – модуль непрерывности функции 𝑔 на за-

мкнутом интервале [−‖𝜉‖, ‖𝜉‖] и выберем 𝛿 > 0 такое, что
𝜌𝑔(𝛿) < 𝜅 < 𝑔. Также выберем 𝑛 по заданным 𝛿, 𝑘: 𝑛 > 𝑘‖𝜉‖/𝛿,
где 𝑘 ∈ Z+, и, начиная с момента 𝑘 + 1, переходные ядра 𝑃𝜇𝑛

𝑥,𝑦

близки к инвариантному переходному ядру 𝑃 𝜋
𝑥,𝑦 согласно (2).

Определим переходное ядро за 𝑘 шагов как 𝑄𝜇0,𝑘
𝑥0,𝑑𝑥𝑘

, такое что

𝜇𝑘 = 𝜇0𝑄
𝜇0,𝑘
𝑥0,𝑑𝑥𝑘

(𝑑𝑥𝑘) =

∫︁
𝜇0(𝑑𝑥0)𝑄

𝜇0,𝑘(𝑥0, 𝑑𝑥𝑘).

Используя введенные обозначения, перепишем

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
=

(3)

=

∫︁∫︁
. . .

∫︁
𝑔

(︃∑︀𝑘
𝑖=0 𝜉(𝑥𝑖)√

𝑛
+

∑︀𝑛−1
𝑖=𝑘+1 𝜉(𝑥𝑖)

√
𝑛

)︃
𝜇0𝑄

𝜇0,𝑘(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃
𝜇𝑘
𝑥𝑗 ,𝑑𝑥𝑗+1

6

6 𝜌𝑔(𝛿) +

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
×

(4)

×

⎛⎝∫︁∫︁ . . .

∫︁
𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=𝑘+1 𝜉(𝑥𝑖)

√
𝑛

)︃
𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃𝜋
𝑥𝑗 ,𝑑𝑥𝑗+1

⎞⎠ .

Распишем в явном виде аналогичное выражение для 𝑆𝜋
𝑛 :

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
=

=

∫︁∫︁
. . .

∫︁
𝑔

(︃∑︀𝑘
𝑗=0 𝜉(𝑥𝑗)
√
𝑛

+

∑︀𝑛−1
𝑗=𝑘+1 𝜉(𝑥𝑗)

√
𝑛

)︃
𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃𝜋
𝑥𝑗 ,𝑑𝑥𝑗+1

>

> −𝜌𝑔(𝛿) +

∫︁∫︁
. . .

∫︁
𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑗=𝑘+1 𝜉(𝑥𝑗)

√
𝑛

)︃
𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘

𝑃𝜋
𝑥𝑗 ,𝑑𝑥𝑗+1

.

Теперь мы можем подставить последний результат в форму-
лу (4), благодаря чему получаем

10



Системный анализ

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
6 𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
𝜌𝑔(𝛿) + E

[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂)︂ 𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
.

Аналогичным образом мы можем вычислить оценку и для

нижней границы E
[︁
𝑔
(︁

𝑆𝑛√
𝑛

)︁]︁
, получая

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
> −𝜌𝑔(𝛿) +

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
×

×

⎛⎝∫︁∫︁ . . .

∫︁
𝑔

(︃∑︀𝑛−1
𝑖=𝑘+1 𝜉(𝑥𝑖)√

𝑛

)︃
𝜋(𝑑𝑥𝑘)

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘+1

𝑃 𝜋
𝑥𝑗 ,𝑑𝑥𝑗+1

⎞⎠ >

> −𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
− 𝜌𝑔(𝛿)

)︂
×

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
.

В результате получаем границы для E
[︁
𝑔
(︁

𝑆𝑛√
𝑛

)︁]︁
:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
> −𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
− 𝜌𝑔(𝛿)

)︂
×

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
,

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
6 𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
𝜌𝑔(𝛿) + E

[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂)︂
×

𝑛−2∏︁
𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁
.

Для этих границ вычислим нижний и верхний пределы по-
следовательности при 𝛿 → 0, 𝑘 → ∞ и 𝑛 → ∞, получая

lim inf
𝑛→∞

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
>

> lim inf
𝛿→0

lim inf
𝑘→∞

lim inf
𝑛→∞

(︃
−𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂
− 𝜌𝑔(𝛿)

)︂
×

×
𝑛−2∏︁

𝑗=𝑘−1

(︁
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁)︃

и

11



Управление большими системами. Выпуск 102

lim sup
𝑛→∞

E
[︂
𝑔

(︂
𝑆𝑛√
𝑛

)︂]︂
6

6 lim sup
𝛿→0

lim sup
𝑘→∞

lim sup
𝑛→∞

(︃
𝜌𝑔(𝛿) +

(︂
𝜌𝑔(𝛿) + E

[︂
𝑔

(︂
𝑆𝜋
𝑛√
𝑛

)︂]︂)︂
×

×
𝑛−2∏︁

𝑗=𝑘−1

(︁
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︁)︃
.

Отметим, что при 𝛿 → 0 модуль непрерывности
𝜌𝑔(𝛿) стремится к нулю. Множители ∏︀𝑛−2

𝑗=𝑘−1

(︀
1− 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︀
и ∏︀𝑛−2

𝑗=𝑘−1

(︀
1 + 𝑒ln𝐾−𝐶𝑗

)︀
при 𝑘 → ∞ равномерно стремятся к 1 бла-

годаря показателю в экспоненте. Используя результат (1), мы по-
лучаем, что для любой неотрицательной функции 𝑔 ∈ 𝒞𝑏, боль-
шей 𝜅,

lim inf
𝑛→∞

E[𝑔(𝑆𝑛/
√
𝑛)] > E [𝑔(𝜂)]

и
lim sup
𝑛→∞

E[𝑔(𝑆𝑛/
√
𝑛)] 6 E [𝑔(𝜂)] ,

где 𝜂 – гауссовская случайная величина с распределением
𝒩 (0, 𝜎2).

Стало быть, эти неравенства имеют место и для любой функ-
ции 𝑔 ∈ 𝒞𝑏. Тогда по теореме о двух милиционерах имеем

lim
𝑛→∞

E[𝑔(𝑆𝑛/
√
𝑛)] = E [𝑔(𝜂)] ,

что эквивалентно слабой сходимости, а следовательно, как и тре-
бовалось, центральная предельная теорема выполнена. Теорема 1
доказана.
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Математическая теория управления

НЕРАВЕНСТВО ЛОРДЕНА И СКОРОСТЬ
СХОДИМОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОДНОЙ
ОБОБЩЁННОЙ СИСТЕМЫ МАССОВОГО

ОБСЛУЖИВАНИЯ ЭРЛАНГА – СЕВАСТЬЯНОВА1

Зверкина Г. А.2

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Во многих прикладных задачах теории надежности и массового обслуживания
очень важно не только доказывать существование стационарного распреде-
ления, но и уметь оценивать скорость сходимости распределения к стацио-
нарному. Стандартные методы получения таких оценок предполагают, что
времена обслуживания (ремонта или работы) экспонециальны, входящий по-
ток – пуассоновский и все формирующие процесс обслуживания (надёжности)
случайные величины (сл.в.) независимы. Результаты для таких простейших
случаев хорошо известны. Отказ от предположений независимости и экспо-
ненциальности этих сл.в. приводит к довольно сложным случайным процессам,
которые очень трудно изучать с помощью стандартных процедур. Для таких
процессов нужно использовать более сложную технику. Для этого потребу-
ется некоторое обобщение (и доказательство) ряда известных результатов.
Один из таких результатов – обобщённое неравенство Лордена, используе-
мое в данной статье. «Классическое» неравенство Лордена касается «клас-
сических» процессов восстановления. В работе используется обобщение этого
неравенства для случая «слабо зависимых» и имеющих в некотором смысле
«близкие» распределения интервалов между моментами восстановления. Та-
кое обобщение позволяет изучать скорость сходимости для широкого класса
сложных процессов в ТМО и в смежных дисциплинах. В данной работе изуча-
ется одна обобщённая система массового обслуживания Эрланга – Севастья-
нова.

Ключевые слова: регенерирующие марковские процессы, метод склеи-
вания, метрика полной вариации, обобщённая система Эрланга – Сева-
стьянова, скорость сходимости.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант
№20-01-00575А.
Автор признателен Э.Ю. Калимулиной за ценное обсуждение содержания
статьи.

2 Галина Александровна Зверкина, к.ф.-м.н., доцент (zverkina@gmail.com).
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1. Введение

Формулы Эрланга дают явные выражения для количества за-
явок в системах массового обслуживания (СМО) вида 𝑀 |𝑀 |∞
в стационарном режиме [11]. Рассмотренные Эрлангом модели
по-прежнему являются важными в современной теории массово-
го обслуживания. Однако для приложений важно не только знать
стационарное распределение, но и уметь оценивать скорость схо-
димости к этому распределению. В общем виде эта проблема не
решена до сих пор, однако предпринимались некоторые попыт-
ки её решения. Так, в случае экспоненциально распределённых
времён обслуживания и входящего пуассоновского потока такая
проблема рассматривалась в [8, 25] и др.

Известная теорема Б.А. Севастьянова [4, 5] для марков-
ских процессов позволила доказывать не только существова-
ние и единственность стационарного распределения для боль-
шого класса СМО, но и сходимость в метрике полной вариа-
ции. Несколько ранее П. Форте показал [13], что стационарное
распределение существует в рассмотренных Б.А. Севастьяновым
моделях при несколько более сильных предположениях, чем в ра-
боте [5], и указал вид стационарного распределения (без иссле-
дования скорости сходимости).

Таким образом, для системы с входящим пуассоновским по-
током и произвольным (одинаковым) временем обслуживания
с конечным средним значением на всех приборах было извест-
но стационарное распределение; более того, в работах Л. Такача
[24] были получены характеристики периода занятости и длины
очереди для СМО 𝑀 |𝐺𝐼|∞.

Однако только в некоторых специальных случаях оценива-
лась скорость сходимости к стационарному распределению сто-
хастических систем (не обязательно систем Эрланга). Обычно на
практике оценки характеристик работы СМО вычисляются для
стационарного состояния, но, как правило, в явном виде они не
получены, за исключением ряда специальных случаев (см., на-
пример, [20]).
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Итак, для СМО 𝑀 |𝐺𝐼|∞ известны стационарные характери-
стики, но до момента достаточно близкого сближения нестацио-
нарных и стационарных значений без знания оценки скорости
сходимости распределения состояния СМО к стационарному со-
стоянию невозможно использовать стационарные характеристи-
ки. То есть очень важно знать оценку сверху скорости сходимо-
сти распределения СМО к стационарному распределению. Более
того, если не удаётся определить или оценить стационарное рас-
пределение СМО, знание оценки скорости сходимости к нему
позволяет получать адекватные оценки характеристик СМО с по-
мощью математического моделирования, а также численно опре-
делять стационарные характеристики СМО.

В работах [26, 27, 28, 30] были рассмотрены методы, с помо-
щью которых можно получить оценки скорости сходимости для
СМО в случае, когда все распределения абсолютно непрерывны
и их интенсивности отделены от нуля и ограничены сверху. Во
всех рассмотренных в этих работах моделях предполагалось, что
обслуживание начинается сразу в момент поступления требова-
ния в систему, что является естественной идеализацией. Также
в некоторых случаях предполагалось, что интенсивности (скоро-
сти) поступления требований и обслуживания могут зависеть от
полного состояния системы.

Задача представленной статьи – построить строгую оценку
сверху для скорости сходимости распределения СМО с непуас-
соновским входящим потоком, возможным запаздыванием нача-
ла обслуживания при поступлении требования и отказом от абсо-
лютной непрерывности распределения (зависимых между собой)
времён обслуживания.

2. Обобщённая СМО Эрланга – Севастьянова

Итак, мы рассматриваем обобщённую СМО 𝑀 |𝐺|∞, где ин-
тенсивность входящего потока и интенсивности обслуживания
зависят от полного состояния системы 𝑋𝑡, которое будет описа-
но ниже. Вообще говоря, при произвольном виде зависимостей
изучение поведения такого сорта СМО практически невозможно.
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2.1. ПОЛНОЕ СОСТОЯНИЕ СИСТЕМЫ 𝑋𝑇

Полное состояние системы в момент времени 𝑡 включает:
– 𝑥(0)𝑡 – время, прошедшее споследнего поступления требо-

вания в СМО;
– 𝑥(𝑖)𝑡 – времена нахождения требований, занумерованных по

порядку поступления, в системе;
– для удобства добавим 𝑛𝑡 – количество требований в СМО

в момент 𝑡.
То есть полное состояние системы записывается вектором

𝑋𝑡 =
(︁
𝑛𝑡, 𝑥

(0)
𝑡 ;𝑥

(1)
𝑡 , 𝑥

(2)
𝑡 , . . . , 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
,

при этом 𝑥
(𝑖)
𝑡 > 𝑥

(𝑖+1)
𝑡 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑡, поскольку требования

занумерованы в порядке поступления.
Очевидно, 𝑥(0)𝑡 6 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡 , поскольку требование с номером 𝑛𝑡

обслуживалось не дольше чем 𝑡− 𝑥
(0)
𝑡 .

Пространство состояний процесса 𝑋𝑡 – это объединение де-

картовых произведений 𝒳 def
==

∞⋃︀
𝑛=0

(︀
{𝑛} × R𝑛+1

>0

)︀
= {𝜒⃗}.

Итак, мы предполагаем, что интенсивность входящего пото-
ка – это 𝜆 = 𝜆(𝑋𝑡), а интенсивность обслуживания 𝑖-го требова-
ния – ℎ𝑖 = ℎ𝑖(𝑋𝑡) (рис. 1).

Для упрощения изложения здесь мы полагаем 𝑋0 = (0; 0).
Заметим, что нулевое значение первой 𝑛𝑡 компоненты векто-

ра 𝑋𝑡 указывает на то, что описываемая СМО свободна – в ней
нет требований, т.е. множество свободных состояний процесса
обслуживания 𝑋𝑡 – это множество

𝒮0 = {0} × R>0 = {𝑋𝑡 : 𝑛𝑡 = 0}.

Если же 𝑛𝑡 > 0, то в системе находится 𝑛𝑡 требований. С течени-
ем времени периоды, где система свободна, чередуются с пери-
одами занятости, когда в системе находится некоторое (перемен-
ное) количество требований. Обозначим свободные периоды 𝜎𝑖,
а периоды занятости – 𝜁𝑖.
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-𝜆(𝑋𝑡)
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ℎ𝑛(𝑋𝑡)-
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Рис. 1. Входящий поток 𝜆(𝑋𝑡), заняты приборы 1, 2, . . . 𝑛,
интенсивность обслуживания на занятых приборах ℎ𝑖(𝑋𝑡),

𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛.

2.1.1. Интенсивность

Напомним, что такое интенсивность.
Пусть длительность некоторого периода 𝜉, начавшего-

ся в момент 𝑡 = 0, имеет функцию распределения (ф.р.)

𝐹 (𝑠)
def
== P{𝜉 6 𝑠}, и почти всюду (п.в.) существует

𝑓(𝑠)
def
== 𝐹 ′(𝑠). Тогда если к моменту времени 𝑠 этот период не

закончился, то при малых ∆ > 0 вероятность того, что он закон-
чится в промежутке (𝑠, 𝑠+ ∆), равна

P{𝜉 ∈ (𝑠, 𝑠+ ∆) | 𝜉 > 𝑠} =
P{𝜉 ∈ (𝑠, 𝑠+ ∆) & 𝜉 > 𝑠}

P{𝜉 > 𝑠}
=

=
𝐹 (𝑠+ ∆) − 𝐹 (𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
=
𝑓(𝑠+ 𝜃∆)∆

1 − 𝐹 (𝑠)
,

где 𝜃 ∈ [0, 1]. Поэтому существует предел

lim
Δ↓0

P{𝜉 ∈ (𝑠, 𝑠+ ∆) | 𝜉 > 𝑠}
∆

=
𝑓(𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
= 𝐼𝐹 (𝑠),

который называется интенсивность завершения периода 𝜉 в мо-
мент 𝑠 (естественно, при условии, что до момента 𝑠 период 𝜉 не
завершился).
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Несложно заметить, что 𝐹 (𝑠) удовлетворяет дифференци-

альному уравнению
𝐹 ′(𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
= 𝐼𝐹 (𝑠), и

(1) 𝐹 (𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝐼𝐹 (𝑢) d𝑢

⎞⎠ .

Для случая, когда ф.р. 𝐹 (𝑠) имеет точки разрыва, т.е. распре-
деление случайной величины (сл.в.) 𝜉 имеет дискретную состав-
ляющую, то в [35] было замечено, что производная разрывной
ф.р. представляется как

𝑓(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹 ′(𝑠), если существует 𝐹 ′(𝑠);

𝛿(0)
(︀
𝐹 (𝑠+ 0) − 𝐹 (𝑠− 0)

)︀
в противном случае,

где 𝛿(𝑠) – хорошо известная (обобщённая) 𝛿-функция, т.е.

𝛿(𝑠) ≡ 0 при 𝑠 ̸= 0 и

𝑎∫︁
−𝑎

𝛿(𝑠) d𝑠 = 1 для всех 𝑎 > 0.

Так что можно определить обобщённую интенсивность пе-
риода 𝜉 следующим образом:

𝐼𝐹 (𝑠)
def
==

𝑓(𝑠)

1 − 𝐹 (𝑠)
−

∑︁
𝑖

𝛿(𝑠− 𝑎𝑖) ln
(︀
𝐹 (𝑎𝑖 + 0) − 𝐹 (𝑎𝑖 − 0)

)︀
,

где {𝑎𝑖} — множество точек разрыва ф.р. 𝐹 (𝑠).
При этом несложно убедиться, что соотношение (1) остаётся

в силе.
Таким образом, неотрицательные (смешанные) случайные

величины можно задавать как с помощью ф.р. и плотности, так
и с помощью интенсивности.

Замечание 1. Для того чтобы неотрицательная (обобщён-
ная) функция 𝜇(𝑠), заданная для 𝑠 > 0, задавала распределение
собственной сл.в., необходимо и достаточно, чтобы

∞∫︁
0

𝜇(𝑠) d𝑠 = +∞.
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Напомним, что сл.в. является собственной, если она с веро-
ятностью 1 меньше бесконечности.

Итак, входящий поток имеет (переменную) обобщённую ин-
тенсивность 𝜆(𝑋𝑡), времена обслуживания имеют (переменные)
обобщённые интенсивности ℎ𝑖(𝑋𝑡), и все эти интенсивности за-
висят от полного состояния СМО 𝑋𝑡; при этом весь процесс
𝑋𝑡 является марковским процессом на пространстве состояний
𝒳 ; его переходные вероятности определяются функциями 𝜆(𝑋𝑡)
и ℎ𝑖(𝑋𝑡).

Очевидно, что абсолютно произвольная зависимость 𝜆(𝑋𝑡)
и ℎ𝑖(𝑋𝑡) от состояния процесса 𝑋𝑡 не позволяет сделать какие-
либо выводы о поведении и распределении процесса 𝑋𝑡.

Поэтому далее вводятся условия, при которых рассматрива-
ется поведение процесса 𝑋𝑡.

2.2. УСЛОВИЯ НА (ОБОБЩЁННЫЕ) ИНТЕНСИВНОСТИ
1. Существует п.в. неотрицательная функция 𝜆0(𝑠) и посто-

янная Λ такие, что для всех возможных значений 𝑋𝑡 выполнено

условие: 𝜆0
(︁
𝑥
(0)
𝑡

)︁
6 𝜆(𝑋𝑡) 6 Λ <∞.

2. M𝑘
def
==

∞∫︁
0

𝑠𝑘 dL(𝑠) <∞ для 𝑘 > 2, где

L(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜆0(𝑠) d𝑠

⎞⎠L(+∞) = 1.

3. Существует постоянная 𝑇 > 0 и существуют две неотри-
цательные (обобщённые) функции 𝜙(𝑡) и 𝑞(𝑡), причём при всех
𝑡 > 𝑇 п.в. 𝜙(𝑡) > 0 ; кроме того, 𝑞(𝑡) ̸= 𝛿(0).

Интенсивности ℎ𝑖(𝑋𝑡) (𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛𝑡) удовлетворяют усло-

вию 𝜙
(︁
𝑥
(𝑖)
𝑡

)︁
6 ℎ𝑖(𝑋𝑡) 6 𝑞

(︁
𝑥
(𝑖)
𝑡

)︁
для всех возможных значений

𝑋𝑡 =
(︁
𝑛𝑡;𝑥

(0)
𝑡 ;𝑥

(1)
𝑡 , 𝑥

(2)
𝑡 , . . . , 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
.

21



Управление большими системами. Выпуск 102

4.

∞∫︁
0

𝑠𝑘 dΦ(𝑠) <∞ для 𝑘 > 2, где

Φ(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜙(𝑢) d𝑢

⎞⎠Φ(+∞) = 1.

Замечание 2. Условия 1 и 2 гарантируют, что входящий по-
ток требований имеет, возможно, переменную интенсивность, но
в любом случае эта интенсивность является необобщённой функ-
цией и не превосходит величины Λ, и математическое ожидание
времени между поступлениями требований имеет не менее 𝑘 ко-
нечных моментов.

Замечание 3. Условие 3 показывает:
– Время запаздывания обслуживания (т.е. время от момента

поступления в СМО до начала обслуживания) не превосходит
величины 𝑇 (на промежутке (0, 𝑇 ) интенсивность обслуживания
может быть нулевой).

– Функция распределения (ф.р.) времени пребывания в си-
стеме (запаздывание + обслуживание) любого требования заклю-
чена в границах Φ(𝑠) 6 𝐹𝑗(𝑠) 6 𝑄(𝑠), где

𝑄(𝑠)
def
== 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝑞(𝑢) d𝑢

⎞⎠ ,

а 𝐹𝑗(𝑠) – ф.р. времени обслуживания 𝑗-го по порядку поступле-
ния в систему требования 𝜍𝑗 .

– При этом

∞∫︁
0

𝑠𝑘 d𝐹𝑗(𝑠) 6

∞∫︁
0

𝑠𝑘 dΦ(𝑠) < ∞, т.е. существует

не менее 𝑘 конечных моментов у всех времён обслуживания.

– Ф.р. z𝑖(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜆(𝑢) d𝑢

⎞⎠ времени меж-

ду поступлениями требований 𝜎̂𝑖 заключена в границах
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L(𝑠) 6 z𝑖(𝑠) 6 ̃︀L(𝑠), где ̃︀L(𝑠)
def
== 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

Λ(𝑠) d𝑠

⎞⎠ .

Соответственно, плотность распределения z′
𝑖(𝑠) време-

ни между поступлениями требований 𝜎̂𝑖 оценивается как

𝜆0 exp

(︂
−

𝑠∫︀
0

Λ(𝑠) d𝑠

)︂
6 z′

𝑖(𝑠) 6 Λ exp

(︂
−

𝑠∫︀
0

𝜆0(𝑠) d𝑠

)︂
.

Из условия 𝑞(𝑡) ̸= 𝛿(0) следует, что все (существующие) мо-
менты всех времён обслуживания положительны.

Замечание 4. Условие 4 гарантирует наличие не менее 𝑘 ко-
нечных моментов у времени пребывания требований в системе.

Наша цель – доказать эргодичность процесса 𝑋𝑡 и оценить
сверху скорость сходимости его распределения к предельному.

Для этого процесс сначала сравним с хорошо исследованным
процессом обслуживания «классической» СМО Эрланга – Сева-
стьянова 𝑀 |𝐺|∞ и получим предварительные оценки характери-
стик исследуемой СМО. Будет доказана эргодичность процесса
обслуживания исследуемой СМО. Затем с использованием ме-
тода склеивания будет представлен алгоритм получения строгих
оценок скорости сходимости распределения этой СМО к стацио-
нарному распределению.

3. Эргодичность процесса 𝑋𝑡

Напомним, что период занятости СМО – это период, который
начинается, когда требование приходит в систему, в которой нет
других требований, и заканчивается, когда (это же или другое)
требование покидает систему, в которой больше нет требований;
причём на всём этом периоде в СМО присутствует по крайней
мере одно требование.

Отметим, что 𝑋𝑡 – это регенерирующий процесс: моменты
регенерации – это моменты времени, когда 𝑋𝑡 попадает в состо-
яние 𝑋𝑡 = (1; 0; 0), т.е. до этого времени система была свободна
(𝑛𝑡 = 0), и в этот момент в свободную систему приходит требо-
вание.

Обозначим 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, . . . – длины последовательных пери-
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одов регенерации. Эти сл.в. являются независимыми и одинако-
во распределёнными (н.о.р.), они состоят из свободного периода
(или периода простоя) 𝜎𝑖 и периода занятости 𝜁𝑖.

Для эргодичности процесса 𝑋𝑡 достаточно ограниченности
математического ожидания периодов регенерации:

sup
𝑖∈N

E(𝜎𝑖 + 𝜁𝑖) < 𝐶 <∞ ⇒ 𝑋𝑡 =⇒ ̃︀𝑋.
В этом случае lim

𝑡→∞
𝒫𝑡(𝐴) = ̃︀𝒫𝑡 для любых измеримых 𝐴 из про-

странства состояний ℱ процесса 𝑋𝑡:

ℱ def
== R+ ∪ (R+ × R+) ∪ R3

+ ∪ · · · ∪ R𝑛
+ ∪ · · · =

∞⋃︁
𝑖=1

R𝑖
+,

а 𝒫𝑡 – распределение процесса 𝑋𝑡: 𝒫𝑡(𝐴) = P{𝑋𝑡 ∈ 𝐴}; ̃︀𝒫 – ста-
ционарное распределение этого процесса, инвариантное относи-
тельно переходных вероятностей, задаваемых интенсивностями
𝜆( ̃︀𝑋), ℎ𝑖( ̃︀𝑋).

3.1. ПЕРИОД ПРОСТОЯ ПРОЦЕССА 𝑋𝑇

Период простоя 𝜎𝑖 не превосходит интервала ̂︀𝜎𝑖 – време-
ни между поступлением (𝑖 − 1)-го и 𝑖-го требований в систему
(̂︀𝜎1 = 𝜎1 – момент поступления 1-го требования в систему).

Из условия 2 раздела 2.2 имеем для всех ℓ ∈ [0, 𝑘]

(2) E𝜎ℓ𝑖 6 E ̂︀𝜎ℓ𝑖 6 ∞∫︁
0

𝑠ℓ dL(𝑠) = Mℓ.

3.2. ПЕРИОД ЗАНЯТОСТИ ПРОЦЕССА 𝑋𝑇

Оценим моменты сл.в. 𝜁𝑖. Для этого сравним поведение про-
цесса 𝑋𝑡 с уже изученным во многих работах процессом обслу-
живания СМО 𝑀 |𝐺|∞ (см., например, [24]).

3.3. СРАВНЕНИЕ ПРОЦЕССА 𝑋𝑇 СО «СТАНДАРТНЫМ»
ПРОЦЕССОМ ДЛЯ 𝑀 |𝐺|∞
Рассмотрим «стандартную» систему массового обслужива-

ния 𝑀 |𝐺|∞, в которой входящий поток имеет постоянную ин-
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тенсивность Λ, т.е. времена между поступлениями требований

независимы и имеют ф.р. ℒ(𝑠)
def
== 1 − 𝑒−Λ𝑠.

Обозначим 𝜎𝑌𝑖 – свободные периоды процесса 𝑌𝑡, a 𝜁𝑌𝑖 – его
периоды занятости.

Времена обслуживания 𝜁𝑌𝑗 поступающих в систему незави-
симы и имеют одинаковую ф.р.

Φ(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜙(𝑢) d𝑢

⎞⎠
(Λ и 𝜙(𝑠) – из условий раздела 2.2).

Времена между поступлением заявок и времена обслужива-
ния независимы в совокупности.

Как и в рассматриваемой обобщённой СМО Эр-
ланга – Севастьянова, мы строим марковский процесс

𝑌𝑡 =
(︁
𝑚𝑡; 𝑦

(0)
𝑡 ; 𝑦

(1)
𝑡 , 𝑦

(2)
𝑡 , . . . , 𝑦

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
, где 𝑚𝑡 – количество

требований в системе в момент 𝑡, 𝑦(0)𝑡 – время, прошедшее

с момента последнего поступления требования, а 𝑦
(𝑖)
𝑡 – это

время, в течение которого 𝑖-е требование находилось в системе
до момента 𝑡; 𝑌0 = (0; 0).

Определение 1. Мы говорим, что 𝜉 ≺ 𝜂, если P{𝜉 < 𝑠} >
P{𝜂 < 𝑠} для всех 𝑠 ∈ R.

Отношение ≺ – это отношение порядка на множестве слу-
чайных величин.

Заметим, что для любых номеров 𝑖 и 𝑗 выполнены соотно-
шения 𝜎𝑌𝑖 ≺ 𝜎𝑖 и 𝜁𝑖 ≺ 𝜁𝑌𝑖 , т.е. в процессе 𝑌𝑡 требования приходят
чаще, а обслуживаются дольше, чем в процессе 𝑋𝑡.

Лемма 1. Можно построить процессы 𝑋𝑡 и 𝑌𝑡 на одном и
том же вероятностном пространстве таким образом, что:

1) 𝑋0 = 𝑌0 = (0; 0);
2) 𝑛𝑡 6 𝑚𝑡 для всех 𝑡 > 0.

Доказательство основано на фактах из [23]; см. также [2].
Поэтому период занятости 𝜁𝑋 для 𝑋𝑡 не превосходит перио-

да занятости 𝜁𝑌 для 𝑌𝑡 в смысле определения 1: 𝜁𝑋 ≺ 𝜁𝑌 ; более
25



Управление большими системами. Выпуск 102

того, P{𝑛𝑡 = 0} > P{𝑚𝑡 = 0}, и E
[︀
𝜁𝑋

]︀𝑘
6 E

[︀
𝜁𝑌

]︀𝑘
для всех

𝑘 > 0.

3.3.1. Хорошо известные факты о «стандартной» системе
𝑀 |𝐺|∞

В «стандартной» системе 𝑀 |𝐺|∞, поведение которой опи-
сывается процессом 𝑌𝑡, интенсивность входящего потока – по-
стоянная Λ, времена обслуживания 𝜉𝑌𝑖 являются н.о.р.сл.в. с ф.р.

P{𝜉𝑌𝑖 < 𝑠} = Φ(𝑠) = 1 − exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝜙(𝑡) d𝑡

⎞⎠.

Для этой системы (при 𝑋0 = (0; 0)) [12, 22, 24]:

– P{𝑚𝑡 = 𝑘} =
𝑒−𝒢(𝑡)(︀𝒢(𝑡)

)︀𝑘
𝑘!

, где 𝒢(𝑡)
def
== Λ

𝑡∫︁
0

(1 − Φ(𝑠)) d𝑠.

То есть для всех 𝑡 > 0 верно
(3) P{𝑚𝑡 = 0} > lim

𝑡→∞
P{𝑚𝑡 = 0} = 𝑒−𝜌,

где

(4) 𝜌
def
== Λ𝑚1 = Λ

∞∫︁
0

(1 − Φ(𝑠)) d𝑠.

– Для периода занятости рассматриваемой системы 𝑀 |𝐺|∞
(это периоды занятости 𝜁𝑌𝑖 ) известна функция распределения

(5) 𝐵(𝑠)
def
== P{𝜁𝑌𝑖 6 𝑠} = 1 − 1

Λ

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑛*(𝑠),

где 𝑐(𝑠)
def
== Λ(1−Φ(𝑠))𝑒−𝒢(𝑠), и 𝑐𝑛*(𝑠) явлется 𝑛-й свёрткой функ-

ции 𝑐(𝑠).
– Кроме того, мы знаем преобразование Лапласа для 𝐵(𝑠):

(6) ℒ[𝐵](𝑠) =

= 1 +
𝑠

Λ
− 1

Λ

∞∫︁
0

exp

⎛⎝−𝑠𝑡− Λ

𝑡∫︁
0

[1 − Φ(𝑣)] d𝑣

⎞⎠ d𝑡

.
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– Также известны формулы:

(7) E
(︀
𝜁𝑌𝑖

)︀𝑛
=

= (−1)𝑛+1

{︃
𝑒𝜌 𝑛𝐶(𝑛−1)

Λ
− 𝑒𝜌

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑛 E (𝜁𝑌𝑖 )𝑛−𝑘𝐶(𝑝)

}︃
,

𝑛 ∈ N,

где

𝐶(𝑛) =

∞∫︁
0

(−𝑡)𝑛 exp

⎛⎝−Λ

∞∫︁
0

[1 − Φ(𝑣)] d𝑣

⎞⎠ Λ[1 − Φ(𝑡)] d𝑡.

Из формул (5)–(7) несложно получить

E 𝜁𝑌𝑖 =
𝑒𝜌 − 1

Λ
<∞.

Следовательно, период регенерации процесса 𝑋𝑡, который
представляет собой сумму 𝜎𝑖+𝜁𝑖, имеет конечное математическое
ожидание:

E(𝜎𝑖 + 𝜁𝑖) 6 M1 +
𝑒𝜌 − 1

Λ
<∞.

Таким образом, доказана
Теорема 1. В условиях 1–4 (раздел 2.2) процесс 𝑋𝑡 эргоди-

чен, т.е. распределение 𝒫𝑡 процесса 𝑋𝑡 слабо сходится к стаци-
онарному инвариантному распределению ̃︀𝒫 .

4. Скорость сходимости распределения процесса 𝑋
к стационарному распределению

Для того чтобы оценить скорость сходимости 𝒫𝑡 =⇒ ̃︀𝒫 , до-
статочно уметь оценивать моменты периода регенерации процес-
са 𝑋𝑡.

Как было показано в (2), для свободных периодов 𝜎𝑖 верно
неравенство E𝜎ℓ𝑖 6 Mℓ для ℓ ∈ [0, 𝑘].

Из формул (6) и (7) выше была получена формула

E 𝜁𝑖 6 E 𝜁𝑌𝑖 =
𝑒𝜌 − 1

Λ
,
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также несложно показать, что

E (𝜁𝑖)
2 6 E (𝜁𝑌𝑖 )2 =

2𝑒2𝜌

Λ

∞∫︁
0

exp

⎛⎝−Λ

∞∫︁
0

[1 − Φ(𝑣)] d𝑣

⎞⎠ d𝑡.

Но для ℓ > 2 вычисления моментов E (𝜁𝑌𝑖 )ℓ очень сложны, по-
этому мы хотим оценить эти моменты.

4.1. ОЦЕНКА МОМЕНТОВ 𝜁𝑌𝐼

Вернёмся к формуле 𝐵(𝑠)
def
== P{𝜁𝑌𝑖 6 𝑠} = 1 − 1

Λ

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑛*(𝑠),

где 𝑐(𝑠)
def
== Λ(1 − Φ(𝑠))𝑒−𝒢(𝑠), и 𝑐𝑛* – 𝑛-я свёртка функции 𝑐(𝑠).

Легко видеть, что

∞∫︁
0

𝑐(𝑠) d𝑠 = 1 − 𝑒−Λ𝑚1 = 1 − 𝑒−𝜌 def
== 𝜚 ∈ (0; 1).

Поэтому 𝑟(𝑠)
def
==

𝑐(𝑠)

𝜚
– это плотность распределения (п.р.)

некоторой сл.в. 𝜍 .

Заметим, что 𝑐𝑛*(𝑠) = 𝜚𝑛𝑟𝑛(𝑠), где 𝑟𝑛(𝑠) – п.р. суммы
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜍𝑖,

и 𝜍𝑖 – это н.о.р.сл.в. с п.р. 𝑟(𝑠).
Далее,

E 𝜍𝑘 =

∞∫︁
0

𝑠𝑘𝜚−1Λ(1 − Φ(𝑠))𝑒−𝒢(𝑠) d𝑠 6

6
Λ

𝜚

∞∫︁
0

𝑠𝑘(1 − Φ(𝑠)) d𝑠 =
ΛE 𝜉𝑘+1

𝑖

(𝑘 + 1)𝜚
.

Теперь, применяя неравенство Йенсена в виде

(𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛)𝑘 6 𝑛𝑘−1(𝑎𝑘1 + . . .+ 𝑎𝑘𝑛),
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для неотрицательных 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 и ℓ 6 𝑘 (см. условия раздела 2.2),
получаем:

E (𝜁𝑌𝑖 )ℓ =

∞∫︁
0

ℓ𝑠ℓ−1(1−𝐵(𝑠)) d𝑠 =
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

∞∫︁
0

ℓ𝑠ℓ−1𝑐𝑛*(𝑠) d𝑠 =

=
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

∞∫︁
0

ℓ𝑠ℓ−1𝜚𝑛𝑟𝑛*(𝑠) d𝑠 =
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

𝜚𝑛ℓE

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝜍𝑗

⎞⎠ℓ−1

6

6
1

Λ

∞∑︁
𝑛=1

𝜚𝑛ℓ𝑛ℓ−1ΛE (𝜉𝑌𝑖 )ℓ

𝜚ℓ
=

E (𝜉𝑌𝑖 )ℓ

𝜚

∞∑︁
𝑛=1

𝑛ℓ−1𝜚𝑛 =

=
E (𝜉𝑌𝑖 )ℓ

𝜚
× 𝜙(𝜚, ℓ− 1),

где 𝜙(𝑠, ℓ)
def
==

(︂
𝑠

d

d𝑠

)︂ℓ 1

1 − 𝑠
, и, в частности,

(8) E 𝜁𝑌𝑖 6
𝑒𝜌 − 1

Λ
.

4.1.1. Период регенерации процесса 𝑋𝑡

Поскольку период регенерации – это сумма двух (зависи-
мых) сл.в. 𝜎𝑖 + 𝜁𝑖 6 𝜎𝑌𝑖 + 𝜁𝑌𝑖 , и их м.о. ограничены (см. (2),
(8)), то длина периода регенерации ограничена.

Кроме того, поскольку выполнены условия 1–4 из раздела
2.2 мы выводим, что E (𝜎𝑖 + 𝜁𝑖) 6 E (𝜎𝑌𝑖 + 𝜁𝑌𝑖 ) <∞. Т.е. процесс
𝑋𝑡 регенерирующий и эргодический. Следовательно, его распре-
деление 𝒫𝑡 в момент 𝑡 сходится к инвариантному предельному
распределению 𝒫: 𝒫𝑡 =⇒ 𝒫 . Итак, процесс 𝑋𝑡 эргодичен.

Построим оценку сверху для скорости сходимости распреде-
ления 𝒫 процесса 𝑋𝑡 к предельному распределению. Для вычис-
ления оценки скорости сходимости 𝒫: 𝒫𝑡 =⇒ 𝒫 будет использо-
ваться метод склеивания. Этот метод хорошо известен в зарубеж-
ной литературе, но в русскоязычных изданиях информация о нём
крайне отрывочна (см., например, [1]).
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При этом многие отечественные исследователи использова-
ли и развивали этот метод склеивания в англоязычных публика-
циях (см., например, [15]).

4.2. МЕТОД СКЛЕИВАНИЯ
Принцип использования метода склеивания заключается

в следующем.
Если два однородных марковских процесса 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 с одной и
той же переходной функцией (переходными вероятностями), но
с различными начальными состояниями совпали в момент 𝜏 , то
после момента 𝜏 их распределения одинаковы.

Поэтому выполнено основное неравенство склеивания

(9) |P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆} − P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| =

= |P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆}−P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| × (1(𝜏 > 𝑡) + 1(𝜏 6 𝑡)) 6 P{𝜏 > 𝑡},

и для любой положительной неубывающей функции 𝜑(𝑠) верно

|P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆} − P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| 6 P{𝜏 > 𝑡} =

= P{𝜑(𝜏) > 𝜑(𝑡)} 6
E𝜑(𝜏)

𝜑(𝑡)
.

(В данной работе мы будем рассматривать функцию
𝜑(𝑠) = 𝑠ℓ).

Для цепей Маркова (т.е. процессов Маркова в дискретном
времени) метод склеивания впервые был предложен в [10].

Для марковских процессов в непрерывном времени в [14]
была предложена следующая модификация метода склеивания.

4.2.1. Параллельное склеивание (“successful coupling”)

Для реализации этого приёма для пары двух однородных
марковских процессов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 с одинаковыми переходными
функциями, но разными начальными состояниями, на некото-
ром вероятностном пространстве конструируется «параллель-
ная» пара процессов 𝒵𝑡 = (𝑍𝑡, 𝑍

′
𝑡) такая, что
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(i) Для всех 𝑠 > 0 и 𝑆 ∈ ℬ(𝒳 ) выполнены равенства
P{𝑍𝑡 ∈ 𝑆} = P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆}, P{𝑍 ′

𝑡 ∈ 𝑆} = P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}.

(Соответственно, 𝑍0 = 𝑋0 и 𝑍 ′
0 = 𝑋 ′

0.)

(ii) Для всех

𝑡 > 𝜏(𝑋0, 𝑋
′
0) = 𝜏(𝑍0, 𝑍

′
0)

def
== inf{𝑡 > 0 : 𝑍𝑡 = 𝑍 ′

𝑡}

выполняется равенство 𝑍𝑡 = 𝑍 ′
𝑡.

(iii) Для всех возможных начальных состояний 𝑋0, 𝑋 ′
0 процес-

сов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′
𝑡 из пространства состояний 𝒳 верно равенство

P{𝜏(𝑋0, 𝑋
′
0) <∞} = 1.

Если условия (i)–(iii) выполнены, то для парного(︀
«параллельного» паре (𝑋𝑡, 𝑋

′
𝑡)
)︀

процесса 𝒵𝑡 момент
𝜏 = 𝜏(𝑋0, 𝑋

′
0) назовём успешной параллельной склейкой

[14]. Основное неравенство склеивания (9) преобразуется так:

|P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆}−P{𝑋 ′
𝑡 ∈ 𝑆}| = |P{𝑍𝑡 ∈ 𝑆}−P{𝑍 ′

𝑡 ∈ 𝑆}| 6

6 P{𝜏 > 𝑡} 6 P{𝜑(𝜏) > 𝜑(𝑡)} 6
E𝜑(𝜏)

𝜑(𝜏)
= ℛ(𝑡,𝑋0, 𝑋

′
0)

для неубывающей положительной функции 𝜑(𝑠).
Поэтому

‖𝒫𝑡 − 𝒫 ′
𝑡‖𝑇𝑉

def
== 2 sup

𝑆∈ℬ(𝒳 )
|P{𝑋𝑡 ∈ 𝑆} − P{𝑋 ′

𝑡 ∈ 𝑆}| 6

6 2ℛ(𝑡,𝑋0, 𝑋
′
0).

4.2.2. Основная лемма склеивания

Эта лемма (Basic Coupling Lemma – см., например, [17, 29])
применяется для непрерывных распределений.
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Лемма 2 Основная лемма склеивания. Пусть 𝑓𝑖(𝑠) – плот-
ность распределения сл.в. 𝜃𝑖 (𝑖 = 1, 2). И предположим, что
∞∫︁

−∞

min(𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)) d𝑠 = ̃︀κ > 0. Тогда на некотором веро-

ятностном пространствесуществуют две сл.в. 𝜗𝑖 такие, что

𝜗𝑖
𝒟
= 𝜃𝑖, и P{𝜗1 = 𝜗2} > ̃︀κ.

Доказательство. Оно является чисто конструктивным – см.,
например, [17] и [9]. Приведём простейший вариант.

Пусть 𝒰𝑖 независимые равномерно распределённые на (0; 1)
сл.в.. Положим

𝜑(𝑠)
def
== ̃︀κ−1

𝑠∫︁
−∞

min
(︀
𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)

)︀
d𝑠,

𝜓𝑖
def
== (1 − ̃︀κ)−1

⎛⎝ 𝑠∫︁
−∞

𝑓𝑖(𝑠) − min
(︀
𝑓1(𝑠), 𝑓2(𝑠)

)︀
d𝑠

⎞⎠ .

Положим 𝜗𝑖
def
== 1(𝒰0 < ̃︀κ)𝜑−1(𝒰4) + 1(𝒰0 > ̃︀κ)𝜓−1

𝑖 (𝒰𝑖).
Легко видеть, что P{𝜗1 = 𝜗2} = ̃︀κ.
Замечание 5. Величина ̃︀κ называется общей частью распре-

делений 𝑓1(𝑠) и 𝑓2(𝑠).

5. Применение метода «параллельного склеивания»
к процессу 𝑋𝑡

Вернёмся к изучаемому процессу 𝑋𝑡 (см. Раздел 2) и его
версии 𝑋 ′

𝑡 (с другим начальным состоянием).
Для простоты будем считать, что 𝑋0 = (0; 0), а начальное

состояние 𝑋 ′
0 – произвольное из пространства состояний 𝒳 ;

𝑋𝑡 =
(︁
𝑛𝑡, 𝑥

(0)
𝑡 ;𝑥

(1)
𝑡 , 𝑥

(2)
𝑡 , . . . , 𝑥

(𝑛𝑡)
𝑡

)︁
;

𝑋 ′
𝑡 =

(︁
𝑛′𝑡, 𝑥

(0)
𝑡

′
;𝑥

(1)
𝑡

′
, 𝑥

(2)
𝑡

′
, . . . , 𝑥

(𝑛′
𝑡)

𝑡

′)︁
.
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Наша задача – построить такие «параллельные» копии про-
цессов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡, чтобы можно было оценить момент склеивания
этих копий; понятно, что этот момент склеивания зависит от 𝑋 ′

0.
Обозначим его 𝜏(𝑋 ′

0).
Конструирование пары «параллельных» процессов (𝑍𝑡, 𝑍

′
𝑡),

имеющих такие же маргинальные распределения, что и пара
(𝑋𝑡, 𝑋

′
𝑡), будем строить, изменяя поведение процессов 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡

в выбранные марковские моменты времени таким образом, что
продолжение их «траекторий» с некоторой вероятностью совпа-
дёт в следующий марковский момент.

Рассмотрим моменты времени 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3,. . . когда 𝑋 ′
𝑡 попада-

ет в множество 𝒮0, т.е. 𝑛′𝑡 переходит из значения 1 в значение 0.
Из формул (3)–(4) имеем:

(10) P{𝑋𝜃𝑖 ∈ 𝒮0} = P{𝑛𝜃𝑖 = 0} > P{𝑚𝜃𝑖 = 0} > 𝑒−𝜌 def
== 𝜋0.

(Напомним, что 𝑚𝑡 – число требований во вспомогательном
процессе 𝑌𝑡.) Если 𝑛𝜃𝑖+ = 𝑛′𝜃𝑖+, то оба процесса 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 ока-
зываются в свободном состоянии; вероятность такого события не
менее числа 𝜋0.

Заметим, что свободные периоды процесса 𝑋𝑡 являются про-
цессами почти-восстановления, и к ним применимо обобщённое
неравенство Лордена (см. [16, 35]).

5.1. ПРОЦЕССЫ ПОЧТИ-ВОССТАНОВЛЕНИЯ
И ОБОБЩЁННОЕ НЕРАВЕНСТВО ЛОРДЕНА
Рассмотрим считающий процесс со скачками

𝑁𝑡
def
==

∞∑︁
𝑖=1

1

{︃
𝑖∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘 6 𝑡

}︃
, где {𝜉1, 𝜉2, ...} – независимые

одинаково распределённые (н.о.р.) положительные случай-
ные величины. Рассмотрим перескок (или обратное время

восстановления) для процесса 𝑁𝑡: 𝑏𝑡 = 𝑡 −
𝑁𝑡∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘 – это время от

момента 𝑡 до следующего скачка процесса 𝑁𝑡.
Теперь предположим, что в этом считающем процессе 𝑁𝑡

сл.в. 𝜉𝑗 могут не быть н.о.р.. Очевидно, при совершенно произ-
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вольной зависимости 𝜉𝑗 и 𝜉𝑖 и совершенно произвольных рас-
пределениях 𝜉𝑗 или 𝜉𝑖 ничего существенного о поведении такого
процесса 𝑁𝑡 сказать нельзя.

Предполагаем, что P{𝜉𝑗 6 𝑠} = 𝐹𝑗(𝑠); 𝐹𝑗 и 𝐹𝑖 могут быть
различными, но выполнены условия 1–3; Φ(𝑥) > 𝐹𝑗(𝑥) > 𝑄(𝑥) –
см. выше раздел 2.2.

Определение 2. Считающий процесс

𝑁𝑡
def
==

∞∑︁
𝑖=1

1

{︃
𝑖∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘 6 𝑡

}︃
,

где {𝜉1, 𝜉2, ...} удовлетворяют условиям 1–3 раздела 2.2, называ-
ется процессом почти-восстановления.

Замечание 6. Ранее другое обобщение процессов восста-
новления рассматривалось в работах [3, 6] и др., и такие про-
цессы назывались обобщёнными процессами восстановления.

Замечание 7. Заметим, что «в чистом виде» процессы
почти-восстановления рассматривать не имеет смысла: зави-
симость и неодинаковая распределённость периодов почти-
восстановления возникает в реальных ситуациях из-за воздей-
ствия внешних параметров – или в тех случаях, когда несколько
процессов восстановления взаимодействуют между собой и ока-
зывают друг на друга влияние. В частности, в рассматриваемой в
данной работе модели обобщённой СМО Эрланга – Севастьянова
периоды между поступлениями требований представляют собой
процессы почти-восстановления.

В работе [16] (см. также [35]) приводится следующее обоб-
щение неравенства Лордена ([18]):

Теорема 2. Если условия 1–3 для интенсивностей сл.в. 𝜉𝑖
выполнены, и E 𝜂𝑘 < ∞, то для процесса 𝐵𝑡 верны следующие
неравенства:

(11) E (𝑏𝑡)
𝑘−1 6 E 𝜂𝑘−1 +

E 𝜂𝑘

𝑘E 𝜁
,

где E 𝜂𝑘 =

∞∫︁
0

𝑥𝑘 dΦ(𝑥); E 𝜁 =

∞∫︁
0

𝑥 d𝑄(𝑥);
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и 𝑄(𝑥) = 1 −
𝑥∫︁

0

exp

⎛⎝−
𝑠∫︁

0

𝑞(𝑡) d𝑡

⎞⎠ d𝑠 – см. обозначения

в замечании 3 раздела 2.2.
Следствие 1. При выполнении условий 1–3 раздела 2.2 верно

(12) E (𝑏𝑡) 6 E 𝜂 +
E 𝜂2

2E 𝜁
.

5.2. ПРОДОЛЖЕНИЕ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА
«ПАРАЛЛЕЛЬНОГО СКЛЕИВАНИЯ» К ПРОЦЕССУ 𝑋𝑇

Итак, если в некоторый момент времени ̃︀𝜏 один из двух про-

цессов 𝑋𝑡, 𝑋 ′
𝑡 попадает в множество 𝒮0

def
== {(0;𝛼)}, то с вероят-

ностью большей, чем 𝜋0 = 𝜌 (см. (10)), второй процесс находится
в свободном состоянии (в соответствующей системе отсутствуют
требования), т.е. в этот момент времени. например, 𝑋̃︀𝜏 = (0;𝛼) и
𝑋 ′̃︀𝜏 = (0;𝛽).

В момент ̃︀𝜏 перескоки обоих процессов поступления требо-
ваний в обе системы могут быть оценены с помощью обобщён-
ного неравенства Лордена. Действительно, в соответствии с (11)–

(12)), E𝛼 6 E 𝜂 +
E 𝜂2

2E 𝜁
def
== Θ0 и E𝛽 6 E 𝜂 +

E 𝜂2

2E 𝜁
def
== Θ0.

Поэтому для всех Θ > Θ0 верно P{𝛼 < Θ} > 1 − Θ0

Θ
и

P{𝛽 < Θ} > 1 − Θ0

Θ

def
== 𝜋1, что следует из неравенства Маркова.

Зафиксируем некоторое число Θ > Θ0 – от его выбора зави-
сят дальнейшие вычисления.

Обе нижние границы интенсивностей 𝜙(𝑠) > 0 при 𝑠 > 𝑇

для 𝑋𝑡 =
(︁

0, 𝑥
(0)
𝑡

)︁
, 𝑋 ′

𝑡 =
(︁

0, 𝑥′𝑡
(0)

)︁
, поэтому общая часть распре-

делений остаточных времён пребывания обоих процессов в сво-
бодном (без требований) состоянии не менее, чем:

κ(Θ)
def
== inf

𝛼<Θ,𝛽<Θ

∞∫︁
0

min{𝜆0(𝛼+ 𝑠), 𝜆0(𝛽 + 𝑠)} d𝑠
def
== 𝜋2.

То есть в этом случае можно применить основную лемму
склеивания, и в случае, если 𝑋̃︀𝜏 = (0, 𝛼) и 𝑋 ′̃︀𝜏 = (0, 𝛽), с веро-
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ятностью P{𝛼 < Θ & 𝛽 < Θ} > 𝜋21 можно применять основную
лемму склеивания с учётом общей части остаточных времён пре-
бывания в свободном состоянии обеих СМО не менее κ(Θ) = 𝜋2,
и с вероятностью не меньшей, чем 𝜋2, процессы совпадут в на-
чале следующего периода занятости (т.е. их свободные периоды
закончатся одновременно).

Стало быть, с вероятностью большей, чем 𝜋
def
== 𝜋0𝜋

2
1𝜋2,

мы можем успешно применить основную лемму склеивания
в момент попадания каждого из процессов 𝑋𝑡, 𝑋 ′

𝑡 в свобод-
ное состояние (естественно, при условии, что рассматриваются
полные периоды почти-восстановления). (Полный период почти-
восстановления начинается с нулевого значения перескока, т.е.
в нашем случае это предыдущее поступление требования в си-
стему.) И, в случае совпадения этих процессов после её приме-
нения, их распределения в дальнейшем будут совпадать в любой
последующий момент времени.

Иначе говоря, после любого попадания процесса 𝑋𝑡 или 𝑋 ′
𝑡

в множество 𝒮0 мы с некоторой оцененной вероятностью можем
получить момент склеивания процессов 𝑋 ′

𝑡 и 𝑋𝑡 – в момент пе-
рехода из свободного состояния в занятое, т.е. в момент регене-
рации, когда состояние системы есть (1, 0; 0).

Таким образом, в конце любого периода регенерации про-
цессы 𝑋𝑡 и 𝑋 ′

𝑡 могут совпасть с вероятностью большей, чем 𝜋
(эта оценка вероятности может быть улучшена, например, под-
ходящим выбором величины Θ). Следовательно, время склейки
𝜏(𝑋 ′

0) – это геометрическая сумма периодов регенерации процес-
са 𝑋 ′

𝑡 включая первый (неполный) период регенерации. Напом-
ним, что 𝑋0 = (0, 0), а 𝑋 ′

0 – произвольный элемент пространства
состояний 𝒳 .

Итак, теперь мы можем найти оценку сверху для E [𝜏(𝑋 ′
0)]

𝑘

в случае, когда E 𝜉𝑘𝑖 <∞ (𝐶 > 𝑘 − 1):
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E [𝜏(𝑋 ′
0)]

𝑘 6 𝜋
∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖E

⎛⎝𝑅0 +
𝑖∑︁

𝑗=1

𝑏𝑗

⎞⎠𝑘

6

6
∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖(𝑖+ 1)𝑘−1E

⎛⎝𝑅𝑘
0 +

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑅𝑘
𝑗

⎞⎠ =

= E𝑅𝑘
0 ×

∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖(𝑖+ 1)𝑘−1 + E𝑅𝑘
1 ×

∞∑︁
𝑖=0

(1 − 𝜋)𝑖(𝑖+ 1)𝑘 =

= 𝐾0(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
0 +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘

1 ,

где 𝑅0 – это первый по времени момент регенерации процесса

𝑋 ′
𝑡, а 𝑅𝑖

𝒟
= 𝑅1, 𝑖 ∈ N – это длина последующих (одинаково

распределённых) периодов регенерации системы.

5.3. МЕТРИКА ПОЛНОЙ ВАРИАЦИИ
Далее, если 𝒫𝑡 – распределение процесса 𝑋𝑡 (в момент 𝑡),

a 𝒫 ′
𝑡 – распределение процесса 𝑋 ′

𝑡, то

‖𝒫𝑡 − 𝒫 ′
𝑡‖𝑇𝑉 6 2

𝐾0(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
0 +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘

1

𝑡𝑘
.

Поскольку 𝒫 ′
𝑡 =⇒ 𝒫 для всех 𝑋 ′

0, получаем

‖𝒫𝑡 − 𝒫‖𝑇𝑉 6 2

∫︁
𝒳

(︁
𝐾0(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘

0 +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
1

)︁
𝒫( d𝑋 ′

0)

𝑡𝑘
=

= 2

𝐾0(𝑘, 𝜋)

⎛⎝∫︁
𝒳

E𝑅𝑘
0𝒫( d𝑋 ′

0)

⎞⎠ +𝐾(𝑘, 𝜋)E𝑅𝑘
1

𝑡𝑘
.

Для интегрирования по мере (распределению) 𝒫 надо его знать.
Однако нам неизвестно стационарное распределение процес-

са ни для процесса 𝑋𝑡, ни для хорошо изученной «стандартной»
модели.

37



Управление большими системами. Выпуск 102

5.4. ОЦЕНКА СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 𝒫
Оценки распределения 𝒫 снизу могут быть получены стан-

дартными методами теории восстановления (см., например, [21]).
Поскольку для процесса восстановления с интенсивностью

𝜐(𝑠) и ф.р. Υ(𝑠) времени восстановления 𝑉𝑖
𝒟
= 𝑉1 оценка стацио-

нарного распределения времени перескока ̃︀𝑏 такова: P
{︁̃︀𝑏 6 𝑎

}︁
=

∞∫︀
𝑎

1 − Υ(𝑢) d𝑢

∞∫︀
0

𝑥2 dΥ(𝑥)

, то при интегрировании по этой мере получим

dP
{︁̃︀𝑏 6 𝑎

}︁
=

Υ(𝑎)

E(𝑉1)2
. Поэтому, учитывая условия раздела 2.2

и замечания 3, для интегрирования по стационарному распреде-
лению исследуемого процесса обслуживания по всему простран-
ству 𝒳 имеем:

d
(︁
𝒫{𝑛𝑡 = 0, 𝑥(0) 6 𝑎0}

)︁
6 1 ×

̃︀L(𝑎0) d𝑎0
∞∫︀
0

𝑥2 dL(𝑥)

;

d
(︁
𝒫
{︁
𝑛𝑡 = 𝑚 > 0, 𝑥(0) 6 𝑎0, 𝑥

(1) 6 𝑎1, 𝑥
(2) 6 𝑎2, . . .

. . . 𝑥(𝑚) 6 𝑎𝑚,
}︁)︁

6

6 𝑒−𝜌 𝜌
𝑘

𝑘!
×

̃︀L(𝑎0) d𝑎0
∞∫︀
0

𝑥2 dL(𝑥)

× 𝑄(𝑎1)
∞∫︀
0

𝑥2 dΦ(𝑥)

× 𝑄(𝑎2)
∞∫︀
0

𝑥2 dΦ(𝑥)

× . . .

. . .× 𝑄(𝑎𝑚)
∞∫︀
0

𝑥2 dΦ(𝑥)

,

где 𝑄(𝑥) = 1 − exp

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

−𝑞(𝑠) d𝑠

⎞⎠.
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Теперь, интегрируя
∫︁
𝒳

E𝑅𝑘
0𝒫( d𝑋 ′

0) можно вычислить оцен-

ку константы K.

5.5. ДРУГОЙ ПОДХОД К ВЫЧИСЛЕНИЮ ОЦЕНКИ ДЛЯ K

Можно также рассмотреть вложенный процесс восстанов-
ления с периодами регенерации, равными моментам попадания
регенерирующего процесса 𝑋𝑡 в точки регенерации, т.е. момен-
ты попадания в состояние (1; 0; 0) – это моменты поступления
в свободную СМО требования. Вложенный период восстановле-
ния такого регенерирующего процесса при выполнении условий
раздела 2.2 позволяет оценивать степенную скорость сходимо-
сти с помощью неравенства Лордена. Для этого для исследуемо-
го процесса восстановления надо найти оценки интенсивности
восстановления по формулам (5)–(7), и эти оценки могут быть
использованы по схемам, предложенным в [31, 32].
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АДАПТИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ С ГАРАНТИЕЙ
ЗАДАННОГО КАЧЕСТВА РЕГУЛИРОВАНИЯ1

Фуртат И. Б.2 , Гущин П. А.3 , Нгуен Б. Х.4 , Колесник Н. С.5

(Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург)

Приведена модификация классического алгоритма адаптивного управления по
выходу с целью гарантии нахождения выходного сигнала в заданном разработ-
чиком множестве в любой момент времени. В отличие от классических схем
адаптивного управления, где нельзя повлиять на качество переходного про-
цесса, качество регулирования в установившемся режиме и время переходного
процесса, здесь для решения данных проблем предлагается дополнить клас-
сическую процедуру адаптивного управления нелинейным законом управления.
Нелинейный закон управления базируется на взаимообратном преобразовании
выходной переменной так, чтобы задача с ограничениями свелась к задаче
без ограничений. Для преобразованной системы без ограничений можно при-
менять любые существующие схемы адаптивного управления для ее стаби-
лизации. Причем в новых координатах не требуется гарантировать заданное
качество переходных процессов в любой момент времени и не важна величина
предельной ошибки. Это связано с тем, что обратные преобразования всегда
будут гарантировать нахождение исходных сигналов в заданных разработ-
чиком ограничениях. Решена задача для объектов с единичной относительной
степенью дабы избежать громоздких выводов. Однако все полученные резуль-
таты могут быть непосредственно распространены на объекты с произволь-
ной относительной степенью. Приведен пример, иллюстрирующий эффектив-
ность предложенного метода и подтверждающий теоретические выводы.

Ключевые слова: динамическая система, адаптивное управление, нели-
нейное управление, замена координат, устойчивость, управление.

1. Введение

Методы адаптивного управления хорошо зарекомендовали
себя в задачах управления с параметрической неопределенно-
стью и внешними возмущениями. Несмотря на то, что пер-
вые задачи по адаптивному управлению были поставлены еще

1 Результаты получены при поддержке гранта Российского научного фонда
№ 18-79-10104-Π.

2 Игорь Борисович Фуртат, д.т.н., профессор (cainenash@mail.ru).
3 Павел Александрович Гущин, к.т.н. (guschin.p@mail.ru).
4 Ба Хю Нгуен, аспирант (leningrat206@gmail.com).
5 Никита Сергеевич Колесник, аспирант (nik.kolesnik.1998@mail.ru).
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в 50-х годах XX века, до сих пор публикуется множество раз-
личных схем адаптивного управления, что подтверждает интерес
к данным задачам.

Часто цель адаптивного управления состоит в стабилизации
выходной переменной объекта в заданном множестве в асимпто-
тике или за конечное время [2, 3, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 16, 17,
18, 20]. При этом оценки для расчета характеристик предельно-
го множества и времени переходного процесса либо достаточно
грубы, либо остаются в терминах существования. До сих пор нет
результатов по адаптивному управлению с обеспечением требу-
емого качества переходных процессов. Ранее были предложены
методы нелинейного управления [4, 13] с гарантией нахождения
выходных переменных в заданных множествах. Однако данные
методы применимы в условиях известных параметров объекта.
В настоящей статье результаты [4, 13] будут обобщены на адап-
тивное управление объектами с параметрической неопределен-
ностью.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 ста-
вится задача адаптивного управления с ограничениями на вы-
ходную переменную. В частности, ограничения могут влиять на
качество переходных процессов и процессов в установившемся
режиме, а также ограничениями можно задать время переход-
ного процесса. В разделе 3 предложен метод решения, вклю-
чающий в себя методы классического адаптивного управления
[2, 3, 16, 17] и метод, гарантирующий нахождение выходных сиг-
налов в заданном множестве [4, 13]. В разделе 4 рассмотрен при-
мер моделирования, иллюстрирующий теоретические результаты
и подтверждающий сделанные выводы.

2. Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему
(1) 𝑄(𝑝)𝑦(𝑡) = 𝑅(𝑝)𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡),

где 𝑡 > 0, 𝑢 ∈ R, – сигнал управления; 𝑦 ∈ R – выходной сиг-
нал, доступный измерению; 𝑓 ∈ R – ограниченное возмущение;
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𝑄(𝑝) и 𝑅(𝑝) – линейные дифференциальные операторы с посто-
янными неизвестными коэффициентами и порядками 𝑛 и 𝑛 − 1
соответственно, 𝑅(𝜆) – гурвицевый полином, где 𝜆 – комплекс-
ная переменная, 𝑝 = 𝑑/𝑑𝑡.

Требуется разработать закон управления, который обеспечит
нахождение выходного сигнала объекта 𝑦(𝑡) в следующем мно-
жестве:
(2) 𝒴 =

{︀
𝑦 ∈ R : 𝑔(𝑡) < 𝑦(𝑡) < 𝑔(𝑡)

}︀
для любых 𝑡 > 0,

где 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡) – ограниченные функции вместе со своими пер-
выми производными по времени. Данные функции выбираются
разработчиком исходя из требований работы системы. Например
(см. рис. 1), можно гарантировать переходные процессы в задан-
ной трубке, границы которой монотонно сходятся к окрестности
нуля за заданное время 𝑇 , в то время как в [2, 3, 16, 17] нельзя га-
рантировать заданное качество переходных процессов, заданную
окрестность в установившемся режиме и заданное время пере-
ходного процесса. Сказанное будет наглядно продемонстрирова-
но в примере в конце статьи.

Рис. 1. Частная иллюстрация цели управления
Замечание 1. В постановке задачи рассматривает-

ся объект (1) с единичной относительной степенью
(deg𝑄(𝑝) − deg𝑅(𝑝) = 1). Такие объекты часто исследуются в
литературе [1, 10, 16, 21] и могут описывать процесс заполнения
жидкости в наливных танках [15], динамику трансмиссии в меха-
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нической коробке передач [19], динамику колебательных систем
[5] и т.д. Важно, что для таких объектов различными методами
управления (метод непосредственной компенсации, метод ско-
ростного градиента [2, 3, 16, 17] и т.п.) можно получить одну и
ту же структуру закона адаптивного управления. Для объекта же
с относительной степенью больше единицы различные подходы
приводят к совершенно различным алгоритмам управления
[2]. Поэтому в статье акцентировано внимание на объекте с
единичной относительной степенью, чтобы продемонстрировать
применение единой структуры адаптивного управления для
решения задачи с гарантией заданного качества. Однако, как
будет видно из полученных результатов, решение легко может
быть обобщено на задачи управления с относительной степенью
больше единицы, в частности, с использованием метода расши-
ренной ошибки, алгоритмов адаптации высокого порядка, метод
бэкстеппинга [2] и т.д., где в каждом отдельном случае будут
получены различные алгоритмы управления.

3. Метод решения

Согласно [2, 16, 17], перепишем выражение (1) в виде

(3)
𝑦(𝑡) = 𝑘𝑚

𝑝+𝑎

[︁
𝑢(𝑡) + 𝑁1(𝑝)

𝑀(𝑝) 𝑢(𝑡) + 𝑁2(𝑝)
𝑀(𝑝) 𝑦(𝑡)+

+𝑘𝑦(𝑡) + 𝜃
𝑀(𝑝)𝑓(𝑡) + 𝜖(𝑡)

]︁
,

где 𝑘𝑚 > 0, 𝑎 > 0 и 𝜃 – известные коэффициенты; 𝑀(𝜆) из-
вестный гурвицевый полином порядка 𝑛 − 1; 𝑁1(𝑝) и 𝑁2(𝑝) –
линейные дифференциальные операторы порядков 𝑛 − 2 каж-
дый и с неизвестными коэффициентами; 𝑘 неизвестный пара-
метр; 𝜖(𝑡) – экспоненциально затухающая функция, обусловлен-
ная ненулевыми начальными условиями (1).

Обозначим

𝑁1(𝑝) = [𝑐1,0, 𝑐1,1, ...., 𝑐1,𝑛−2][1, 𝑝, ..., 𝑝
𝑛−2]⊤,

𝑁2(𝑝) = [𝑐2,0, 𝑐2,1, ..., 𝑐2,𝑛−2][1, 𝑝, ..., 𝑝
𝑛−2]⊤,

𝑐0 = −[𝑐1,0, 𝑐1,1, ..., 𝑐1,𝑛−2, 𝑐2,0, 𝑐2,1, ..., 𝑐2,𝑛−2, 𝑘],
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𝑤(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑉𝑢(𝑡), 𝑉𝑦(𝑡), 𝑦(𝑡)},

где 𝑐0 – вектор постоянных неизвестных параметров;
𝑓(𝑡) = 𝜃

𝑀(𝑝)𝑓(𝑡) – новое ограниченное возмущение в силу
ограниченности исходной функции 𝑓(𝑡) и гурвицевости поли-
нома 𝑀(𝜆); 𝑤(𝑡) – вектор регрессии, составленный с помощью
следующих фильтров:

(4)
𝑉̇𝑢(𝑡) = 𝐹𝑉𝑢(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡), 𝑉𝑢(0) = 0,

𝑉̇𝑦(𝑡) = 𝐹𝑉𝑦(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡), 𝑉𝑦(0) = 0.

Здесь 𝑉𝑢, 𝑉𝑦 ∈ R𝑛−1, 𝐹 – матрица в форме Фробениуса с харак-
теристическим многочленом 𝑀(𝜆), 𝑏 = [0, 0, ..., 1]⊤.

Учитывая введенные обозначения, перепишем (3) как
(5) 𝑦̇(𝑡) = −𝑎𝑦(𝑡) + 𝑘𝑚

[︀
𝑢(𝑡) − 𝑐⊤0 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝜖(𝑡)

]︀
.

Согласно [4, 13], для решения задачи управления с заданны-
ми ограничениями введем замену выходной переменной 𝑦 в виде
(6) 𝑦(𝑡) = Φ(𝜀(𝑡), 𝑡),

где 𝜀(𝑡) ∈ R – непрерывно-дифференцируемая функция по 𝑡,
Φ(𝜀, 𝑡) удовлетворяет следующим условиям:

а) 𝑔(𝑡) < Φ(𝜀, 𝑡) < 𝑔(𝑡) для любых 𝑡 > 0 и 𝜀 ∈ R;
б) существует обратное отображение 𝜀 = Φ−1(𝑦, 𝑡) для лю-

бых 𝑦 ∈ 𝒴 и 𝑡 > 0;
в) функция Φ(𝜀, 𝑡) непрерывно-дифференцируемая по 𝜀 и 𝑡,

а также 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀 ̸= 0 для любых 𝑦 ∈ 𝒴 и 𝑡 > 0;

г) функция 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝑡 ограничена по 𝑡 > 0 для любых 𝜀 ∈ R.

Теперь определим динамику по переменной 𝜀 для исследова-
ния устойчивости замкнутой системы. Для этого найдем полную
производную по времени от (6) в виде

𝑦̇ =
𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝜀
𝜀̇ +

𝜕Φ(𝜀, 𝑡)

𝜕𝑡
.

Так как 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀 ̸= 0 (см. условие (в)), то, принимая во внимание

(5), перепишем последнее равенство как

(7)
𝜀̇(𝑡) =

(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1 (︁
− 𝑎𝑦(𝑡)+

+𝑘𝑚
[︀
𝑢(𝑡) − 𝑐⊤0 𝑤(𝑡) + 𝑓(𝑡) + 𝜖(𝑡)

]︀
− 𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝑡

)︁
.
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То есть с помощью преобразования координат (6) исходная
задача с ограничениями сведена к задаче без ограничений. Теперь
необходимо синтезировать закон управления 𝑢, обеспечивающий
устойчивость по вход-состоянию системы (7).

Зададим закон управления в виде

(8)

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡),
𝑢1(𝑡) = 𝑐⊤(𝑡)𝑤(𝑡),

𝑢2(𝑡) = 1
𝑘𝑚

[︁
𝑎𝑦(𝑡) + 𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝑡 − 𝛼𝜀(𝑡)
]︁
.

Здесь 𝑢1(𝑡) – закон адаптивного управления; 𝑢2(𝑡) – закон управ-
ления, гарантирующий нахождение 𝑦(𝑡) в множестве (2); 𝑐(𝑡) –
вектор настраиваемых параметров; 𝛼 > 0.

Подставив (8) в (7), получим

(9) 𝜀̇ =
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
×

×[−𝛼𝜀 + 𝑘𝑚(𝑐(𝑡) − 𝑐0)
⊤𝑤(𝑡) + 𝑘𝑚𝑓(𝑡) + 𝑘𝑚𝜖(𝑡)].

Теорема 1. Пусть для преобразования (5) выполнены усло-

вия а)–г), 𝜕Φ(𝜀,𝑡)
𝜕𝜀 > 0 для любых 𝜀 и 𝑡, а также sup

𝑡

{︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

}︁
< ∞.

Тогда для любых 𝛼 > 0, 𝛽 > 0 и 𝛾 > 0 закон управления (7) вме-
сте с алгоритмом адаптации

(10) 𝑐̇(𝑡) = −𝛽
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
𝜀(𝑡)𝑤(𝑡) − 𝛾𝑐(𝑡)

обеспечивает принадлежность выходной переменной 𝑦(𝑡) мно-
жеству (2).

Замечание 2. Рассмотрим отличия классического адаптив-
ного закона управления [2, 3, 16, 17] от предложенного. Клас-
сический вид адаптивного закона управления выглядит как

(11)
𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) = 𝑐⊤(𝑡)𝑤(𝑡),
𝑐̇(𝑡) = −𝛽𝑦(𝑡)𝑤(𝑡) − 𝛾𝑐(𝑡).

Из (8) следует, что предложенный закон управления состоит из
классического 𝑢1, необходимого для компенсации параметриче-
ской неопределенности, и нелинейного 𝑢2 – для гарантии на-
хождения 𝑦 в множестве (2). Дополнительно алгоритм адапта-
ции (10), в отличие от классического (11), содержит нелинейный

коэффициент усиления
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
и переменную 𝜀 вместо 𝑦, по-

скольку стабилизируется система (9) вместо (5).
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Доказательство. Для анализа устойчивости замкнутой си-
стемы зададим функцию Ляпунова вида
(12) 𝑉 = 1

2𝜀
2 + 𝑘𝑚

2𝛽 (𝑐− 𝑐0)
⊤(𝑐− 𝑐0) + 𝜒

∫︀∞
𝑡 𝜖2(𝑠)𝑑𝑠,

где 𝜒 > 0. Найдя полную производную от (12) по времени вдоль
траекторий (8) и (10), получим

(13)
𝑉̇ =

(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1 [︀
−𝛼𝜀2 + 𝑘𝑚𝜀𝑓(𝑡) + 𝑘𝑚𝜀(𝑡)𝜖(𝑡)

]︀
−

−𝑘𝑚𝛾
𝛽 𝑐⊤(𝑐− 𝑐0) − 𝜒𝜖2(𝑡).

Воспользуемся следующими соотношениями:

(14)

𝜀𝑓 6 0,5
[︁
1
𝜇𝜀

2 + 𝜇𝑓2
]︁
,

𝜀𝜖 6 0,5
[︁
1
𝜇𝜀

2 + 𝜇𝜖2
]︁
,

−𝑐⊤(𝑐− 𝑐0) = −0,5[(𝑐− 𝑐0)
⊤(𝑐− 𝑐0) + 𝑐⊤𝑐− 𝑐⊤0 𝑐0].

С учетом (14), перепишем (13) как

(15)

𝑉̇ 6 −
(︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

)︁−1
(𝛼− 𝑘𝑚𝜇−1)𝜀2−

−𝑘𝑚𝛾
2𝛽 [(𝑐− 𝑐0)

⊤(𝑐− 𝑐0) + 𝑐⊤𝑐]−
−(𝜒− 0,5𝑘𝑚𝜇)𝜖2(𝑡)+
+ 𝛾

2𝛽 𝑐
⊤
0 𝑐0 + 0,5𝑘𝑚𝜇 sup{𝑓}2.

Из (15) следует, что при выполнении условий

(16)
|𝜀| >

√︂
𝜇(𝛾𝑐⊤0 𝑐0+𝑘𝑚𝛽𝜇 sup{𝑓}2)

2𝛽(𝛼𝜇−𝑘𝑚) sup
𝑡

{︁
𝜕Φ(𝜀,𝑡)

𝜕𝜀

}︁
,

𝛼 > 𝑘𝑚
𝜇 ,

𝜒 > 0,5𝑘𝑚𝜇,

имеем 𝑉̇ < 0. При этом из (16) видно, что всегда существуют
𝛼, 𝜇 и 𝜒, обеспечивающие 𝑉̇ < 0. Из условия (б) следует, что
преобразование (6) гарантирует выполнение условия (2). Теорема
доказана.

Замечание 3. Из (16) видно, что при уменьшении значе-
ния 𝛾 и при увеличении значения 𝛼 можно уменьшить предель-
ное значение по |𝜀|. В свою очередь, из условий б) и г) следует,
что преобразование (6) является строгого монотонной функци-
ей. Значит, с уменьшением предельного значения |𝜀| в переделе
уменьшается колебательность по переменной 𝑦 в множестве (2).
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4. Пример

Рассмотрим объект управления (1) с различными коэффици-
ентами в операторах 𝑄(𝑝) и 𝑅(𝑝):

a) 𝑄(𝑝) = (𝑝− 1)3 и 𝑅(𝑝) = (𝑝 + 1)2,
b) 𝑄(𝑝) = 𝑝3 − 5𝑝2 + 3𝑝− 1 и 𝑅(𝑝) = 0,5(𝑝 + 1)2,
c) 𝑄(𝑝) = 𝑝3 + 5𝑝2 − 7𝑝 + 5 и 𝑅(𝑝) = 0,5(𝑝 + 1)2,

начальными условиями 𝑝2𝑦(0) = 𝑝𝑦(0) = 𝑦(0) = 4 и возмущени-
ем

𝑓(𝑡) = 5 + 5 sin(1,5𝑡) + 3 cos(0,8𝑡) + 𝑑(𝑡),

где 𝑑(𝑡) = sat{𝑑(𝑡)}, sat{·} – функция насыщения, 𝑑(𝑡) – белый
шум, моделируемый в Matlab Simulink с помощью блока «Band-
Limited White Noise» с мощностью шума 1 и периодом дискрети-
зации 0,1.

Сформируем алгоритм управления. Преобразование коорди-
нат (6) зададим в виде

Φ(𝜀, 𝑡) =
𝑔(𝑡)𝑒𝜀 + 𝑔(𝑡)

𝑒𝜀 + 1
.

Качество управления определим функциями

𝑔(𝑡) = 4𝑒−3𝑡 + 0,1,

𝑔(𝑡) = 3,8𝑒−3𝑡 − 0,1.

Зададим в фильтрах (4)

𝐹 =

[︂
0 1
−1 −2

]︂
.

В законе управления (7) зададим 𝛼 = 1, 𝑎 = 1 и 𝑘𝑚 = 1.
В алгоритме адаптации (14) зададим 𝛽 = 1 и 𝛾 = 1.

Сравним предложенный алгоритм управления с адаптивным
управлением [2, 3, 16, 17], представленным в виде (11). Выберем
в данном адаптивном алгоритме те же параметры, что и в пред-
ложенном алгоритме.
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На рис. 3 приведены результаты переходных процессов для
алгоритма [2, 3, 16, 17] (пунктирные линии) и предложенного за-
кона управления при параметрах a), b) и c) (сплошные линии);
внизу пунктирными линиями изображены графики функций 𝑔(𝑡)
и 𝑔(𝑡), задающие качество переходных процессов, и сплошными
линиями – графики выходных сигналов с предложенным адап-
тивным законом управления

Рис. 2. Вверху: переходные процессы для классического
адаптивного управления и предложенного адаптивного

алгоритма (сплошные линии). Внизу: графики функций 𝑔(𝑡)
и 𝑔(𝑡) и графики выходных сигналов с предложенным

адаптивным законом управления

52



Анализ и синтез систем управления

Достоинство предложенного алгоритма, в отличие от [2,
3, 16, 17], очевидно: переходные процессы всегда содержатся
в трубке (2), границами которой можно задать качество переход-
ных процессов. Так, полученные процессы почти экспоненциаль-
но затухают в предельное множество (−0,1; 0,1) за время 1,5 с,
в то время как алгоритмы [2, 3, 16, 17] неконтролируемы в плане
переходного процесса и времени переходного процесса, а также
невозможно априори определить качество выходной переменной
в установившемся режиме.

Замечание 4. Предлагаемый метод напрямую зависит от на-
чальных условий объекта. Если 𝑦(0) не принадлежит заданно-
му множеству, то предлагаемый метод неприменим, поскольку из
преобразования (6) сигнал 𝑦(𝑡) должен быть определен внутри
заданного множества в любой момент времени. Указанный выше
недостаток можно устранить путем добавления к ограничиваю-
щим функциям аддитивной быстрой экспоненциально затухаю-
щей функции так, чтобы новые ограничения охватывали началь-
ные условия. На рис. 3 показан переходной процесс по 𝑦(𝑡) при
𝑦(0) = 1, не принадлежащем исходному множеству 𝒴 .

Рис. 3. Переходные процессы для предложенного адаптивного
алгоритма (сплошные линии) при 𝑦(0) = 1. Пунктирными
линиями изображены графики функций 𝑔(𝑡) и 𝑔(𝑡) + 𝑔

0
(𝑡),

задающие качество переходных процессов
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При этом к нижней ограниченной функции 𝑔(𝑡) добавлена
составляющая

𝑔
0
(𝑡) = −3𝑒−100𝑡,

чтобы начальное условие 𝑦(0) было ограничено снизу новой
функцией ограничения 𝑔(𝑡).

5. Заключение

В статье применены методы классического адаптивного
управления [2, 3, 16, 17] и метод нелинейного управления [4, 13],
которые позволили создать новый метод адаптивного управле-
ния, гарантирующий заданной качество переходных процессов.
Вначале используется метод [4, 13], позволяющий преобразовать
задачу с ограничениями к задаче без ограничений. Затем приме-
няется классический метод адаптивного управления [2, 3, 16, 17].
Результаты моделирования подтвердили теоретические выводы
и показали, что в классических схемах адаптивного управления
при различных параметрах объекта наблюдаются существенно
разные неконтролируемые переходные процессы, в то время как
в новой схеме управления при тех же параметрах гарантируется
почти заданное качество переходных процессов.
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Abstract: The paper presents a modification of the classical output adaptive control
algorithm in order to guarantee that the output signal belongs to a given set specified
by the developer at any time. Unlike classical adaptive control schemes, where
it is impossible to influence control performances, including transient and steady-
state performance, it is proposed here to supplement the classical adaptive control
procedure with a nonlinear control law to solve these problems. The nonlinear
control law is based on the special coordinate transformation of the output variable
so that the problem with constraints is reduced to the problem without constraints.
For a transformed system without constraints, any existing adaptive control schemes
can be applied to stabilize it. Moreover, in new coordinates, it is not required to
guarantee the specified performance of transient processes at any time, and the
value of the marginal error is not important. This is due to the fact that inverse
transformations will always guarantee that the original signals are within the limits
specified by the developer. The problem for plants with a relative degree one is solved
in order to avoid cumbersome conclusions. However, all the results obtained can be
directly extended to plants with an arbitrary relative degree. An example is given
that illustrates the effectiveness of the proposed method and confirms the theoretical
conclusions.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАКОНЫ УПРАВЛЕНИЯ,
ПОСТРОЕННЫЕ НА БАЗЕ ЛИНЕЙНЫХ

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ НЕЧЕТНЫХ ФУНКЦИЙ1

Фуртат И. Б.2 , Гущин П. А.3 , Копысова Е. А.4

(ФГБУН Институт проблем машиноведения РАН,
Санкт-Петербург)

Исследуются нелинейные законы управления, полученные из линейного путем
двух типов замен с использованием нечетных функций. Первая замена состоит
в пропускании каждой компоненты вектора состояния через нелинейную функ-
цию, вторая замена – в пропускании всего линейного закона управления через
нелинейную функцию. Для исследования таких систем предлагается предста-
вить нелинейные функции в виде линейных с нелинейным угловым коэффициен-
том. Такое представление позволит использовать аппарат линейных матрич-
ных неравенств (ЛМН) для исследования устойчивости замкнутых систем.
Найдены области устойчивости и области для начальных условий, получен-
ные в результате многошаговой процедуры поиска решений с использованием
ЛМН. Показано, что использование предложенных нелинейных законов управ-
ления позволяет уменьшить установившуюся ошибку по сравнению с линей-
ным. Приведены многочисленные моделирования, иллюстрирующие теорети-
ческие выводы.

Ключевые слова: динамическая система, нелинейный закон управле-
ния, линейные матричные неравенства.

1. Введение

В теории автоматического управления существует практи-
ка использования различных нелинейных функций, замещающих
или дополняющих существующие законы управления. Например,
знаковые законы управления аппроксимируют сигмоидальными
функциями [5,6] для реализации на практике, а также возможно-
сти избавиться от чаттеринга в окрестности плоскости скольже-
ния и исследования замкнутой системы без разрывных нелиней-
ностей. В [2, 3] ранее разработанный закон управления [4] про-

1 Работа выполнена в ИПМаш РАН при поддержке госзадания
№121112500298-6 (ЕГИСУ НИОКТР).

2 Игорь Борисович Фуртат, д.т.н., профессор (cainenash@mail.ru).
3 Павел Александрович Гущин, к.т.н. (guschin.p@mail.ru).
4 Есения Алексеевна Копысова (esyako@ya.ru).
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пускается через функцию гиперболического тангенса для умень-
шения установившейся ошибки слежения по сравнению с [4].
Также в [2, 3, 5, 6] отмечается, что помимо повышения качества
регулирования в установившемся режиме использование сигмо-
идальных функций позволяет сформировать заранее ограничен-
ный закон управления.

Однако ограниченный закон управления в условиях возму-
щений и неустойчивого объекта может повлечь рассмотрение
ограничений на фазовое пространство для сохранения устойчи-
вости замкнутой системы. В условиях же ограниченного фазово-
го пространства можно рассматривать любые непрерывные функ-
ции, не только сигмоидальные.

В [6] показано, что аддитивная добавка, например, функ-
ции 𝑥3 к существующему закону управления повышает качество
демпфирования внешних возмущений. В адаптивном управле-
нии [1] суммирование сигмоидальных слагаемых к существую-
щему адаптивному алгоритму повышает качество регулирования
в установившемся режиме. В [9, 10] замена каждой компоненты
вектора состояния 𝑥𝑖 в линейном законе управления на соответ-
ствующие функции 𝑥𝛾𝑖 sgn{𝑥𝑖}, 𝛾 > 0, позволяет увеличить ско-
рость сходимости нормы вектора состояния замкнутой системы
по сравнению с использованием линейного алгоритма.

Однако в [2,3,5,6,9,10] использование нелинейных функций
зачастую требует перерасчета настроечных коэффициентов для
нового закона управления, что может усложнить процесс синте-
за алгоритма. Проблема же введения нелинейных функций, не
меняющих настроечных коэффициентов в существующих зако-
нах управления, но при этом улучшающих качество управления
в установившемся режиме, в работах [2, 3, 5, 6, 9, 10] не рассмат-
ривалась. Поэтому в данной статье на базе линейного закона
управления рассмотрим построение новых нелинейных законов,
не меняя настроечных параметров исходного линейного алгорит-
ма. Также предложим новый метод исследования устойчивости
таких систем, основанный на представлении нелинейной функ-
ции в линейной форме с нелинейным угловым коэффициентом.
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Такая форма позволит использовать аппарат линейных матрич-
ных неравенств (ЛМН) и упростить процедуру поиска множе-
ства устойчивости и множества начальных условий. Предложен-
ная в статье многошаговая процедура поиска решений на базе
ЛМН позволит расширить искомые области устойчивости и на-
чальных условий.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 зада-
ется линейный закон управления, стабилизирующий линейную
систему. Не меняя настроечных коэффициентов в линейном за-
коне, каждая компонента вектора состояния пропускается через
нечетную функцию либо весь линейный закон управления про-
пускается через нечетную функцию. В разделе 3 описываются
предложенные методы решения и формулируются условия на
свойства нелинейных функций, множества устойчивости и мно-
жества начальных условий, при выполнении которых нелиней-
ные законы управления будут стабилизировать объект управле-
ния. В разделе 4 показано, что предложенные нелинейные алго-
ритмы управления гарантируют точность в установившемся ре-
жиме выше, чем линейный закон управления. В разделе 5 при-
водятся результаты моделирования, подтверждающие теоретиче-
ские выводы и иллюстрирующие эффективность используемого
метода.

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейный объект
(1) 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝑓,
где 𝑥 = 𝑐𝑜𝑙{𝑥1, ..., 𝑥𝑛} – вектор состояния, 𝑢 ∈ R – сигнал управ-
ления, 𝑓 ∈ R𝑙 – неизвестное возмущение такое, что |𝑓 | 6 𝑓 ,
матрицы 𝐴, 𝐵 и 𝐷 известны и имеют соответствующие размер-
ности, пара (𝐴,𝐵) управляема.

Известно [1], что существует матрица 𝐾 = [𝑘1, ..., 𝑘𝑛] такая,
что закон управления
(2) 𝑢 = 𝐾𝑥 = 𝑘1𝑥1 + ...+ 𝑘𝑛𝑥𝑛
гарантирует выполнение предельного неравенства
(3) lim

𝑡→∞
|𝑥(𝑡)| 6 𝛿.
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Здесь 𝛿 > 0 – точность регулирования в установившемся режиме.
В статье введем в рассмотрение нечетную функцию 𝜙(·).

С учетом данной функции и (2), построим два новых закона
управления:
(4) 𝑢 = 𝑘1𝜙(𝑥1) + ...+ 𝑘𝑛𝜙(𝑥𝑛),

(5) 𝑢 = 𝜙 (𝑘1𝑥1 + ...+ 𝑘𝑛𝑥𝑛) .

Требуется определить условия на функцию 𝜙(·), при кото-
рых при заданной матрице 𝐾 в (2) законы управления (4) и (5)
обеспечат выполнение предельного неравенства (3) с величиной
𝛿 меньше, чем линейный закон управления (2).

Замечание 1. В качестве 𝜙(·) могут быть рассмотрены стан-
дартные линейные, степенные и сигмоидальные функции, функ-
ция насыщения (см. рис. 1) и т.п. Другие специфические функции
будут приведены далее.

Рис. 1. Примеры функций 𝜙(𝑠)

3. Метод решения

Для исследования законов управления (4) и (5), рассмот-
рим представление нелинейной функции 𝜙(𝑠) в виде линейной
𝜙(𝑠) = 𝜌(𝑠)𝑠 с нелинейным угловым коэффициентом 𝜌(𝑠), 𝑠 ∈ R
(см. рис. 2). Такой подход позволит исследовать нелинейные за-
коны управления (4), (5) наряду с линейным (2), а также привлечь
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аппарат линейных матричных неравенств для анализа устойчиво-
сти замкнутой системы.

Рис. 2. Иллюстрация замены функции 𝜙(𝑠) на функцию
линейного вида с переменным угловым коэффициентом 𝜌(𝑠)

3.1. Анализ устойчивости замкнутой системы с законом
управления (4)
Обозначим Ψ(𝑥) = diag{𝜌(𝑥1), ..., 𝜌(𝑥𝑛)}. Подставив (4)

в (1), запишем уравнение замкнутой системы
(6) 𝑥̇ = (𝐴+𝐵𝐾Ψ(𝑥))𝑥+𝐷𝑓.

Теорема 1. Пусть для заданных 𝐾 в (2) и 𝜏𝑖 > 0 существу-

ют 0 6 𝜌 = 𝜌0 < 𝜌1 < ... < 𝜌𝑣 = 𝜌, 𝜒𝑖 > 0, 𝛾𝑖 > 0 и 𝑃𝑖 = 𝑃⊤
𝑖 > 0

такие, что выполнены следующие матричные неравенства

(7)

[︂
(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖)

⊤𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖) + 𝜏𝑃𝑖 𝑃𝑖𝐷
* −𝜒𝑖𝐼

]︂
< 0,

𝑃𝑖 > 𝛾𝑖𝐼

в вершинах Ψ𝑖 = diag{{𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖}, ..., {𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖}}, 𝑖 = 1, ..., 𝑣. Тогда
область устойчивости 𝒳 , множество допустимых начальных
условий 𝒳0 и верхняя оценка времени 𝑇 вхождения в инвариант-
ную область |𝑥(𝑡)| < 𝜀 определятся в виде
(8) 𝒳 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥 6 |𝑥𝑖| 6 𝑥̄, 𝑖 = 1, ..., 𝑛} ,

62



Анализ и синтез систем управления

(9) 𝒳0 =

{︃
𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| 6 𝑥̄0 :=

√︂
𝜏𝛾𝑥̄2−2𝜒̄𝑓

𝑛2𝜏‖𝑃‖

}︃
,

(10) 𝑇 = 1
𝜏 ln

𝜏 |𝑥(0)|2‖𝑃‖+𝜒̄𝑓
𝜏𝛾𝜀2−𝜒̄𝑓 ,

𝑥 > 0 и 𝑥̄ > 0 находятся как 𝑠 ∈ [−𝑥̄;−𝑥] ∪ [𝑥; 𝑥̄] из решения
неравенств 𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 > 0 и 𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 6 0, 𝜏 = min

𝑖=1,...,𝑣
{𝜏𝑖},

𝛾 = min
𝑖=1,...,𝑣

{𝛾𝑖}, 𝜒̄ = max
𝑖=1,...,𝑣

{𝜒𝑖} и ‖𝑃‖ = max
𝑖=1,...,𝑣

{‖𝑃𝑖‖}.

Доказательство. Для анализа устойчивости замкнутой си-
стемы выберем функции Ляпунова
(11) 𝑉𝑖 = 𝑥⊤𝑃𝑖𝑥, 𝑖 = 1, ..., 𝑣,

и потребуем выполнение условий
(12) 𝑉̇𝑖 + 𝜏𝑖𝑉𝑖 − 𝜒𝑖𝑓

⊤𝑓 < 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Подставляя (6) и (11) в (12), получим

(13)
𝑥⊤

[︀
(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥))

⊤𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥))
]︀
𝑥+

+2𝑥⊤𝑃𝑖𝐷𝑓 + 𝜏𝑖𝑥
⊤𝑃𝑖𝑥− 𝜒𝑖𝑓

⊤𝑓 < 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Введя новый вектор 𝑧 = 𝑐𝑜𝑙{𝑥, 𝑓}, перепишем (13) как

(14)
𝑧⊤

[︂
Ψ11,𝑖 𝑃𝑖𝐷
* −𝜒𝑖𝐼

]︂
𝑧 < 0,

𝑖 = 1, ..., 𝑣,

где Ψ(𝑥)11,𝑖 = 𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥))
⊤𝑃𝑖 + 𝑃𝑖(𝐴+𝐵𝐾Ψ𝑖(𝑥)) + 𝜏𝑃

Неравенство (14) будет выполнено, если будет выполнено
условие

(15)

[︂
Ψ(𝑥)11,𝑖 𝑃𝑖𝐷

* −𝜒𝑖𝐼

]︂
< 0,

𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Элементы диагональной матрицы Ψ𝑖(𝑥) принадлежат отрез-
ку [𝜌𝑖−1; 𝜌𝑖]. Значит, ЛМН (15) содержит политопную неопреде-
ленность. Согласно лемме [8], такое неравенство будет выпол-
нено, если оно будет выполнено в вершинах политопа [𝜌𝑖−1; 𝜌𝑖].
Значит, замкнутая система (6) устойчива.

Пусть для любых 𝑥 > 0 и 𝑥̄ > 0 выполнены неравенства
𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 > 0 и 𝜙(𝑠) − 𝜌𝑠 6 0. Тогда 𝑥 и 𝑥̄ являются нижней
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и верхней оценками множества устойчивости, записанного в ви-
де (8).

Запишем решение неравенства (12) в виде

(16) 𝛾|𝑥|2 < 𝑥⊤𝑃𝑖𝑥 <
𝜒̄𝑓
𝜏 +

(︁
‖𝑃‖𝑥̄20 +

𝜒̄𝑓
𝜏

)︁
𝑒−𝜏𝑡, 𝑖 = 1, ..., 𝑣.

Учитывая (8) и (16) и приняв 𝛾𝑛2𝑥̄2 = 2𝜒̄𝑓
𝜏 + ‖𝑃‖𝑥̄20, получим

результат (9).
Верхняя оценка времени 𝑇 при котором |𝑥(𝑡)| попадут в за-

данную область |𝑥(𝑡)| < 𝜀 и больше ее не покинут, определяется
в виде (10) из (16).

Замечание 2. В формулировке теоремы разрешимость (7)
ищется во внутренних точках 𝜌 = 𝜌0 < 𝜌1 < ... < 𝜌𝑣 = 𝜌 интер-
вала, а не сразу на границах 𝜌 и 𝜌 согласно лемме [8]. Это связа-
но с тем, что применив лемму [8] для поиска 𝜌 и 𝜌, при которых
ЛМН (7) будет разрешимо, можно получить более грубые реше-
ния, чем при использовании следующей многошаговой процеду-
ры. Согласно данной процедуре предлагается сначала определить
интервал (𝜌, 𝜌1), в вершинах которого ЛМН (7) имеет решение,
воспользовавшись леммой [8]. Затем, ищется следующий интер-
вал (𝜌1, 𝜌2), в вершинах которого ЛМН (7) имеет решение. Дан-
ная процедура проделывается до тех пор, пока не находится пре-
дельное значение 𝜌𝑘 = 𝜌 такое, что в вершинах (𝜌𝑘−1, 𝜌𝑘) ЛМН
(7) еще сохраняется решение. В результате применения многоша-
говой процедуры длина интервала (𝜌; 𝜌) может быть больше, чем
при использовании только леммы [8].

Замечание 3. Для применения многошаговой процедуры
(см. замечание 2) можно воспользоваться следующими рекомен-

дациями для поиска 𝜌. Если 𝑑𝜙(𝑠)
𝑑𝑠

⃒⃒⃒
𝑠=0

= 𝜌(0) < ∞, то 𝜌 6 𝜌(0)

(см. рис. 3 слева). Если 𝑑𝜙(𝑠)
𝑑𝑠

⃒⃒⃒
𝑠=0

= ∞, то 𝜌 увеличивается до

тех пор, пока ЛМН (7) еще будет иметь решение на интерва-
ле (𝜌𝑣−1; 𝜌𝑣) (см. рис. 3 справа). В некоторых случая возможно
𝜌 = ∞, что соотвествует обратной связи с большим коэффициен-
том усиления.
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Рис. 3. Поиск 𝜌 при 𝜌(0) <∞ (слева) и при 𝜌(0) = ∞ (справа)

Замечание 4. Результаты секции 2 можно обобщить на за-
кон управления вида 𝑢 = 𝑘1𝜙1(𝑥1) + ...+ 𝑘𝑛𝜙𝑛(𝑥𝑛).

3.2. Анализ устойчивости замкнутой системы с законом
управления (5)
Переписав 𝜙(𝐾𝑋) в виде 𝜙(𝐾𝑥) = 𝜌(𝐾𝑥)𝐾𝑥 и подставив

(5) в (1), получим
(17) 𝑥̇ = (𝐴+𝐵𝐾𝜌(𝐾𝑥))𝑥+𝐷𝑓.

Теорема 2. Пусть для заданных 𝐾 и 𝜏𝑖 > 0 существуют

0 6 𝜌 = 𝜌0 < 𝜌1 < ... < 𝜌𝑣 = 𝜌, 𝜒𝑖 > 0, 𝛾𝑖 > 0 и 𝑃𝑖 = 𝑃⊤
𝑖 > 0

такие, что выполнены матричные неравенства (7) в вершинах
Ψ𝑖 = {𝜌𝑖−1, 𝜌𝑖}, 𝑖 = 1, ..., 𝑣. Тогда область устойчивости 𝒳 ,
множество допустимых начальных условий 𝒳0 и верхняя оценка
времени переходного процесса 𝑇 в область |𝑥(𝑡)| < 𝜀 определя-
ются в виде (8), (9), (10), где 𝑥 и 𝑥̄ находятся как 𝑠 ∈ [𝑥; 𝑥̄]:
𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖)− 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 > 0 и 𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖)− 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 6 0.

Доказательство. Ради простоты положим 𝑥1 = ... =
𝑥𝑛 = 𝑠. Пусть для любого 𝑠 ∈ [𝑥; 𝑥̄] выполнены неравенства
𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖) − 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 > 0 и 𝜙(𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖) − 𝜌𝑠

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖 6 0.

Тогда 𝑥 и 𝑥̄ являются нижней и верхней оценками множества
устойчивости, записанного в виде (8).

Поскольку структура (17) подобна структуре (6), то дальней-
шее доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоре-
мы 1.
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4. Анализ значения 𝛿 в (3) для линейного и
нелинейных регуляторов и примеры функций 𝜙(𝑠)

Покажем, что алгоритмы (4) и (5) обеспечивают лучшую
предельную ошибку, по сравнению с алгоритмом (2). Для этого
необходимо рассмотреть решение любой оптимизационной зада-
чи. Например, рассмотрим оптимизационную задачу из [7], ко-
торая в нашем случае будет сформулирована в следующем виде.
Для заданных 𝐾 и 𝜏 требуется найти 𝑃 и 𝛾, удовлетворяющие
следующей оптимизационной задаче:

(18)

maximize 𝛾
subject to[︂
(𝐴+𝐵𝐾Θ)⊤𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾Θ) + 𝜏𝑃 𝑃𝐷

* −𝜏𝐼

]︂
< 0

and 𝑃 − 𝛾𝐼 > 0.
Тогда

(19) lim𝑡→∞|𝑥(𝑡)| 6 𝛿 :=
√︁

𝑓
𝛾 .

Для нелинейного регулятора (2) оптимизационная задача ре-
шается при Θ = 𝐼 , для нелинейного – при Θ = 𝜌𝐼 в уста-
новившемся режиме. Поскольку для нелинейного регулятора
‖Θ‖ > 1 (см. рис. 4, где для каждого фиксированного значения
𝑥̂𝑖: |𝑥̂𝑖| < |𝜙(𝑥̂𝑖)|), значит, 𝛾 для (2) будет меньше, чем для (4)
и (5) . Другими словами, при ‖Θ‖ > 1 происходит увеличение
коэффициента в обратной связи, что делает матрицу 𝐴 + 𝐵𝐾Θ
«более» устойчивой. Для «более» устойчивой матрицы требует-
ся «больше» матрица 𝑃 (а значит, и больше 𝛾), что соотвествует
«меньшему» притягивающему эллипсоиду в установившемся ре-
жиме.

Приведем некоторые примеры функций, для которых спра-
ведливы полученные результаты:

1. 𝜙(𝑠) = 𝜇sat(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 и
т.п. Достоинство таких функций состоит в том, что они гаранти-
руют ограниченность закона управления. Однако для них всегда
существует 𝑥̄ <∞.
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Рис. 4. Сравнение линейного и нелинейного регуляторов

2. 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆, 0 < 𝜆 < 1, 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜓(𝑠) с четной, ограни-
ченной, положительной функцией 𝜓(𝑠) такой, что 𝜓(0) < 1 и

𝜓(±∞) <∞ (например, 𝜓(𝑠) = 𝜇 𝑠
2+𝜇−2

𝑠2+1
, 𝜇 > 0), 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆+𝑠1/𝜆

и т.п. Достоинство таких функций состоит в том, что они гаран-
тируют ускоренную сходимость. Однако для них может суще-
ствовать 𝑥 <∞ и всегда существует 𝑥̄ <∞.

3. 𝜙(𝑠) = 𝜇sat(𝜎𝑠) + 𝜗𝑠, 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠) + 𝜗𝑠, 𝜙(𝑠) =

𝜇1−𝑒−0.5𝜎𝑠

1+𝑒−0.5𝜎𝑠 +𝜗𝑠 и т.п. По сравнению с (1) данные функции неогра-
ниченные. Однако за счет соответствующего выбора 𝜇, 𝜎 и 𝜗
можно обеспечить 𝑥 = 0 и 𝑥̄ = ∞.

5. Примеры моделирования

Рассмотрим систему (1) со следующими параметрами:

(20)
𝐴 =

[︂
0 1
1 2

]︂
, 𝐵 =

[︂
0
1

]︂
, 𝐷 =

[︂
0
1

]︂
,

𝑓(𝑡) = 0,15[1 + sin(𝑡) + sat{𝑑(𝑡)}].
Здесь sat{·} – функция насыщения, 𝑑(𝑡) – белый шум, моделируе-
мый в Матлаб со следующими параметрами: мощность шума 0,1
и время выборки 0,1.

Выберем матрицу 𝐾 = [𝑘1 𝑘2] = [−2 − 4] в линейном за-
коне управления (2), стабилизирующую объект (1). Рассмотрим
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следующие нелинейные функции:
(21) 𝜙(𝑠) = 𝜇sat(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠), 𝜙(𝑠) = 𝜇1−𝑒−0,5𝜎𝑠

1+𝑒−0,5𝜎𝑠 ;

(22)
𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆, 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠𝜆),

𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠𝜆), 𝜙(𝑠) = 𝜇1−𝑒−0,5𝜎𝑠𝜆

1+𝑒−0,5𝜎𝑠𝜆
, 0 < 𝜆 < 1;

(23) 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 + 𝑠1/𝜆, 0 < 𝜆 < 1, 𝜙(𝑠) = 𝑠
𝜗 𝑠2+𝜗−2

𝑠2+1 , 𝜗 > 1.

Для функций (21) существует 𝜌(0), для функций (22) и (23)
𝜌(0) не существует.

5.1. Использование закона управления (4)
Для заданных (20), 𝜏 = 0,01 и 𝐾 = [−2 − 4] ЛМН (7)

разрешимо при 𝜌 = 𝜌0 = 0,6, 𝜌1 = 0,8, 𝜌2 = 2, 𝜌3 = 13, 𝜌4 = 110,
𝜌5 = 967, 𝜌6 = 967, 𝜌7 = 8542, 𝜌8 = 37362. Решения существуют
и при итерациях больше 8. Однако примем 𝜌 = 𝜌8 = 37362.
Функции (21). Положим 𝜇 = 1 и 𝜎 = 30.

В таблице 1 приведены результаты расчетов и моделирова-
ния, а на рис. 5 приведены результаты переходных процессов по
|𝑥(𝑡)| при 𝑥(0) = [0,2 0,2]⊤.

Таблица 1. Результаты расчетов и моделирования для
линейного закона управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (21)
при 𝜇 = 1 и 𝜎 = 30

Закон упр.: 𝜙(𝑠) 𝜌(0) [𝑥; 𝑥̄] 𝑥̄0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 5 при
𝑓(𝑡) из (20)

(2): 𝜙(𝑠) = 𝑠 1 [0;∞) ∞ 3,9 · 10−4 2,6 · 10−2

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 2 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1,9] 0,65 3,6 · 10−4 2 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0,5𝜎𝑠

1+𝑒−0,5𝜎𝑠 𝜇𝜎 [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 1,2 · 10−2

В таблице 1 при расчете 𝛿 из (19) бралось малое значение
𝑓 = 10−8 из-за грубости оценок. Результаты моделирования при-
ведены для 𝑓(𝑡) из (20).
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Рис. 5. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (21) при 𝜇 = 1

и 𝜎 = 30 (справа рисунок в увеличенном масштабе)

Функции (22). Примем 𝜇 = 1, 𝜎 = 30 и 𝜆 = 5/7. В таблице 2
приведены результаты расчетов при 𝑓 = 10−8 и моделирования
для 𝑓(𝑡) из (20). На рис. 6 приведены результаты переходных
процессов по |𝑥(𝑡)| при 𝑓(𝑡) из (20) и 𝑥(0) = [0,1 0,1]⊤.

Таблица 2. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠)
из (22) при 𝜇 = 1, 𝜎 = 30 и 𝜆 = 5/7

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; 𝑥̄] 𝑥̄0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 6 при
𝑓(𝑡) из (20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 [0; 1,4] 0,45 3,9 · 10−4 3,6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠𝜆) [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 3,1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠𝜆) [0; 1,86] 0,64 3,6 · 10−4 3,1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0,5𝜎𝑠𝜆

1+𝑒−0,5𝜎𝑠𝜆
[0; 1,25] 0,38 2,5 · 10−4 2,2 · 10−4
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Рис. 6. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (22) при 𝜇 = 1, 𝜎 = 30

и 𝛾 = 5/7 (справа рисунок в увеличенном масштабе)
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Функции (23). Примем 𝜆 = 5/7 и 𝜗 = 3. В таблице 3 при-
ведены результаты расчетов при 𝑓 = 10−8 и моделирования для
𝑓(𝑡) из (20). На рис. 7 приведены результаты переходных процес-
сов при 𝑓(𝑡) из (20) и 𝑥(0) = [0,1 0,1]⊤.

Таблица 3. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(23) при 𝜆 = 5/7 и 𝜗 = 3

Закон упр,: 𝜙(𝑠) [𝑥; 𝑥̄] 𝑥̄0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис, 7
при 𝑓(𝑡) из
(20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 + 𝑠1/𝜆 [0; 1,4] 0,45 3,9 · 10−4 3,6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠
𝜗 𝑠2+𝜗−2

𝑠2+1 [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 3,1 · 10−4
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Рис. 7. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (23) при 𝜆 = 5/7

и 𝜗 = 3 (справа рисунок в увеличенном масштабе)

5.2. Использование закона управления (5)
Для заданных (20), 𝜏 = 0,01 и 𝐾 = [−2 − 4] ЛМН (7)

разрешимо при 𝜌 = 𝜌0 = 0,53, 𝜌1 = 0,6, 𝜌2 = 8, 𝜌3 = 105526.
Решения существуют и при итерациях больше 3. Однако пусть
𝜌 = 𝜌3 = 105526.

Ниже в таблицах 4–6 и на рис. 8–10 используются те же
функции 𝜙(𝑠) с теми же параметрами, что и в предыдущей под-
секции.
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Таблица 4. Результаты расчетов и моделирования для
линейного закона управления (2) и нелинейного (4) с 𝜙(𝑠) из (21)
при 𝜇 = 1 и 𝜎 = 100

Закон упр.: 𝜙(𝑠) 𝜌(0) [𝑥; 𝑥̄] 𝑥̄0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 8
при 𝑓(𝑡) из (20)

(2): 𝜙(𝑠) = 𝑠 1 [0;∞) ∞ 3,9 · 10−4 4,2 · 10−2

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 2,5 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠) 𝜇𝜎 [0; 1,9] 0,65 3,6 · 10−4 5 · 10−3

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0,5𝜎𝑠

1+𝑒−0,5𝜎𝑠 𝜇𝜎 [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 2,5 · 10−3
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Рис. 8. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (5) с 𝜙(𝑠) из (21) при 𝜇 = 1

и 𝜎 = 100 (справа рисунок в увеличенном масштабе)

Таблица 5. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(22) при 𝜇 = 1, 𝜎 = 100 и 𝜆 = 5/7

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; 𝑥̄] 𝑥̄0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 9
при 𝑓(𝑡) из
(20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 [0; 1,4] 0,45 3,9 · 10−4 3,6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 sat(𝜎𝑠𝜆) [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 3,1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 arctg(𝜎𝑠𝜆) [0; 1,86] 0,64 3,6 · 10−4 3,1 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝜇 1−𝑒−0,5𝜎𝑠𝜆

1+𝑒−0,5𝜎𝑠𝜆
[0; 1,25] 0,38 2,5 · 10−4 2,2 · 10−4
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Рис. 9. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (5) с 𝜙(𝑠) из (22) при 𝜇 = 1,

𝜎 = 100 и 𝜆 = 5/7 (справа рисунок в увеличенном масштабе)

Таблица 6. Результаты расчетов для нелинейностей 𝜙(𝑠) из
(23) при 𝜆 = 5/7 и 𝜗 = 3

Закон упр.: 𝜙(𝑠) [𝑥; 𝑥̄] 𝑥̄0 𝛿 из (19) при
𝑓 = 10−8

𝛿 из рис. 10
при 𝑓(𝑡) из
(20)

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠𝜆 + 𝑠1/𝜆 [0; 1,4] 0,45 3,9 · 10−4 3,6 · 10−4

(4): 𝜙(𝑠) = 𝑠
𝜗 𝑠2+𝜗−2

𝑠2+1 [0; 1,25] 0,38 3,6 · 10−4 3,1 · 10−4
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Рис. 10. Переходные процесс по |𝑥(𝑡)| для линейного закона
управления (2) и нелинейного (5) с 𝜙(𝑠) из (23) при 𝜆 = 5/7

и 𝜗 = 3 (справа рисунок в увеличенном масштабе)
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6. Заключение

В работе разработаны нелинейные законы управления, полу-
ченные из линейного путем двух типов замен с использованием
нечетных функций. Первая замена состоит в пропускании каждой
компоненты вектора состояния через нелинейную функцию, вто-
рая замена – в пропускании всего линейного закона управления
через нелинейную функцию. Предложено нелинейные функции
представить в виде линейных с нелинейным угловым коэффици-
ентом для анализа устойчивости замнкутой системы. Такое пред-
ставление позволяет использовать аппарат ЛМН для исследова-
ния устойчивости замкнутых систем. Найдены области устойчи-
вости и области для начальных условий, полученные в резуль-
тате многошаговой процедуры поиска решений с использовани-
ем ЛМН. Показано, что использование предложенных нелиней-
ных законов управления позволяет уменьшить установившуюся
ошибку по сравнению с линейным.
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Abstract: The paper investigates nonlinear control laws obtained from linear one by
two types of coordinate change by using odd functions. The first coordinate change
consists in passing each component of the state vector through a nonlinear function,
the second coordinate change is in passing the entire linear control law through
a nonlinear function. To study such systems, it is proposed to represent nonlinear
functions as linear ones with a nonlinear slope. Such a representation will allow
using the methods of linear matrix inequalities (LMI) to study the stability of the
closed-loop systems. The stability domains and the domains for the initial conditions
are found, obtained as a result of a multi-step solution search procedure using LMI.
It is shown that the use of the proposed nonlinear control laws makes it possible to
reduce the steady-state error compared to the linear one. The simulations illustrate
the theoretical conclusions.
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ИНДИКАТОРЫ РИСКА КАСКАДНЫХ СБОЕВ  

ВЗАИМОСВЯЗАННЫХ СЕТЕВЫХ СТРУКТУР 

Тырсин А. Н.1 

(ФГБУН Научно-инженерный центр «Надежность и ресурс 

больших систем и машин» УрО РАН, Екатеринбург; 

ФГБУН Институт экономики УрО РАН, Екатеринбург) 

Кащеев С. Е.2 

(Южно-Уральский государственный университет,  

Челябинск) 

Поведение реальных систем часто обладает стохастичностью, а связи 

между их элементами можно адекватно описывать как корреляционные. 

В последние годы наблюдаются тенденции увеличения и усложнения совре-

менных сетей при росте их зависимости друг от друга. Мы наблюдаем, как 

несколько сетей объединяются в одну взаимозависимую сетевую структуру. 

Это приводит к возрастанию рисков того, что отказ узлов в одной сети 

может привести к отказу зависимых узлов в других сетях. В результате та-

ких отказов могут возникать катастрофические каскадные сбои в таких 

взаимосвязанных сетевых структурах. С учетом масштабности таких 

структур, часто являющихся критическими инфраструктурами, данная про-

блема становится весьма актуальной. В статье введена скалярная мера вза-

имосвязи между несколькими произвольно распределенными непрерывными 

случайными векторами. Она позволяет оценить тесноту взаимосвязи между 

различными подсистемами (сетями) в сетевых структурах. Применительно 

к гауссовым модельным сетевым структурам проведено исследование влия-

ния тесноты взаимосвязи между подсистемами на риск возникновения кас-

кадных сбоев. В качестве величины риска использовалась вероятность таких 

сбоев. В качестве индикатора риска возникновения каскадных сбоев в сетевой 

структуре предложено использовать коэффициент корреляционной взаимо-

связи между ее подсистемами. А для снижения риска возникновения каскад-

ных сбоев в сетевой структуре следует уменьшать тесноту корреляции 

между наиболее взаимосвязанными элементами подсистем. 

Ключевые слова: сетевая структура, модель, риск, взаимосвязь, кас-

кадный сбой, система. 
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1. Введение 

Структура – это совокупность устойчивых связей между 

элементами системы, обеспечивающих воспроизводимость при 

изменяющихся условиях [6]. Структура и элементы образуют 

систему. В сетевой структуре могут существовать связи между 

всеми элементами, причем возможно также двойное подчинение 

и межуровневое взаимодействие [5]. Также в ней могут быть 

подсистемы (подсети), что тоже должно отражаться как взаимо-

связи на уровне подсистем. 

Можно утверждать о наличии следующих тенденций, ха-

рактеризующих развитие современных сетей. 

Во-первых, наблюдается тенденция увеличения как числа 

элементов, так и подсетей в современных сетях. 

Во-вторых, они становятся все более зависимыми друг от 

друга. Мы наблюдаем, как несколько сетей объединяются в од-

ну взаимозависимую сетевую структуру. Например, современ-

ные инфраструктуры, такие как электростанции, водоснабже-

ние, транспорт, связь, топливо и др. тесно взаимодействуют 

между собой [2, 18, 21]. 

В-третьих, отказ узлов в одной сети может привести к отка-

зу зависимых узлов в других сетях и катастрофическим каскад-

ным сбоям в таких взаимосвязанных сетевых структурах [12]. 

Это делает актуальной проблему безопасного функциони-

рования связанных сетевых структур. Для решения данной про-

блемы нужен математический инструментарий, позволяющий 

формировать эффективные управленческие решения с целью 

обеспечения приемлемого уровня риска таких систем. 

Поведение реальных систем часто обладает стохастично-

стью, а связи между их элементами можно адекватно описывать 

как корреляционные. Модели таких систем обычно акцентиру-

ют внимание на явном количественном описании вероятност-

ных характеристик тех или иных ситуаций в жизненном цикле 

системы [3]. Однако такие модели не позволяют учесть систем-

ные характеристики сетевых структур, что ограничивает воз-

можности их эффективного использования в задачах риск-

анализа. 
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Известен подход к оценке риска на основе логико-

вероятностных моделей [1]. Для относительно простых сетей, 

когда можно априори указать все опасные исходы, при наличии 

статистической информации или экспертных оценок о шансах 

их появления этот подход дает приемлемые результаты. Обычно 

здесь удается накопить достаточную статистику для оценивания 

вероятностей наступления опасных исходов, а форма взаимо-

связи между элементами системы является достаточно простой 

и может быть описана с помощью логико-вероятностных моде-

лей риска. Однако у сложных динамических сетей структуру 

взаимодействия между элементами обычно не удается описать 

с помощью логико-вероятностных моделей – стохастические 

связи между элементами не позволяют их адекватно моделиро-

вать с помощью алгебры логики (AND, OR, NOT), а изменения 

состояния элементов и самой системы носят непрерывный ха-

рактер. 

В ситуациях, когда нет возможности явно связать разные 

факторы риска в виде логико-вероятностной модели, можно ис-

пользовать метод корреляционной адаптометрии. Он основан на 

использовании корреляционных матриц, состоящих из коэффи-

циентов парной линейной корреляции между элементами си-

стемы [16]. Отметим, что в [14] также рассматривается анало-

гичная идея влияния корреляций на риск. Однако следует отме-

тить недостатки этого подхода, существенно ограничивающие 

возможности его использования для риск-анализа взаимосвя-

занных сетей: 

–  парные корреляции не всегда корректно отражают зависи-

мости, так как могут быть многомерные корреляционные связи; 

–  возможны не только линейные корреляционные зависимо-

сти, но и нелинейные; 

–  выбор общей характеристики степени коррелированности 

параметров в виде веса корреляционного графа недостаточно 

формально обоснован, так как эта величина является эмпириче-

ской; 

–  корреляционная матрица недостаточно полно описывает 

случайные векторы: отсутствует информация о важных число-
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вых характеристиках компонент случайного вектора – их сред-

них величинах и дисперсиях. 

В последние годы стали успешно применяться копулы для 

моделирования зависимости в управлении рисками предприя-

тий, в финансах, страховании и экологических исследованиях 

[13, 15]. Моделирование зависимостей с копулами особенно 

эффективно, поскольку многомерные копулы позволяют отде-

лить моделирование маргинальных распределений от модели-

рования структуры зависимостей [17]. Появились публикации, 

в которых копулы используются для инженерных приложе-

ний [20]. В работе [11] рассмотрены вопросы использования 

многомерных копул для моделирования сложных зависимостей 

во взаимозависимых сетях. Однако, как отмечено авторами, по-

иск подходящей структуры копулы не является тривиальной 

задачей и сильно страдает от проклятия размерности. 

Целью статьи является исследование на модельных данных 

влияния многомерных корреляционных связей на риск каскад-

ных сбоев во взаимосвязанных сетевых структурах и поиск воз-

можных индикаторов критического уровня риска. 

2. Корреляционные связи в сетевых структурах 

Для задач анализа риска восстановление многомерных рас-

пределений с зависимыми компонентами не является необходи-

мым условием. Поэтому вместо этого попробуем ограничиться 

использованием корреляционных взаимосвязей между элемен-

тами сетевой структуры.  

Сеть с корреляционными связями между ее элементами 

можно представить как один или несколько (при наличии под-

сетей) случайных векторов с коррелированными компонентами. 

Рассмотрим известные показатели тесноты корреляционной 

связи, которые можно использовать для такой системы. 

Для гауссовых случайных векторов X в [19] предложена 

скалярная мера – коэффициент тесноты совместной линейной 

корреляционной связи, равный 

(1) 
m

md
/1

1)( 


X
RX  , 
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где ),...,( 1

mXXX  – многомерная случайная величина, име-

ющая совместное нормальное распределение и корреляционную 

матрицу 
X

R . 

Для оценки тесноты любой корреляционной связи непре-

рывных случайных величин в [7] предложен коэффициент 

(2) 
mm

k
XXXm kk

Rd

1

2

2
...| )1(1)(

11 







 




X , 

где 
2

2
...|2

...|
11

11

k

kk

kk

X

XXX

XXXR



 


  индекс детерминации в общем слу-

чае нелинейной регрессионной зависимости случайной величи-

ны Xk от случайных величин X1, …, Xk1. При неизвестном виде 

зависимости для определения 2
...| 11 kk XXXR  можно воспользоваться 

методами непараметрического регрессионного анализа [10]. 

В [7] показано, что формула (1) является частным случаем 

(2) для гауссового случайного вектора X. 

Зададим n непрерывных случайных векторов произвольных 

размерностей, у которых нет совпадающих компонент. Обозна-

чим их как 

1

(1) (1) (1)

1( , ..., )mY YY , … , ( ) ( ) ( )

1( , ..., )
n

n n n

mY YY . 

Считаем, что компоненты этих случайных векторов имеют 

дисперсии и могут быть корреляционно взаимно зависимыми. 

Для этого множества случайных векторов введем их объедине-

ние 

(3) 

1 1 1 2

(1) (2)

1 1 1

( )

( )

1 1

1

... 1 ...

( , ..., , , ..., ,...

..., , ..., ).
n n

n

n
j

m m m m

j

m m m m

Y Y Y Y

Y Y


 



    

 

Y Y

Y

Y Y

, 

В [8] введена скалярная мера тесноты взаимосвязи между 

случайными векторами Y(1),  …,  Y(n): 
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(4) 













n

j

j

n

j

j

n

j

j

d

d
D

1

)(

1

)(

1

)(

))(1(

)(1
1)(

Y

Y
Y


 , 

где 







 




m

k
XXX kk

Rd
2

2
...| )1(1)(

11
X , X = (X1, …, Xm). 

Коэффициент )(
1

)(n

j

jD

Y  принимает значения от 0 до 1. 

Если каждый из элементов любой подсистемы функционирует 

независимо от всех элементов остальных подсистем, то 

0)(
1

)( 
nj

jD Y . Если хотя бы один из элементов хотя бы одной 

подсистемы линейно зависит от хотя бы одного из элементов 

хотя бы одной другой подсистемы, то 1)(
1

)( 
nj

jD Y . При 

наличии корреляционных зависимостей между функционирова-

нием элементов разных подсистем 1)(0
1

)( 
n

j

jD Y . 

Аналогично коэффициентам (1) и (2) введем масштабиро-

вание, учитывающее число случайных векторов: 

(5) 

n

n

j

j

n

j

j

n

j

j
n

d

d
D

1

1

)(

1

)(

1

)(

))(1(

)(1
1)(































Y

Y
Y


 . 

Формула (5) позволяет унифицировать количественную ме-

ру тесноты корреляционной взаимосвязи. Рассмотрим ее част-

ные случаи. 

1.  Пусть n = 2. Тогда теснота корреляционной связи между 

случайными векторами X = (X1, …, Xm) и Y = (Y1, …, Yl) равна 

2

1

2
))(1))((1(

))(1(
1)( 
















YX

YX
YX

ee

e

dd

d
D . 

2.  Если все mj = 1, т.е. Y(j) = Yj, j = 1, …, N, то формула (5) 

примет вид 
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(6) )()1(1)(

1

2

2
...|1 11

YN

NN

l
YYY

N

j jN dRYD
jj
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






 


 

 , 

т.е. (6) описывает тесноту корреляционной связи между компо-

нентами случайного вектора. 

3.  Теснота корреляционной связи между непрерывным слу-

чайным вектором X = (X1, …, Xm) и непрерывной случайной ве-

личиной Z согласно (6) равна 

(7) 

.)1(1
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X
 

4.  Если все случайные векторы Y(l) являются гауссовыми, то 

формула (5) примет вид 

(8) 

n

n

j
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j
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j
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D
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Y
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5.  Если все mj = 1, т.е. Y(j) = Yj, j = 1, …, N, то формула (8) 

примет вид 

(9) )(11)(
1

1

1 1

YRR Y N
N

N

Y

N

j jN dYD N
j j
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  , 

т.е. (9) описывает тесноту корреляционной связи между компо-

нентами гауссова случайного вектора. 

6.  Теснота корреляционной связи между гауссовым случай-

ным вектором X и гауссовой случайной величиной Z с учетом 

(7) и того, что 





m

k
XXX kk

R
2

2
...| )1(

11XR , равна 
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3. Оценка риска каскадных сбоев в сетевых 

структурах 

Исследуем на модельных данных влияние коррелированно-

сти между элементами взаимосвязанных сетей на риск каскад-

ных сбоев и определим возможные индикаторы критического 

уровня риска. В качестве структуры будем рассматривать две 

взаимосвязанных сети.  

Ранее была предложена количественная мера корреляцион-

ной взаимосвязи между несколькими подсистемами. Рассмот-

рим на нескольких усложняющихся примерах особенности 

риск-анализа таких систем. На первом этапе исследований для 

снижения трудоемкости в качестве сетевой структуры будем 

рассматривать систему, состоящую из двух взаимосвязанных 

гауссовых подсистем. В этом случае отказ можно интерпрети-

ровать как выход за некоторый диапазон допустимых значений. 

Будем считать, что все элементы сетей функционируют в оди-

наковых условиях риска. Это можно трактовать как постоянство 

дисперсий у всех элементов. Для удобства без потери общности 

будем считать, что математические ожидания всех элементов 

равны нулю. Тогда функция плотности вероятности для сетевой 

структуры с непрерывным гауссовым случайным вектором 

X = (X1, …, Xm) будет равна 

T 1

1
2 2

1 1
( ) exp

2
(2 )

m
p



 
  

 
X Xx x Σ

Σ

, 

где mmXX ji  }{XΣ  – ковариационная матрица, 2
iiXX

. 

Считаем отказом каждого элемента Xi событие Bi – попада-

ние значения вне области допустимых значений (–A, A), A > 0. 

Если элемент Xi  X не зависит от остальных элементов 

вектора X, то вероятность его стабильной работы и отказа рав-

ны соответственно 


A

A Xii dttpAXAPBP
i
)()()( , 



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Xii dttpdttpAAXPBP
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2
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



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









t

X etp . 

В свою очередь для X c коррелированными элементами ве-

роятность отказа любого элемента, например X1, вычисляется по 

формуле 

    
 




















A

A

dpdpBP xxxx XX )(...)(...)( 1 . 

Вероятность одновременного отказа нескольких элементов 

Xk : k  T  {1, …, m}: 





Tk

kk BPmTkBP )(}),...,1{:( . 

Вычисление определенных интегралов будем выполнять 

с помощью разложения подынтегральных функций в ряды [9] 

для m  4 или с помощью метода Монте-Карло [4]. 

3.1. ПРИМЕР 1 

Рассмотрим сетевую структуру в виде двух взаимосвязан-

ных элементов X и Y. Пусть они могут быть представлены стан-

дартными гауссовыми случайными величинами с нулевым ма-

тематическим ожиданием и единичной дисперсией. Введем 

между ними коэффициент корреляции . Схематично покажем 

такую структуру (систему) на рис. 1. 

 

Рис. 1. Сетевая структура, состоящая из двух  

взаимосвязанных элементов X и Y 
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Зададим условия для отказа каждого элемента: 

B = {x : x  (–A; A)} – отказ элемента X, C = {y : y  (–A; A)} – 

отказ элемента Y. 

На рис. 2 приведены зависимости 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэффи-

циента корреляции для разных значений порогового уровня A, 

найденные с помощью численного интегрирования. Из графи-

ков на рис. 2 видим, что с ростом коэффициента корреляции 

наблюдается тенденция увеличения условной вероятности отка-

за P(B/C) относительно вероятности отказа P(B), причем она 

более выражена для больших значений порогового уровня A. 

Это означает, что вероятность P(BC) быстро увеличивается при 

росте тесноты корреляции между элементами X и Y. 

 

Рис. 2. Зависимости 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэффициента  

корреляции для разных значений A 

Рассмотренный пример 1 показал, что рост взаимосвязи 

между подсистемами приводит к значительному росту риска 

каскадного сбоя (в данном случае одновременный отказ X и Y) 

при функционировании сетевых структур. Причем чем выше 
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опасность ситуации (в данном случае величина A), тем больше 

растет риск. Это свидетельствует об актуальности задачи оце-

нивания риска сетевой структуры в условиях наличия корреля-

ционной связи между ее подсистемами. Поэтому рассмотрим 

далее примеры более сложного вида подсистем и наличия кор-

реляционной связи между элементами этих подсистем. 

3.2. ПРИМЕР 2 

Рассмотрим сетевую структуру S в виде двух взаимосвя-

занных подсистем X и Y. Каждая из этих подсистем представля-

ет собой последовательное или параллельное соединение двух 

элементов (X1, X2 для подсистемы X и Y1, Y2 для подсистемы Y). 

Таким образом, отказ каждой из подсистем происходит при от-

казе хотя бы одного из двух ее последовательно соединенных 

элементов. Под взаимосвязью между подсистемами X и Y по-

нимаем корреляционные связи между элементами этих подси-

стем. Пусть элементы X1, X2, Y1, Y2 этих подсистем могут быть 

представлены стандартными гауссовыми случайными величи-

нами с нулевым математическим ожиданием и единичной дис-

персией. Введем между ними коэффициенты парной линейной 

корреляции 
i jX Y . Рассмотрим ситуацию, когда отказы у эле-

ментов в каждой из подсистем возникают независимо друг от 

друга, т.е. 
1 2 1 2

0X X Y Y   . Считаем отказом каждого элемента 

подсистем X и Y попадание значения вне интервала (–A, A), 

A > 0. Пусть для определенности A = 3. Зададим условия для 

отказа каждого элемента: Bi = {xi  (–A; A)} – отказ элемента Xi 

подсистемы X, Ci = {yi  (–A; A)} – отказ элемента Yi подсисте-

мы Y. В данном примере под каскадным сбоем понимаем одно-

временный отказ подсистем X и Y. 

Оценку тесноты корреляционной взаимосвязи между эле-

ментами системы S и подсистемами X и Y выполним по форму-

лам (9) и (8), которые здесь примут вид 

(11) 4

1

4

1

212144 11)()( YXS RRS  YYXXDd , 
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(12) 
2

1

2 1)(



















YX

YX

RR

R
YXD , 

где 

1 1 1 2

2 1 2 2

1 1 2 1

1 2 2 2

1 0

0 1

1 0

0 1

X Y X Y

X Y X Y

X Y X Y

X Y X Y

 

 

 

 

 S X YR R , 1 YRRX . 

Случай 1. Пусть элементы в подсистемах X и Y соединены 

последовательно (рис. 3). 

 

Рис. 3. Сетевая структура, состоящая из двух  

взаимосвязанных подсистем X и Y 

Условия отказа подсистем выглядят так: B = B1  B2 – отказ 

подсистемы X, C = C1  C2 – отказ подсистемы Y, 

B  C = (B1 + B2)(C1 + C2) – одновременный отказ подсистем X 

и Y, это событие будем считать отказом системы S. 

Рассмотрим два различных варианта корреляционных свя-

зей между элементами разных подсистем. 

Вариант 1.  Все коэффициенты корреляции между элемен-

тами подсистем равны между собой: 
1 1 1 2 2 1 2 2X Y X Y X Y X Y      . 
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Вариант 2.  Коррелированно функционируют между собой 

только один элемент подсистемы X и один элемент подсистемы Y. 

Пусть для определенности 
1 1 2 2

0X Y X Y   , 
1 2 2 1

0X Y X Y   . 

На рис. 4, 5 приведены зависимости 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэф-

фициента D2(X  Y) для вариантов 1 и 2.  

Отметим, что для обоих вариантов 
)(

)/(

)(

)/(

CP

BCP

BP

CBP
 . Из 

графиков видим, что условная вероятность отказа любой из 

подсистем при отказе другой подсистемы с увеличением 

D2(X  Y) монотонно растет и увеличивается более чем в 20 и 

150 раз соответственно (при стремлении D2(X  Y) к 1). 

 

Рис. 4. Зависимость 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэффициента D2(X  Y) 

для варианта 1 
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Рис. 5. Зависимость 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэффициента D2(X  Y) 

для варианта 2 

Случай 2. Пусть элементы в подсистемах X и Y соединены 

параллельно (рис. 6). 

 

Рис. 6. Сетевая структура, состоящая из двух  

взаимосвязанных подсистем X и Y 
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Условия отказа подсистем здесь примут вид: B = B1  B2 – 

отказ подсистемы X, C = C1  C2 – отказ подсистемы Y. 

Оценку тесноты корреляционной взаимосвязи между под-

системами X и Y выполним по формуле (12). Рассмотрим два 

различных варианта корреляционных связей между элементами 

разных подсистем. 

Вариант 1.  Все коэффициенты корреляции между элемен-

тами подсистем равны между собой: 
1 1 1 2 2 1 2 2X Y X Y X Y X Y      . 

Вариант 2.  Коррелированно функционируют между собой 

только один элемент подсистемы X и один элемент подсистемы Y. 

Пусть для определенности 
1 1 2 2

0X Y X Y   , 
1 2 2 1

0X Y X Y   . 

На рис. 7, 8 приведены зависимости 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэф-

фициента D2(X  Y) для вариантов 1 и 2. Отметим, что для обо-

их вариантов 
)(

)/(

)(

)/(

CP

BCP

BP

CBP
 .  

 

Рис. 7. Зависимость 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэффициента D2(X  Y) 

для варианта 1 
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Рис. 8. Зависимость 
)(

)/(
log10

BP

CBP
 от коэффициента D2(X  Y) 

для варианта 2 

Из графиков видим, что условная вероятность отказа любой 

из подсистем при отказе другой подсистемы с увеличением 

D2(X  Y) монотонно растет и увеличивается более чем в 18000 

и 80000 раз соответственно (при стремлении D2(X  Y) к 1). 

Рассмотренные примеры 1, 2 показали следующее. Во-

первых, рост тесноты корреляционной взаимосвязи между под-

системами приводит к значительному росту риска при функци-

онировании сетевых структур. На основе полученных результа-

тов можно считать, что в условиях тесной корреляционной вза-

имосвязи между подсистемами в сетевой структуре риск ее от-

каза значительно растет при отказе других систем, входящих 

в эту структуру. 

Во-вторых, риск отказа любой системы зависит от характе-

ристик надежности элементов системы, а также от тесноты кор-

реляционной взаимосвязи между подсистемами сетевой струк-

туры. В случае отсутствия или слабой корреляционной связи 

между элементами подсистем в качестве индикатора риска 

функционирования сетевой структуры может быть использован 

коэффициент тесноты взаимосвязи между этими подсистемами. 
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Выше был рассмотрена ситуация, когда отказы у элементов 

в каждой из подсистем возникают независимо друг от друга. 

Пусть теперь 
1 2 1 2

0X X Y Y   . Для ряда различных значений ко-

эффициентов d4(S), D2(X  Y), d2(X) и d2(Y) определим вероят-

ности P(BC). В таблицах 1, 2 приведены некоторые результаты, 

отражающие имеющуюся закономерность зависимости риска от 

тесноты взаимосвязи между подсистемами X и Y. Были иссле-

дованы ситуации, когда фиксировался один из двух коэффици-

ентов d4(S) или D2(X  Y), а другой изменялся путем варьиро-

вания коэффициентов парной линейной корреляции между эле-

ментами системы S. Видим, что коэффициент D2(X  Y) харак-

теризует величину риска системы и при фиксированных значе-

ниях d4(S) его увеличение приводит к росту риска.  

Отметим, что коэффициент d4(S) не подходит в качестве 

индикатора риска, например: 

–  для случая 1 и варианта 2 при D2(X  Y) = 0,580 имеем: 

1) d4(S) = 0,362 и P(BC) = 0,00091; 2) d4(S) = 0,386 и P(BC) = 0,00056; 

–  для случая 2 и варианта 2 при D2(X  Y) = 0,791 имеем: 

1) d4(S) = 0,546 и P(BC) = 9,410–7; 2) d4(S) = 0,549 и P(BC) = 4,810–7.  

Таблица 1. Случай 1. Вероятности P(BC) в зависимости 

от коэффициентов d4(S) и D2(X  Y) 

Вариант d4(S) D2(X  Y) d2(X) = d2(Y) P(BC) 

1 

0,088 0,044 0,067 0,00009 

0,088 0,134 0,020 0,00019 

0,203 0,110 0,155 0,00026 

0,203 0,339 0,020 0,00049 

0,242 0,134 0,185 0,00035 

0,263 0,128 0,211 0,00035 

0,263 0,435 0,020 0,00062 

2 

0,157 0,154 0,083 0,00011 

0,157 0,219 0,046 0,00020 

0,362 0,580 0,016 0,00091 

0,386 0,580 0,052 0,00056 

0,386 0,607 0,020 0,00090 

0,546 0,783 0,024 0,00117 

0,546 0,791 0,005 0,00189 
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Таблица 2. Случай 2. Вероятности P(BC) в зависимости 

от коэффициентов d4(S) и D2(X  Y) 

Вариант d4(S) D2(X  Y) d2(X) = d2(Y) P(BC) 

1 

0,203 0,110 0,155 1,1E-07 

0,203 0,339 0,020 4,3E-07 

0,251 0,435 0,004 3,4E-07 

0,263 0,128 0,211 2,1E-07 

0,263 0,435 0,020 8,3E-07 

0,352 0,149 0,297 2,8E-07 

0,352 0,576 0,005 9,6E-07 

2 

0,489 0,721 0,034 1,1E-07 

0,489 0,728 0,020 1,9E-07 

0,546 0,783 0,024 3,4E-07 

0,546 0,791 0,005 9,4E-07 

0,549 0,791 0,014 4,8E-07 

0,701 0,909 0,010 9,8E-07 

0,701 0,911 0,0002 2,5E-06 

 

Также можно говорить о том, что коэффициенты d2(X) и 

d2(Y) влияют на риск системы S разнонаправленно. 

3.3. ПРИМЕР 3.  

Рассмотрим сетевую структуру S в виде двух взаимосвя-

занных гауссовых подсистем X и Y, каждая из которых состоит 

из четырех элементов, являющихся стандартными гауссовыми 

случайными величинами. Корреляционная матрица приведена 

в таблице 3. 

Таблица 3. Корреляционная матрица сетевой структуры 

из двух подсистем  

 X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 Y3 Y4 

X1 1 0,7 0,6 0,4 0,8 0,75 0,2 0,2 

X2 0,7 1 0,1 0,5 0,7 0,8 0,2 0,4 

X3 0,6 0,1 1 0,3 0,5 0,5 0,1 0,1 

X4 0,4 0,5 0,3 1 0,4 0,3 0,2 0,2 

Y1 0,8 0,7 0,5 0,4 1 0,6 0,2 0,4 

Y2 0,75 0,8 0,5 0,3 0,6 1 0,1 0,25 

Y3 0,2 0,2 0,1 0,2 0,2 0,1 1 0,4 

Y4 0,2 0,4 0,1 0,2 0,4 0,25 0,4 1 
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Определим, насколько уменьшатся коэффициенты корре-

ляционной взаимосвязи d8(S) и D2(X  Y) в результате удаления 

одного из элементов. Результаты приведены в таблице 4.  

Таблица 4. Уменьшение коэффициентов корреляционной  

взаимосвязи D4(X  Y) и d8(S) в результате удаления  

из системы одного из элементов 

Удаляемый элемент 
Уменьшение коэффициента взаимосвязи 

d8(S) D2(X  Y) 

X1 0,064 0,023 

X2 0,245 0,348 

X3 0,158 0,220 

X4 0,054 0,101 

Y1 0,091 0,148 

Y2 0,184 0,383 

Y3 –0,036 0,004 

Y4 –0,015 0,019 

 

Видим, что наибольшее уменьшение корреляционной взаи-

мосвязи в обоих случаях будет при удалении из системы эле-

ментов X2 и Y2. 

Далее для всех 28 случаев были определены изменения 

(уменьшения) коэффициентов корреляционной взаимосвязи 

D4(X  Y) и d8(S) при уменьшении одного из парных коэффи-

циентов корреляции между элементами системы на одну и ту же 

величину, равную, например, 0,03. Результаты для наибольших 

изменений приведены в таблице 5. 

Таблица 5. Уменьшение величин D4(X  Y), d8(S) и P(D)  

и вероятности отказа системы при уменьшении одного  

из парных коэффициентов корреляции на 0,03 
Уменьше-

ние показа-

теля 

Уменьшаемый коэффициент корреляции 

2 2X Y  
3 2X Y  

2 1X Y  
2 4X X  

3 1X Y  
3 4X X  

d8(S) 0,071 0,050 0,039 0,036 0,027 0,024 

D2(XY) 0,095 0,062 0,046 0,039 0,031 0,025 

P(D) 4,6% 2,4% 2,1% 1,1% 0,7% 1,0% 
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Продолжим рассмотрение этих 28 случаев. Считаем отка-

зом каждого элемента попадание значения вне интервала  

(–A, A), A = 2,5. В качестве отказа сетевой структуры (каскадно-

го сбоя) будем считать ситуации, когда одновременно отказали 

хотя бы 3 элемента одной подсистемы и хотя бы два элемента 

другой подсистемы. Данная ситуация достаточно адекватно мо-

делирует наступление каскадного сбоя. Вероятность отказа для 

системы S P(D) = 0,000545. Оценим для всех 28 случаев, 

насколько она изменится при уменьшении одного из парных 

коэффициентов корреляции на 0,03. Результаты приведены 

в последней строке таблицы 4. 

Таким образом, установили, что на риск отказа сетевой 

структуры в виде каскадного сбоя в первую очередь влияет вы-

сокая корреляция между элементами X2 и Y2. Например, умень-

шение коэффициента корреляции 
2 2,X Y  до 0,25 позволит сни-

зить вероятность каскадного сбоя в системе S на 63,3%, 

или в 2,72 раза. Отметим, что одновременно у критических эле-

ментов присутствует возможность снижения коэффициента 

парной корреляции между ними (определитель корреляционной 

матрицы остается положительным).  

Следовательно, можно сформулировать следующую гипо-

тезу: В качестве индикатора риска возникновения каскадных 

сбоев в сетевой структуре может быть использован коэффи-

циент корреляционной взаимосвязи между ее подсистемами. 

Для снижения риска возникновения каскадных сбоев в сетевой 

структуре следует уменьшать тесноту корреляции между 

наиболее взаимосвязанными элементами подсистем. 

4. Заключение 

Введена скалярная мера взаимосвязи между несколькими 

произвольно распределенными непрерывными случайными век-

торами, позволяющая оценить тесноту взаимосвязи между раз-

личными подсистемами в сетевых структурах. Для введенной 

скалярной меры взаимосвязи получен ряд частных результатов. 

Предложенный коэффициент может использоваться для иссле-
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дования сетевых структур, состоящих из множества подсистем. 

В частности, он может применяться в качестве индикатора кри-

тического уровня риска каскадных сбоев во взаимозависимых 

сетях. Показано, что для снижения риска возникновения кас-

кадных сбоев следует уменьшать тесноту корреляции между 

наиболее взаимосвязанными элементами подсистем. 
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Abstract: The behavior of real systems is often stochastic, and the connections be-

tween their elements can be adequately described as correlations. In recent years, 

there have been trends of increasing and complicating modern networks with the 

growth of their dependence on each other. We observe how several networks are 

combined into one interdependent network structure. This leads to an increase in 

the risks that the failure of nodes in one network may lead to the failure of depend-

ent nodes in other networks. As a result of such failures, catastrophic cascade fail-

ures can occur in such interconnected network structures. Given the scale of such 

structures, which are often critical infrastructures, this problem becomes very rele-

vant. The article introduces a scalar measure of the relationship between several 

arbitrarily distributed continuous random vectors. It allows you to assess the close-

ness of the relationship between different subsystems (networks) in network struc-

tures. Applied to Gaussian model network structures, the influence of the closeness 

of the relationship between subsystems on the risk of cascading failures has been 

studied. The probability of such failures was used as the risk value. As an indicator 

of the risk of cascading failures in the network structure, it is proposed to use the 

coefficient of correlation between its subsystems. And to reduce the risk of cascad-

ing failures in the network structure, it is necessary to reduce the tightness of corre-

lation between the most interconnected elements of subsystems. 

Keywords: network structure, model, risk, interconnection, cascading fail-

ure, system. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ОСТАТОЧНОГО  
РЕСУРСА ОБОРУДОВАНИЯ В УСЛОВИЯХ  

МАЛОЙ ВЫБОРКИ ДАННЫХ 

Задиран К. С.1, Щербаков М. В.2, Сай Ван Квонг3 

(Волгоградский государственный технический  

университет, Волгоград)  

Предлагается метод прогнозирования остаточного ресурса оборудования, 

использующий глубокое обучение и применимый в случаях с малым количе-

ством информации об отказах в данных, где существующие классические 

методы могут не давать требуемой точности. Процесс поддержания обору-

дования в рабочем состоянии – один из наиболее важных процессов в эксплу-

атации оборудования. При этом процесс технического обслуживания зача-

стую страдает от недостаточной эффективности. Поэтому были разрабо-

таны методы прогнозирования, на основе которых была построена концеп-

ция проактивного управления процессом техобслуживания, позволяющая оп-

тимизировать структуру и затраты управления оборудованием на протя-

жении жизненного цикла. Однако данные методы могут показывать недо-

статочную точность, если для их обучения недостаточно данных, например, 

в связи с редкостью возникновения отказов в оборудовании. Для решения этой 

проблемы предлагается новый метод прогнозирования, в основе которого 

лежит алгоритм, основанный на глубоком обучении и который может улуч-

шить точность прогнозирования. В данном методе произведена замена не-

прерывного прогнозирования остаточного ресурса оборудования на всем ин-

тервале на систему генерации сигналов, содержащих рассчитанный прогноз.  

Ключевые слова: машинное обучение, остаточный ресурс, проактив-

ное техническое обслуживание. 

1. Введение 

В настоящее время в связи с увеличением сложности, раз-

нообразия и количества промышленного оборудования повыша-

ется важность проблемы управления данным оборудованием и 

его жизненным циклом [2]. В течение жизненного цикла обору-

дования производится техническое обслуживание, эффектив-

ность которого в значительной степени зависит от модели 
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управления данным процессом [2]. Развитие технологий проак-

тивной поддержки принятия решений позволяет перейти 

к управлению техническим обслуживанием на основе остаточ-

ного ресурса [5]. Данные технологии имеют потенциал быть бо-

лее эффективными в планировании графика технического 

осмотра и обслуживания оборудования, чем установленные 

производителем процедуры и рекомендованные интервалы, ко-

торые могут не учитывать конкретные условия эксплуатации и 

нагрузку оборудования [1, 3].  

Остаточный ресурс оборудования – величина суммарной 

наработки оборудования от текущего момента до его отказа. 

Под отказом понимается предельное состояние оборудования, 

при котором невозможно проводить дальнейшую эксплуатацию 

без причинения ущерба оборудованию или необходимости вос-

становления работоспособного состояния оборудования [3].  

Активно развиваются аналитические методы машинного 

обучения и анализа данных для прогнозирования остаточного 

ресурса оборудования [4]. Эти методы основаны на прогнозиро-

вании временных рядов и требуют для функционирования дан-

ные показателей оборудования, записанные во времени. Широ-

кая доступность таких данных в настоящее время обеспечивает-

ся развитием и удешевлением технической базы технологий Ин-

тернета вещей – сенсоров для считывания данных, технологий и 

оборудования для передачи и хранения этих данных.  

Прогнозирование отказов оборудования сводится к прогно-

зированию остаточного ресурса оборудования, или RUL – Re-

maining Useful Life, – подхода, совместимого с применением 

методов и алгоритмов машинного обучения. Значение парамет-

ра RUL определяется как временной интервал, обозначающий 

остаточный ресурс компонента или системы промышленного 

оборудования [8, 21]. Если принять t0 за момент времени воз-

никновения отказа, а tc – за текущий момент времени, то RUL 

для момента tc можно записать в виде 

(1) ct ttRUL
c

 0 . 

Данная зависимость проиллюстрирована на рис. 1. 
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Рис. 1. Зависимость между моментом отказа  

и остаточным ресурсом 

Все методы прогнозирования остаточного ресурса можно 

разделить на методы, основанные на моделях, и методы, осно-

ванные на данных [17]. Методы, основанные на моделях, осно-

вываются на применении экспертных знаний для физико-

математического моделирования поведения оборудования. Од-

нако недостатком этих методов является сложность построения 

достоверной модели для сложных или изменяющихся условий 

эксплуатации, а также при недостатке экспертизы в целевом 

направлении [13, 15]. 

Методы, основанные, на данных, позволяют уйти от этих 

недостатков, так как с позиции применения этих методов пред-

ставление процесса эксплуатации оборудования сводится к вре-

менным рядам управляющих параметров и данных о состоянии 

оборудования [12, 24], а построение прогноза выполняется 

с применением методов машинного обучения. 

Основанные на данных методы, в свою очередь, делятся на 

классические и методы глубокого обучения [19]. К классиче-

ским методам относятся, например, метод опорных векторов 

(SVM), случайный лес (RF), метод k-ближайших соседей (KNN) 

[4]. Данные методы требуют меньшего привлечения экспертных 

знаний для построения моделей, чем методы, основанные на 

моделях, однако могут зависеть от них в определении значащих 
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управляющих параметров и параметров эксплуатации оборудо-

вания для обучения моделей.  

Полностью уйти от зависимости от экспертных знаний поз-

воляют методы глубокого обучения. Данные методы получили 

широкое развитие в последнее время. В работах [16, 18, 22, 23] 

рассматриваются методы, основанные на алгоритмах сетей дол-

гой краткосрочной памяти (LSTM), рекуррентных нейронных 

сетей (RNN), конволюционных нейронных сетей (CNN), SVM, 

Random Forest, XGBoost, а также их комбинациях. Данные ме-

тоды показывают большую точность прогнозирования, чем 

классические, ориентированные на данные методы [7, 9]. 

Однако для точного прогнозирования RUL методами, ис-

пользующими алгоритмы глубокого обучения, необходим 

большой объем данных, что соответствует большому количе-

ству отказов. В случае малого количества отказов данных может 

быть недостаточно и, следовательно, точность метода может 

снижаться. В таблице 1 приведен пример сравнения результатов 

нескольких методов прогнозирования RUL для данных NASA 

Turbofan Degradation Dataset[4]  для случаев, когда доступно 100 

и 50 отказов для обучения модели, оцененных с использованием 

RMSE[20].  

Таблица 1. Точность в зависимости от доступности данных 

Метод 100 отказов 50 отказов 

Random Forest 24,17 28,24 

RNN 23,78 37,86 

CNN 19,04 25,13 

SVM 22,69 29,51 

 

При этом результаты прогнозирования могут содержать 

в себе полезную информацию, которую можно потенциально из 

них извлечь. В этой статье предлагается метод прогнозирования 

RUL, в котором учтен приведенный сценарий использования 

данных с ограниченным количеством отказов.   
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2. Метод 

Чтобы повысить точность, предлагается прогнозировать 

RUL не непрерывно для каждого интервала во временном ряду, 

а в отдельные моменты времени, когда остаточный ресурс обо-

рудования можно определить с наибольшей точностью. В дан-

ном подходе производится анализ прогноза, формируемого 

непрерывно для каждого из измерений, по результатам которого 

производится генерация сигналов со значением RUL, если вход-

ные данные будут соответствовать параметрам, определенным 

на стадии обучения модели.  

Данное решение позволит исключить из результатов про-

гнозирования отдельные элементы, для которых невозможно 

определить результат с достаточной точностью, тем самым по-

высив точность прогноза в целом. Схема предлагаемого метода 

приведена на рис. 2. 

Входными данными являются временные ряды, содержа-

щие данные с датчиков оборудования. Данные группируются по 

отказам. Для каждого отказа оборудования формируется от-

дельный временной ряд, в котором последнее измерение совпа-

дает по времени с моментом фиксации отказа. 

Выходными данными работы метода являются сигналы, для 

которых ТСИГН + t = ТОТК, где ТСИГН – время возникновения 

сигнала, ТОТК – спрогнозированный момент наступления отказа 

оборудования, t – интервал времени, между возникновением 

сигнала и наступлением отказа оборудования, определенный на 

стадии обучения модели, построенной с использованием пред-

лагаемого метода. 

Предлагаемый метод включает два режима работы: режим 

«Оффлайн» и режим «Онлайн», подразумевающий работу в ре-

жиме реального времени. В первом режиме производится под-

готовка исторических данных, модели прогнозирования и пра-

вил для генерации сигналов. Во втором режиме на вход подают-

ся данные с оборудования в реальном времени, производится их 

обработка и вычисление прогноза RUL и на основании прогноза 

при совпадении с одним из правил производится генерация сиг-

нала.  
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Рис. 2. Схема предлагаемого метода 
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Предлагаемый метод имеет два гиперпараметра, влияющих 

на процесс обучения: M – количество записей перед точкой 

наступления отказа Tотк, которые используются в процессе обу-

чения модели, образуя диапазон (Tотк – M; Tотк]; w – количество 

записей перед точкой t  (Tотк – M; Tотк], из которых формиру-

ются входные данные.   

Алгоритм режима «Оффлайн» состоит из двух крупных ша-

гов, которые подразделяются на более мелкие операции. На 

первом шаге производится расчет FRUL – спрогнозированного 

значения RUL для входных данных.  

Для обучающей выборки определяется RUL по формуле 

(2) откi iRUL T T  , 

где RULi – RUL для момента времени Ti. После определения 

RUL производится отсеивание измерений, не входящих в интер-

вал (Tотк – M; Tотк].  

Далее факторы входных данных преобразуются методом 

экспоненциального сглаживания. 

Затем производится нормализация данных  

(3) .i min
norm

max min

x x
x

x x





 

Далее производится построение выборки, используемой для 

обучения искусственной нейронной сети CNN. Для этого при-

меняется метод скользящего окна, при котором для выходного 

параметра RULi входные параметры определяются как матрица 

Ai вида 

(4) 

(   ;1) ( ;1)

( ;1) ( ; )

x x

| \ | ,

x

i w i

i

i w i n

A

x











 

где w – количество измерений до момента времени ti, n – коли-

чество факторов во входных данных. 

Далее производится построение и обучение искусственной 

нейронной сети CNN. Обученная нейронная сеть используется 

для прогнозирования FRUL – прогнозного значения RUL. 

На втором шаге производится построение модели (или 

набора правил) для генерации сигналов.  
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Для спрогнозированного FRUL вычисляется ряд изменений 

значения:  

(5) 1 .RUL RUL RUL

i i iF F F     

Далее, с использованием метода IQR [14] производится вы-

явление аномальных значений в ряду FRUL. В рамках разрабо-

танного метода эти аномальные значения могут быть соотнесе-

ны с конкретным значением RUL.  

Чтобы соотнести эти аномальные значения с RUL, произво-

дится их классификация с использованием алгоритма Random 

Forest [10]. Классификация производится в два этапа. На первом 

в режиме обучения без учителя строится матрица расстояний 

для аномальных значений. На втором этапе на основании этой 

матрицы производится распределение значений на классы. 

Для каждого класса вычисляется две характеристики: диа-

пазон изменения значений, соответствующих этому классу, и 

RUL, вычисляемый как среднее значение RUL для всех элемен-

тов класса. Так как диапазоны изменения значений классов мо-

гут пересекаться, принадлежность точки к классу в режиме те-

стирования/использования обученной модели производится 

в порядке уменьшения значения RUL для класса, и если для ка-

кого-то класса получено совпадение, то новая точка классифи-

цируется как элемент данного класса и дальнейшая проверка на 

принадлежность не производится. 

По завершении процесса обучения становится доступен пе-

реход к работе в режиме «Онлайн». В данном режиме использу-

ется модель прогнозирования RUL на основе нейронной сети 

CNN, подготовленная в режиме «Оффлайн».  

Данные о состоянии оборудования поступают  и обрабаты-

ваются в реальном времени. Для этого выполняется их предоб-

работка, состоящая из аналогичных предыдущему режиму ша-

гов. Обработанные данные подаются на вход модели прогнози-

рования, которая строит прогноз RUL. Вычисляется разница 

между текущим и предыдущим значением RUL.  

Для полученной разницы производится поиск подходящего 

правила для генерации сигнала по попаданию в диапазон значе-

ний изменения RUL. Если правило найдено, генерируется сиг-
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нал, содержащий значение остаточного ресурса оборудования 

для данного правила. 

3. Реализация  

Алгоритм прогнозирования был реализован с использова-

нием языка программирования R, среды разработки R-Studio.  

При реализации использовались следующие пакеты R: 

1) keras – для построения и обучения искусственной нейронной 

сети CNN [10];  2) readr, dplyr – для работы с данными [6]; 

3) forecast – для выявления аномалий во временном ряду [11]; 

4) randomForest, cluster – для кластеризации [10]. 

4. Результаты  

Для оценки точности предложенного метода использова-

лись данные с эксплуатации турбинных электрогенерирующих 

установок. Эти данные содержат 9 факторов, соответствующих 

наиболее важным показателям состояния оборудования. Записи 

во временных рядах произведены с интервалом в 1 минуту.  

Всего в данных насчитывается 5 отказов, что делает их подхо-

дящими для проверки эффективности предложенного метода. 

Формирование выборки для каждого из отказов производи-

лось следующим образом: взято M измерений перед отказом 

в момент Tотк, составляющих интервал (Tотк – M; Tотк].
 
Для каж-

дой точки i  (Tотк – M; Tотк] был рассчитан RUL по формуле (2) 

в качестве выходных значений. В качестве входных значений 

для каждой точки i был сформирован по формуле (4) двумерный 

массив данных размерностью w  9. В результате был подготов-

лен набор, содержащий 5M (по количеству отказов в выборке) 

или 750 образцов исторических данных. 

Для сравнения были взяты примеры классических алгорит-

мов и алгоритмов глубокого обучения, которые были определе-

ны как наиболее точные [4, 16, 23] для прогнозирования оста-

точного ресурса оборудования.  

В результате экспериментов были определены параметры, 

при которых алгоритмы дают наибольшую точность. Параметры 
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M = 150, w = 25, задающие размерность и форму входных дан-

ных, а также структура нейронной сети, приведены на рис. 3. 

 
Рис. 3. Структура нейронной сети CNN 

Для оценки эффективности работы методов использовалась 

метрика RMSE[20]. Для расчета среднеквадратичной ошибки 

используется следующая формула  

(6) 

2

1
( )

n

t tt
y y

RMSE
n







, 

где n – размер выборки, 
ty  – спрогнозированное значение,  

yt – реальное значение, полученное в результате наблюдений. 

Метод считается тем точнее, чем меньше для результата прогно-

зирования модели ошибка RMSE. 

Для тестирования использовалась техника кросс-валидации, 

с разделением данных в соотношении 3/1/1 для обучающей, те-

стовой и верификационной выборки. Полученные результаты 

были усреднены. Результаты тестирования приведены 

в таблице 2.  
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Таблица 2. Результаты тестирования 

Метод Значение RMSE 

Random Forest 30,54 

KNN 44,91 

SVM 39,85 

LSTM 33,74 

RNN 36,02 

CNN 28,67 

Предлагаемый метод 23,79 

 

На рис. 4 представлен пример прогноза остаточного ресурса 

оборудования, построенного с использованием предложенного 

метода. Пропуски в данных означают, что для данной точки не 

удалось спрогнозировать RUL с достаточной точностью. 

 
Рис. 4. Пример прогноза, построенного с использованием  

предложенного метода 

5. Заключение  

В данной работе предложен и рассмотрен новый метод про-

гнозирования остаточного ресурса оборудования. Данный метод 
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предложен для ситуаций с небольшим количеством отказов, где 

нет возможности построить точную модель существующими 

способами. Для решения этой проблемы предложено заменить 

выходные данные алгоритма прогнозирования сигнальной си-

стемой, при которой в зависимости от результатов анализа 

входных данных и при срабатывании проверок будет выдавать-

ся  один из предопределенных сигналов с оцениваемым оста-

точным ресурсом. Данные изменения позволяют в отдельных 

сценариях повысить точность прогнозирования остаточного ре-

сурса оборудования.  
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Abstract: In the article a method for forecasting the residual life of equipment using 

deep learning is proposed. The method is applicable in cases with a small amount of 

information about data failures, where existing classical methods may not provide 

the required accuracy. The process of maintaining the equipment in working condi-

tion is one of the most important processes in the operation of the equipment. At the 

same time, the maintenance process often suffers from inefficiency. Therefore, fore-

casting methods were developed, on the basis of which the concept of proactive 

maintenance process management was built, which allows optimizing the structure 

and costs of equipment management throughout the life cycle. However, these meth-

ods may show insufficient accuracy if there is not enough data to train them, for 

example, due to the rarity of equipment failures. To solve this problem, a new pre-

diction method based on deep learning is proposed that can improve the prediction 

accuracy. In this method, the continuous prediction of the remaining service life 

over the entire interval is replaced by a model for generating signals containing the 

calculated prediction. 

Keywords: machine learning, remaining useful life, proactive maintenance. 
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