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Введение

Инвестиционно-строительный проект (ИСП) – это проект,
предусматривающий реализацию полного цикла инвестиций в
строительство объекта [3, с.143]. Деятельность по реализации
ИСП принято называть девелопментом (более точно, девелоп-
ментом недвижимости – real estate development). Субъектом де-
велоперской деятельности (реализации ИСП) выступает девело-
перская компания (девелопер). Главной целью девелоперской дея-
тельности является удовлетворение общественных потребностей
в объектах недвижимости. Достижение этой цели позволяет деве-
лоперской компании получать доход, обеспечивающий прибыль

1 Текст приводится в соответствии с изданием «Математическая
теория игр и ее приложения. – 2009. – Т. 1. №2».

2 Геннадий Анатольевич Угольницкий, доктор физико-
математических наук, профессор, (ougoln@mail.ru).
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акционеров и инвесторов, а также оплату труда сотрудников ком-
пании.

Объекты недвижимости подразделяются по типам и клас-
сам. К основным типам объектов недвижимости относятся:
городское и загородное жилье, офисные помещения, торгово-
развлекательные комплексы, складские помещения, здания и
сооружения производственного назначения. Среди основных
классов объектов недвижимости выделяют: премиум-класс (A),
бизнес-класс (B), эконом-класс (C), социальный класс (послед-
ний относится преимущественно к жилью). Возможны и проме-
жуточные варианты вида B+, B− и т.п. Существуют профессио-
нальные классификаторы признаков, позволяющие
утверждать принадлежность объектов недвижимости к тому или
иному классу. Класс объекта определяет затраты на его строи-
тельство и диапазон значений цен продажи или аренды.

Можно считать, что каждый ИСП включает объекты одного
и только одного типа и класса (например, городской жилой ком-
плекс бизнес-класса или офисный центр премиум-класса). Тогда
каждый ИСП можно охарактеризовать одним условным индек-
сом, обозначающим определенное сочетание типа и класса недви-
жимости.

Разумеется, что в реальности на любой территории действу-
ют несколько девелоперских компаний. Взаимодействие между
ними можно рассматривать как с точки зрения конкуренции (уча-
стие в конкурсах, предложение однородного продукта), так и с
точки зрения кооперации (объединение ресурсов, слияния и по-
глощения компаний).

Кроме взаимодействия равноправных девелоперских компа-
ний «по горизонтали», большую важность представляют связан-
ные с девелопментом «вертикальные», иерархические отноше-
ния. К этой группе можно отнести отношения между девелопера-
ми и банками (инвесторами), между девелоперами и поставщика-
ми услуг (консалтинговыми, проектными, строительными, обслу-
живающими и иными организациями), а также между девелопе-
рами и органами государственного управления на данной терри-
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тории. Особый интерес представляет задача управления устойчи-
вым развитием инвестиционно-строительного комплекса региона.

Для изучения качественных и количественных характеристик
девелопмента и решения задач управления девелоперской дея-
тельностью целесообразно использовать математические модели.

1. Система математических моделей девелоперской
деятельности

Существует обширная литература, посвященная управле-
нию проектами, в том числе математическим методам и мо-
делям в этой области. Основное место здесь занимают моде-
ли календарно-сетевого планирования [1], организационные ме-
ханизмы управления проектами [7], информационные системы
управления проектами [2]. Большой интерес для управления ИСП
представляют методика освоенного объема [4] и методы управ-
ления портфелями проектов [5]. В работе [17] для описания ди-
намики инвестиций в недвижимость используется имитационная
модель конечного автомата. В статье [15] исследуется применение
теории реальных опционов к девелопменту.

В настоящей работе описывается система оптимизацион-
ных и теоретико-игровых моделей девелоперской деятельности,
структура которой показана на рис. 1. Базисную роль в пред-
лагаемой системе играют агрегированные модели отдельной де-
велоперской компании. Во-первых, это статические оптимизаци-
онные модели, направленные на определение оптимальных цен
на недвижимость с учетом ограничений на платежеспособный
спрос и необходимости возврата кредитов. Объемы строитель-
ства считаются заданными концепцией ИСП, девелоперская ком-
пания назначает цены на свою продукцию (объекты недвижимо-
сти). Во-вторых, это динамические модели поиска оптимального
соотношения между продажей и арендой при планировании ИСП
в сфере коммерческой недвижимости.

Естественное обобщение базисной модели девелоперской
компании возможно в двух направлениях: «по горизонтали» и «по
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Модели иерархических отношений
в девелопменте (иерархические игры)

Агрегированные модели
девелоперской компании

(задачи оптимизации)

Модели бескоалиционного
взаимодействия

равноправных девелоперов
(игры в нормальной форме)

Модели кооперативного
взаимодействия

равноправных девелоперов
(кооперативные игры)

Рис. 1. Иерархическая система математических моделей
девелоперской деятельности

вертикали». Во-первых, можно рассматривать взаимодействие де-
велоперских компаний как равноправных хозяйствующих субъек-
тов. В свою очередь, здесь возможны два варианта моделирова-
ния. Если рассматривать конкурентные отношения девелоперов
без образования коалиций, то возникают теоретико-игровые мо-
дели нескольких лиц в нормальной форме. Если же допускается
кооперация, то приходим к кооперативным играм (играм в форме
характеристической функции). Во-вторых, девелоперские компа-
нии вступают в экономические отношения с организациями дру-
гих типов. Эти отношения обычно имеют иерархическую приро-
ду, причем девелоперская компания может выступать как в роли
Ведущего (например, в отношениях со своими поставщиками),
так и в роли Ведомого (в отношениях с инвесторами, кредитны-
ми организациями, органами государственного управления). Со-
ответственно, возникают иерархические теоретико-игровые мо-
дели.
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2. Агрегированные оптимизационные модели
девелоперской компании

Статическая модель нахождения оптимальной цены про-
даж при ограничениях на неудовлетворенный платежеспособный
спрос имеет вид

(1) u =
N∑

j=1

[αj(pj)pj − cj ]Sj − C → max

(2)
N∑

j=1

αj(pj)Sj = Smax, 0 6 pj 6 pmax
j , j = 1, . . . , N ,

где j – индекс ИСП (сочетание типа и класса недвижимости); N
– количество ИСП, реализуемых компанией в текущем году; u –
годовая прибыль компании (руб.); Sj – годовой объем строитель-
ства по j-му ИСП (м2); cj – себестоимость строительства по j-му
ИСП (руб.); pj – цена продажи 1 м2 недвижимости по j-му ИСП
(руб.); αj(pj) – доля проданных м2 от общей величины Sj ; –
не зависящие от объемов строительства затраты компании (руб.);
Smax – максимальный платежеспособный спрос целевой потреби-
тельской группы компании (м2); pmax

j – максимально возможная

цена 1 м2 по j-му ИСП (руб.).
Для дальнейшего анализа учтем следующие соображения:
– не зависящие от p переменные можно не включать в целе-

вую функцию;
– платежеспособный спрос удобно характеризовать парамет-

ром β = Smax/Sj , 0 6 β 6 1;
– без ограничения общности можно опустить индекс j . Тогда

получим

(3) u = α(p)p → max

(4) α(p) 6 β, 0 6 β 6 1, 0 6 p 6 pmax ,

где все переменные относятся к некоторому отдельному ИСП.
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Модели (1)-(2) или (3)-(4) являются статическими, т. е. опи-
сывают деятельность девелоперской компании в течение одного
года. Ключевую роль в модели (3)-(4) играет функция α(p), опи-
сывающая зависимость доли продаж от цены на недвижимость.
Параметризация функции α(p) основана на следующих предпо-
ложениях, не ограничивающих общность:

– α(p) – убывающая функция цены, 0 6 α(p) 6 1;
– α(0) = 1, α(pmax) = 0. Простейшей функцией, удовлетво-

ряющей этим предположениям, является линейная функция

(5) α(p) = 1− p/pmax ;
Решая задачу (3)-(4), находим:

(6) p∗ =
{

pmax(1− β), 0 6 β < 1/2 ,
pmax/2, 1/2 6 β 6 1 ,

при этом

u(p∗) =
{

β(1− β)pmax, 0 6 β < 1/2 ,
pmax/4, 1/2 6 β 6 1 ,

Таким образом, с уменьшением β от 1/2 до 0 оптимальную
цену p∗ приходится увеличивать от pmax/2 до pmax, но при этом
все равно прибыль u(p∗) снижается от pmax/4 до 0.

Динамическая модель поиска оптимального соотношения
между продажей и арендой при реализации ИСП в сфере ком-
мерческой недвижимости имеет вид

U = K1(s, c)
T∑

t=1

αtβt + K2(r, z)
T∑

t=1

(T − t + 1)(1− αt)βt → max

T∑
t=1

βt 6 1, βt > 0, 0 6 αt 6 1.
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Здесь U – общая прибыль компании (руб. на 1 м2); T – период
реализации (мес.); s – цена продажи 1 м2 (руб.); c – себестоимость
строительства 1 м2 (руб.); r - цена аренды 1 м2 в месяц (руб.); z
– затраты на содержание 1 м2 в месяц (руб.); K1(s, c) – прибыль
компании от продажи 1 м2 с учетом налогов (руб.); K2(r, z) –
месячная прибыль компании от аренды 1 м2 с учетом налогов
(руб.); βt – доля площади, реализованной в месяц t (задана по
сценарию); αt – доля площади, реализованной в месяц t в виде
продаж.

Поскольку целевая функция модели линейна по управляемой
переменной αt, то оптимальное решение имеет вид

α∗ =

 1, K1(s, c)
T∑

t=1
βt + K2(r, z)

T∑
t=1

(T − t + 1)βt ,

0, иначе ,

Например, при условии реализации всех площадей в течение
первого месяца условие большей выгодности аренды по сравне-
нию с продажей имеет вид K1(s, c) < TK2(r, z), а при равно-
мерной реализации в течение всего периода – уже K1(s, c) <
0.5(T + 1)K2(r, z).

3. Модели бескоалиционного взаимодействия
девелоперских компаний

Пусть на данной территории (город, субъект РФ, федераль-
ный округ) действуют n девелоперских компаний, обозначаемых
индексом i = 1, . . . , n. Тогда конкурентное взаимодействие этих
компаний описывается игрой n лиц в нормальной форме [6]

(7) G =
〈
{1, . . . , n}, {X1, . . . , Xn}, {u1, . . . , un}

〉
,

где функции выигрыша игроков ui задаются формулой (1), а мно-
жества допустимых стратегий Xi – ограничениями типа (2). При
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исследовании теоретико-игровой модели (7) были изучены сле-
дующие предположения:

1) αi = αi(pi), 0 6 pi 6 pmax
i , i = 1, . . . , n,

где pmax
i – максимально допустимая цена на недвижимость, уста-

навливаемая i-й компанией независимо от остальных из сообра-
жений здравого смысла;

2) αi = αi(pотн
i ), pотн

i = pi/pmax, pmax =
max{p1, . . . , pn};

3) Xi определяется ограничениями αiSi = Smax
i независимо

для каждой компании i = 1, . . . , n;
4) Xi определяется совместными ограничениями

∑
αiSi =

Smax для общего платежеспособного спроса населения данной
территории.

При этом во всех четырех случаях возможных сочетаний αi

и Xi качественный характер оптимального решения (3.6) не ме-
няется.

Поскольку решение (6) представляет собой доминирующую
стратегию игрока i, то вектор
(8) p∗ = (p∗1, . . . , p

∗
n)

может рассматриваться как равновесие в доминирующих стра-
тегиях в игре (7). Однако следует иметь в виду, что поведе-
ние игроков является полностью изолированным только в случае
αi = αi(pi), αiSi 6 Smax

i . В остальных трех случаях определение
доминирующей стратегии требует от игрока знания параметров
других игроков, поэтому решение (8) лучше интерпретировать
как равновесие по Нэшу, фактически допускающее некоторый
информационный обмен между игроками.

4. Модели кооперативного взаимодействия
девелоперских организаций

Пусть по-прежнему на данной территории действуют n де-
велоперских компаний i = 1, . . . , n, которые теперь могут об-
мениваться информацией, объединять ресурсы и осуществлять
совместные проекты. Обозначим через Ai величину собственных
средств i-й девелоперской компании.
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Тогда кооперативное взаимодействие девелоперских компа-
ний можно формализовать как взвешенную мажоритарную игру
[8]

(Amin;A1, . . . , An), т. е. характеристическая функция имеет
вид

(9) v(S) =

{
1,

∑
i∈S

Ai > Amin ,

0, иначе ,

Таким образом, выигрывающими являются те и только те
коалиции, суммарный объем собственных средств, которых не
меньше Amin. Пороговую величину Amin можно интерпретиро-
вать, например, как объем залога, необходимый для участия в
конкурсе или получения банковского кредита.

Можно выделить следующие частные случаи игры (9):
1) диктаторская игра i ∈ {1, . . . , n} : Ai > Amin, ∀j 6=

i Aj < Amin.
В этом случае игра несущественная, v(S) = 1 ⇐⇒ i ∈ S, суще-
ствует единственный дележ (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (xi = 1), кото-
рый образует С-ядро, является единственным устойчивым мно-
жеством и вектором Шепли;

2) симметричная игра k-го порядка

v(S) =


1, s > k ,

s = |S|, 1 6 k 6 n
0, иначе ,

В этом случае С-ядро игры пусто, вектор Шепли имеет вид
(1/n, . . . , 1/n), устойчивым множеством является, например, дис-
криминирующее решение вида {(xi1, . . . , xik, 0, . . . , 0) : xi1 >
0, . . . , xik 6 0; xi1 + . . . + xik = 1}.

Можно рассматривать игры в форме характеристической
функции общего вида, где образование коалиции S ∪ T означает
слияние (поглощение) девелоперских компаний S и T или просто
объединение их ресурсов.
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5. Модели взаимодействия девелоперских компаний с
банком

Описание взаимодействия девелоперских компаний с банком
(считаем для простоты, что на данной территории кредиты деве-
лоперам выдает единственный банк) основывается на принятии
следующего регламента.

Этап 1: подготовка кредитных заявок девелоперскими ком-
паниями.

Этот этап включает для каждой девелоперской компании
i = 1, . . . , n: формирование концепций реализуемых ИСП j =
1, . . . , ni; составление графиков проектирования, строительства
и финансирования в рамках каждого ИСП; оценку собственных
средств компании и общей себестоимости 1 м2 недвижимости по
каждому ИСП; выявление потребности в кредитовании и обра-
щение в банк с кредитной заявкой в размере

K0
i =

ni∑
j=1

K0
ij .

Этап 2: принятие решения банком. На этом этапе банк: ана-
лизирует поданные заявки K0

1 , . . . ,K0
n; оценивает риски креди-

тования ri по каждой заявке; определяет процентную ставку по
кредитам si = si(ri); принимает решение о выделении кредитов
K1, . . . ,Kn и назначении соответствующих процентных ставок
s1, . . . , sn; сообщает девелоперам о своем решении.

Этап 3: принятие решения девелопером. На этом этапе каж-
дая девелоперская компания i = 1, . . . , n уточняет реальные объ-
емы строительства и соответствующие графики исходя из выде-
ленных кредитных средств Ki и процентной ставки si; определя-
ет оптимальную цену на объекты недвижимости путем решения
задачи (3)-(4).

При построении модели принятия решения банком принима-
ются следующие предположения:
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– риск кредитования определяется по формуле
(10) ri = Ki/Ai, i = 1, . . . , n ,

где Ai – собственные средства девелоперской компании, Ki – вы-
деляемые банком кредитные средства. Тогда условием выделения
кредита является выполнение неравенства ri 6 rmax, где rmax –
банковский норматив допустимого риска.

Реально выделение кредитов и соответствующая оценка рис-
ков осуществляются по каждому отдельному ИСП, но в первом
приближении можно считать, что формула (10) учитывает все
ИСП, реализуемые i-й девелоперской компанией;

– процентная ставка по кредиту является возрастающей ли-
нейной функцией риска:

si = ari + b = aKi/Ai + b = aiKi + b, i = 1, . . . , n .

Будем считать, что

0 < smin 6 si 6 smax < 1, rmin 6 ri 6 rmax,

s(rmin) = smin, s(rmax) = smax .

Тогда получаем

ai = (smax − smin)/[Ai(rmax − rmin)],

b = (sminrmax − smaxrmin)/(rmax − rmin), i = 1, . . . , n .

С учетом сделанных предположений модель принятия реше-
ния банком на этапе 2 представляет собой задачу оптимизации

(11) u0 =
n∑

i=1

siKi =
n∑

i=1

(aiKi + b)Ki −→ max

(12)
n∑

i=1

Ki = K, 0 6 Ki 6 Li, i = 1, . . . , n ,
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где K – общий капитал банка в текущем году, Li =
min{K0

i , Airmax}.
Решая задачу (11)-(12) методом Лагранжа, находим опти-

мальные значения

(13) K∗
i = min{Li,Mi}, Mi = K/(ai

∑
a−1

i ) ;

(14) s∗i =
(smax − smin)K∗

i + Ai(sminrmax − smaxrmin)
Ai(rmax − rmin)

, i=1, n .

Модель принятия решения девелоперской компанией на эта-
пе 3 имеет вид (3)-(4) с дополнительным ограничением

ciSi 6 Ai − Ci + (1− s∗i )K
∗
i ,

откуда окончательно определяется величина оптимальных объе-
мов строительства

(15) S∗i = [Ai − Ci + (1− s∗i )K
∗
i ]/ci ,

и соответствующее значение β∗i = Smax
i /S∗i , которое следует под-

ставить в формулу (6) для вычисления оптимальной цены.
Рассмотрим случай взаимодействия единственной девело-

перской компании с банком. Описанный выше регламент опреде-
ляет иерархическую игру «Банк – Девелопер» следующего вида:

(16) u0(K1) = a1K
2
1 + bK1 −→ max

(17) 0 6 K1 6 min{K, K0
1 , A1rmax}

(18) u1(K1, p1)=[α1(p1)p1−c1][A1−C1+(1−s1)K1]/c1 → max

(19) 0 6 α1(p1)[A1−C1+(1−s1)K1]/c1 6 Smax
1 , 0 6 p1 6 pmax

1 .

Ситуация (K∗
1 , p∗1), где K∗

1 вычисляется по формуле (13), а
p∗1 – по одной из формул (5) или (6) после подстановки значе-
ний s∗i и S∗i по формулам (14) и (15), соответственно, является
равновесием по Штакельбергу в игре (16)-(19).
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6. Модели управления устойчивым развитием
инвестиционно-строительного комплекса

Концепция иерархического управления устойчивым развити-
ем применительно к эколого-экономическим системам описана в
[9-11, 16]. В работах [12, 13] предложено обобщение этой концеп-
ции для более широкого класса систем управления. Применитель-
но к инвестиционно-строительному комплексу задачу управления
устойчивым развитием можно сформулировать следующим обра-
зом.

Рассматривается древовидная система управления, на верх-
нем уровне которой находится Администрация – орган государ-
ственного управления территорией, а на нижнем – девелоперские
компании (Девелоперы) i = 1, . . . , n. Каждый Девелопер макси-
мизирует свою прибыль при ограничениях на платежеспособный
спрос. Администрация решает двоякую задачу. Во-первых, она за-
интересована в развитии инвестиционно-строительного комплек-
са региона, что можно в рамках модели выразить стремлением
к максимизации суммарной прибыли девелоперов с учетом рас-
ходов на управление инвестиционно-строительным комплексом.
Во-вторых, она должна обеспечить выполнение условий устойчи-
вого развития, которые в рамках модели означают обязательное
строительство определенных объемов социального жилья.

В общей модели управления устойчивым развитием [9-13,
16] для достижения своих целей ведущий игрок может использо-
вать методы принуждения (административное воздействие), по-
буждения (экономическое воздействие) и убеждения (психологи-
ческое воздействие). В описываемой модели управления устойчи-
вым развитием инвестиционно-строительного комплекса возмож-
ности принуждения у Администрации отсутствуют, поскольку
она не может обязать Девелоперов заниматься строительством со-
циального жилья 3 . Зато имеется широкий спектр возможностей

3 Принуждение может возникать в задачах управления
инвестиционно-строительным комплексом более низкого уровня,
где существуют законодательные ограничения на тип использова-
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побуждения, имеющих экономическую природу: гарантии выку-
па квартир социального класса по заранее обусловленной цене,
государственные гарантии банковских кредитов, прямые субси-
дии на социальное строительство и т.п. Существует (по крайней
мере, теоретически) и возможность реализации метода убежде-
ния, т. е. добровольной кооперации Девелоперов с Администра-
цией для совместной максимизации суммарной прибыли от ИСП
с обязательным выполнением требований устойчивого развития.

Модель управления устойчивым развитием инвестиционно-
строительного комплекса можно представить в следующем виде:

(20) u0(p, S) =
n∑

i=1

ui(pi, Si)− f0(p) −→ max ,

(21) pi ∈ Pi, i = 1, . . . , n ;

(22)
n∑

i=1

Si1 > Smin
1 ;

(23) ui(pi, Si) −→ max ,

(24) Si ∈ Ωi, i = 1, . . . , n .

Здесь индексом j = 1 обозначены проекты по строитель-
ству социального жилья; Sij – объемы строительства по j-му
ИСП для i-го Девелопера; Smin

1 – обязательный объем строи-
тельства социального жилья, т. е. неравенство (22) отражает со-
циальные требования к устойчивому развитию инвестиционно-
строительного комплекса; Si = (Si1, . . . , Sini), где ni – общее ко-
личество ИСП, реализуемых i-м Девелопером; S = (S1, . . . , Sn);
p = (p1, . . . , pn) – вектор управлений побуждения, применяе-
мых Администрацией; f0(p) – функция затрат Администрации
на управление инвестиционно-строительным комплексом; ui –
функция прибыли i-го Девелопера; Ωi – множество ограничений
на строительство для i-го Девелопера. Заметим, что в отличие от

ния территории, этажность зданий, обязательные требования к
благоустройству территории застройки и т. п.
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модели (1)-(2) в модели (20)-(24) стратегиями Девелопера слу-
жат не цены, а объемы строительства; при этом предполагается,
что цены определяются выбором ИСП (типа и класса объектов
недвижимости).

Решением иерархической игры (20)-(24) называется ситуация

(p∗1, . . . , p
∗
n, S∗1 , . . . , S∗n) ∈ P1 × . . .× Pn × Ω1 × . . .× Ωn

такая, что

u0(p∗1, . . . , p
∗
n, S∗1 , . . . , S∗n) =

= max
pi∈Pi

min
Si∈Ri(pi), i=1,...,n

u0(p1, . . . , pn, S1, . . . , Sn) ,

где Ri(pi) = {Si ∈ Ωi : ui(pi, Si) = max
zi∈Ωi

ui(pi, zi)}, i = 1, . . . , n,

при обязательном выполнении условия (22).

7. Заключение

Математическое моделирование представляется полезным
инструментом решения задач управления ИСП. В настоящей ра-
боте описан ряд упрощенных оптимизационных и теоретико-
игровых моделей, намечающих возможные направления исследо-
ваний в этой области. На уровне отдельной девелоперской ком-
пании экономико-математическая модель позволяет найти опти-
мальные цены на недвижимость с учетом ограничений на пла-
тежеспособный спрос. Теоретико-игровые модели в нормальной
форме описывают конкурентные отношения между девелопер-
скими компаниями, а теоретико-игровые модели в форме харак-
теристической функции – кооперативные отношения между деве-
лоперами (объединение ресурсов, слияния и поглощения).
Иерархические игровые модели отображают соответствующие
отношения между девелоперами и банком (инвестором) либо де-
велоперами и поставщиками, а также служат основой для управ-
ления устойчивым развитием инвестиционно-строительного ком-
плекса региона.
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Перспективы развития намеченных исследований включают:
уточнение, детализацию и обобщение моделей описанных клас-
сов, продолжение аналитических исследований; идентификацию
моделей на основе реальных статистических, отчетных и эксперт-
ных данных, исследование параметрических семейств зависимо-
стей между модельными переменными; программную реализа-
цию описанных моделей в динамической постановке, осуществ-
ление компьютерных имитационных экспериментов по методу
сценариев; рассмотрение иных классов математических моделей
девелоперской деятельности, например, моделирование бизнес-
процессов в инвестиционно-строительных компаниях с помо-
щью методов теории массового обслуживания [14]; внедрение
разработанных моделей в практику управления инвестиционно-
строительными проектами.
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Abstract: A system of optimization and game theoretic models in real
estate development is described. The system includes models of sales
optimization, competence and cooperation, hierarchical relations,
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