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Предлагается метод решения задачи дифференцирования, 
позволяющий получать оценки производных гауссовских ста-
ционарных сигналов, близкие к оптимальным в среднеквадрати-
ческом смысле, если спектральные плотности полезного сигна-
ла и помехи известны с точностью до уровня. Решается задача 
с помощью специальным образом организованных нелинейных 
динамических систем. Найдено близкое к оптимальному реше-
ние задачи дифференцирования, когда для любых фиксирован-
ных уровней дробно-рациональных спектральных плотностей 
полезного сигнала и помехи параметры эквивалентной переда-
точной функции нелинейного динамического дифференциатора 
могут быть сделаны близкими к параметрам оптимального 
винеровского фильтра. 
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1. Введение 

При решении задач управления технологическими процес-
сами часто требуется находить производные гауссовских ста-
ционарных сигналов в случае, когда интенсивность сигнала и 
помехи может меняться в широких пределах. Известные методы 
решения такой задачи, связанные с набором статистики, не 
всегда могут использоваться для решения практических задач 
управления, так как темп изменения параметров сигналов может 
оказаться достаточно высоким. Поэтому представляет интерес 
разработка таких способов оценки производных, которые могли 
бы решать задачу для таких случаев. 

2. Постановка задачи 

Постановка задачи дифференцирования следующая. На-
блюдаемый сигнал  
(1) z(t) = x(t) + φ(t), 
где x(t) – полезный стационарный гауссовский сигнал; φ(t) – 
стационарная гауссовская помеха, некоррелированная с x(t). 

Спектральная плотность полезного сигнала 
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где m < n, m – p > 0, m, p, n, bj и aj – известные параметры, 
Q > 0 – неизвестный параметр. Спектральная плотность помехи 
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где d < n, e, dl, d, cl – известные параметры; R > 0 – неизвестный 
параметр. 
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Как следует из работ [1, 3], в этом случае передаточная 
функция оптимального в среднеквадратическом смысле диффе-
ренциатора 
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где q – порядок дифференцирования оптимального фильтра, 
функции ψ(iω) и ψ*(iω) находятся из уравнения 
(5) ψ(iω)ψ*(iω) = ψ(iω)ψ(–iω) = fx(ω) + fφ(ω), 

Выражение W0,q(iω) (4) можно преобразовать к виду 
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ложенных в верхней полуплоскости комплексной плоскости. Из 
(5) следует, что 
(7) ψ(iω) = R F(Q/R, iω),  ψ*(iω) = R F(Q/R, –iω), 
где F – дробно-рациональная функция введенных выше пара-
метров. 

Имея в виду, что сумма вычетов дробно-рациональной 
функции также является дробно-рациональной функцией, пере-
даточную функцию (6) можно представить в виде 
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т. е. параметры передаточной функции W0,q(Q/R, iω) (7) являют-
ся непрерывной функцией отношения Q/R. 

3. Синтез нелинейного дифференциатора 

Используем полученную передаточную функцию опти-
мального дифференциатора для синтеза нелинейного диффе-
ренциатора, эквивалентная передаточная функция которого 
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была бы близка к передаточной функции оптимального диффе-
ренциатора при любых значениях отношения Q/R. Близость этих 
передаточных функций при произвольных Q/R будет гарантиро-
вать высокое качество дифференцирования нелинейного диф-
ференциатора, так как известно [1], что среднеквадратическая 
ошибка дифференцирования любого фильтра с передаточной 
функцией Wφ(iω) определяется выражением 

(9) 
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– среднеквадратическая ошибка фильтрации оптимального 
винеровского дифференциатора. 

Нелинейные, близкие к оптимальным дифференциаторы 
будем синтезировать с помощью симметричных степенных 
функций, логику работы которых в рассматриваемом случае 
удобно представить в виде 
(10) ( )u tα = ( ) ( ( ))u t sign s t∗

α  
где s(t) связано с z(t) передаточной функцией 
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( / )jk Q R , j = 0, …, n – 1, – параметры знаменателя передаточной 

функции оптимального дифференциатора, а ( )u tα
∗  имеет вид 

(12) 1( ) ( ) ( ) 0qu t k q t s t
α

α −α∗
α = > , 

q(t) – линейное преобразование z(t) (1). 
Расчет дифференциатора с нелинейным sÍ α -элементом (10) 

наиболее удобно проводить методом статистической линеариза-
ции, который описан в работе [2]. В связи с этим необходимо, 
прежде всего, найти эквивалентный коэффициент передачи 
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этого элемента, обеспечивающий минимальную среднеквадра-
тическую ошибку 

(12) { }22 1( ) ( ) min,M u t u tασ  = − =   

где 
 1( ) ( )
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Условие (12) справедливо в предположении, что q(t) и s(t) 
имеют нулевые математические ожидания. Минимум выраже-
ния (12) ищется из условий 
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После дифференцирования (13) получаем 
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Считая, что q(t) и s(t) – независимые гауссовские сигналы, 
найдем из (14) 
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где 2
sσ  – дисперсия s(t), а 2

qσ  – дисперсия q(t). Преобразуя (15), 
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а сам коэффициент, как следует из (14), (16) и (17),  
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Следовательно, эквивалентный коэффициент передачи 
sÍ

k α  

(18) sÍ α -элемента (10) зависит от отношения дисперсий, харак-
теризующих s(t) и q(t). 

Отмеченные свойства оптимального дифференциатора и 
найденный эквивалентный коэффициент передачи 

sÍ
k α  (18) 

элемента (10) дают возможность синтезировать нелинейный 
дифференциатор, эквивалентная передаточная функция которо-
го была бы близка при произвольных отношениях Q/R к переда-
точной функции оптимального дифференциатора, рассчитанно-
го для случая (1)–(3). Такая близость гарантирует, прежде всего, 
устойчивость нелинейного дифференциатора, что является 
основным требованием, предъявляемым к любым устройствам. 
В этой связи наиболее естественно и просто удовлетворить 
требованию устойчивости, если знаменатель эквивалентной 
передаточной функции дифференциатора при произвольных 
отношениях Q/R будет близок к передаточной функции опти-
мального дифференциатора, так как оптимальный дифферен-
циатор, рассчитанный из условия минимума среднеквадратиче-
ской ошибки, всегда устойчив. 

Рассмотрим линейную систему, знаменатель передаточной 
функции которой совпадал бы при любых отношениях Q/R со 
знаменателем W0,q(Q/R, iω) (8): 
(19) z(t) – y*(t) = s(t),  y*(t) = y1(t) + y0(t), 
(20) 1( ) ( / ) ( ) ( )i n i iy t k Q R s t y t− +′ = + ,  i = 1, …, n, 
(21) 1 1( ) ( / ) ( ),ny t k Q R s t−′ =  
(22) ( )

0 0( ) ( / ) ( ).ny t k Q R s t=  
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Нетрудно заметить, что знаменатель передаточной функции 
системы (19)–(22), например, от z(t) к y0(t), совпадает со знаме-
нателем W0,q(Q/R, iω) (8). Блок-схема дифференциатора, соот-
ветствующая этой системе, представлена на рис. 1. 

Добиться близости знаменателей эквивалентной передаточ-
ной функции нелинейного дифференциатора и W0,q(Q/R, iω) (8) 
можно, заменив в системе (19)–(22) элементы ( / )jk Q R , 
i = 1, ..., n, нелинейными элементами (10) так, чтобы их эквива-
лентные коэффициенты передачи при любом значении отноше-
ния Q/R были сколь угодно близки к ( / )jk Q R . 

 
z(t)   s(t)  
 
 
 
 
 
        y1(t)            y2(t)                                      yn-1(t) 
 
 
        y0(t) 
 
 
 
 

Рис. 1. Блок-схема линейного дифференциатора 

Для проведения такой замены установим связь между экви-
валентным коэффициентом передачи 
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k α  (18) и отношением 

Q/R. Пусть одним из входных сигналов элемента (10) является 
сигнал ( )s t  (10), (11), дисперсия которого в случае (1)–(3) опре-
деляется помехой, т. е. 
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В качестве второго сигнала, входящего в логику элемента 
(10), возьмем выходной сигнал q(t) низкочастотного линейного 
фильтра с передаточной функцией Wzg(iω), на входе которого 
действует наблюдаемый гауссовский сигнал z(t) (1). В силу того, 
что фильтр низкочастотный, гауссовский сигнал q(t) будет 
определяться низкочастотной составляющей сигнала z(t). Дис-
персия сигнала q(t), от которой зависит 

sÍk α , на основании (1)–

(3) имеет вид 
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или 
 .g QB RCσ = +  

Выражения (18), (23) и (24) позволяют определить зависи-
мость эквивалентного коэффициента передачи 
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от интересующего нас отношения Q/R для сигналов s(t) и q(t), 
которые определяются дифференциальными уравнениями  
 s(t) = Wzs(p)z(t), 
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где Wzs(iω) определяется (11), а dp
dt

=  и 

 g(t) = Wzg(p)z(t), dp
dt

= , 

где Wzg(p) – передаточная функция низкочастотного фильтра, 
входящая в выражения (24)–(26). 

Теперь для совпадения знаменателей эквивалентной пере-
даточной функции нелинейного фильтра и передаточной функ-
ции оптимального фильтра W0,q(Q/R, iω) (8) достаточно каждый 
из коэффициентов ,jk  i = 0, …, n – 1, (20)–(22) представить с 
требуемой степенью точности в виде разложения по функциям 
(28) (Q/R + C/B)0,5α = (Q/R + D)β, α = 2β > 0, 
которые пропорциональны соответствующим эквивалентным 
коэффициентам передачи s

αψ -элементов. 
Разложения  
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где ( / ) jlQ R D+ β при различных βjl – линейно независимые функ-
ции, позволяют установить связь между неопределенным пока 
параметром qk

α
 (12), входящим в 

sÍk α  (27), и коэффициентами 

разложения jlk  (29) функции ( / )jk Q R . Как следует из (27), (28) 
и (29), при выполнении равенства 
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коэффициенты разложения jlk  (29) совпадают с соответствую-
щими коэффициентами перед степенными функциями в 

( / )
sÍk Q Rα  (27). Заменяя в системе (19)–(22) каждый из ( / )jk Q R  

группой элементов (10) с параметрами αjl = 2βjl и 
jlgk

β
 в соответ-

ствии с (29), (30) добьемся того, что знаменатель эквивалентной 
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передаточной функции нелинейного дифференциатора будет с 
требуемой степенью точности совпадать со знаменателем пере-
даточной функции оптимального дифференциатора при любом 
отношении Q/R в постановке (1)–(3). Следовательно, степень 
устойчивости нелинейного дифференциатора сколь угодно 
близка к степени устойчивости оптимального дифференциатора. 

Качество дифференцирования, определяемое величиной 
среднеквадратической ошибки дифференцирования, будет тем 

выше, чем меньше ( ) ( ) 2
ýê 0,/ , / , qW Q R i W Q R i−ω ω , где 

Wэк(Q/R, iω) – эквивалентная передаточная функция нелинейно-
го дифференциатора. Наибольшая близость передаточных 
функций  Wэк(Q/R, iω) и W0,q(Q/R, iω) в смысле минимума 2

dσ  (9) 
будет в нелинейном дифференциаторе с элементами (10), опи-
сываемом следующей системой уравнений 
(31) 1 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),z t y t s t y t y t y t− = = +      
(32) 1( ) ( ) ( )i n i iy t u t y t− +′ = +  ,  i = 1, …, n – 1, 
(33) ( ) ( ),ny t ks t′ =   
(34) ( )

0 0( ) ( ) ( ),ny t u t ks t= −   

(35) 2
1

( ) ( ),
j

jl

N

j
l

u t u t
=

= ∑ β  

где параметры управления 2 jl
u β (10), (11), такие как βjl и 

jlgk
β

, 

находятся соответственно из разложения ( / )jk Q R  (29) и форму-
лы для 

2 jlgk
β

 (30), коэффициент k является пределом 

(36) 
0

0 í
/ 0 0 / 0 0

1
lim ( / ) lim ( / )l

N

Q R l Q R
l

k k Q R D k Q R→ →
=

= + =∑ β . 

Выходными координатами нелинейного дифференциатора 
являются ( )

0 ( )jy t , j = 0, …, n – 1 (34). Блок-схема нелинейного 
дифференциатора, соответствующая системе (31)–(35), изобра-
жена на рис 2. 

Введение в схему нелинейного дифференциатора элемента 
k (33), (34) и (36) сказалось только на числителе  
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(37) 0
1

0

( ) ( ( / ) )( / , ) ,
( / )( ) ( )

q í

ýê n
í j n
j

j

i k Q R kW Q R i
k Q R i i

−

=

−
=

+∑

ω
ω

ω ω
 

где 2

1

j

jl
s

N
í
j Íl

k k
=

= ∑ β ,  j = 0, …, n – 1. 

 
 
 
 
   z    s  
 
 
 
 
 
 
         1y        2y                                                            1ny −  
 
         0y  
 
 
 
 
 

Рис. 2. Блок-схема нелинейного дифференциатора 

Как показано в [3], модуль передаточной функции опти-
мального дифференциатора 0, ( / , ) ( )q

qW Q R i iω → ω , q = 0, …,  

n – 1, при Q/R → ∞ и 0, ( / , ) 0qW Q R iω →  при Q/R → 0. Из перво-
го предельного соотношения на основании (8) следует, что  

( / )jk Q R → ∞  и 1
1( / )( ( / ))j jk Q R k Q R −

+ → ∞  при Q/R → ∞. В этом 

случае, имея в виду í( / ) ( / )j jk Q R k Q R≈ , получаем 
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Wэк(Q/R, iω) → (iω)q, q = 0, …, n – 1 при Q/R → ∞, так как 
1

1( / )( ( / )) 0j jk Q R k Q R −
+ →  при Q/R → ∞. В другом предельном 

соотношении при Q/R → 0, как и в оптимальном случае, 
Wэк(Q/R, iω) → 0, так как í

0 ( / ) 0k Q R k− → . Имеет смысл отме-
тить, что в наиболее интересном диапазоне 0 < Q/R < 1, когда 
оптимальный дифференциатор с передаточной функцией (8) 
обеспечивает достаточно качественные оценки полезного сиг-
нала и его производных, числитель передаточной функции 
оптимального дифференциатора с высокой степенью точности 
приближается функцией (iω)q. Но в диапазоне 0 < Q/R < 1 чис-
литель эквивалентной передаточной функции (37) нелинейного 
дифференциатора (31)–(35) также с высокой степенью точности 
приближается той же функцией (iω)q. 

Следовательно, качество дифференцирования нелинейного 
дифференциатора (31)–(35) близко к качеству дифференцирова-
ния оптимального дифференциатора при любом Q/R < 1. 

4. Заключение 

Сравнивая подстраиваемый оптимальный для любого 
0 < Q/R дифференциатор (8) с нелинейным дифференциатором 
(31)–(35), можно сказать, что, незначительно проигрывая в 
качестве дифференцирования, нелинейный дифференциатор, во-
первых, реализуется существенно проще подстраиваемого 
оптимального дифференциатора, где в результате набора стати-
стики определяется отношение Q/R, которое затем по нелиней-
ным законам преобразуется, формируя переменные коэффици-
енты ( / )jk Q R  и ( / )jk Q R  (8), и, во-вторых, время адаптации к 
изменяющимся параметрам Q и R (2), (3) в нелинейном диффе-
ренциаторе (31)–(35), который не требует набора статистики, 
существенно меньше времени адаптации в подстраиваемом 
оптимальном дифференциаторе. 

Синтезированные в настоящей работе дифференциаторы в 
силу нелинейных свойств переключающих элементов адапти-
руются к неизвестным параметрам полезного сигнала и помехи, 
делая их практически всегда без получения каких-либо допол-
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нительных оценок случайных сигналов близкими к оптималь-
ным в среднеквадратическом смысле. Для получения подобных 
свойств адаптации в классических оптимальных дифференциа-
торах необходимо проводить статистические оценки уровней 
случайных сигналов и с помощью такой статистики корректи-
ровать параметры в их передаточных функциях. Очевидно, что 
такой процесс адаптации и долгий и сложный, поэтому практи-
чески он не применяется. 
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Abstract: The method is suggested to solve the differentiation prob-
lem. It allows building the estimates for the derivatives of Gaussian 
stationary signals that are close to the optimal ones by the standard 
deviation criterion when the spectral density of a useful signal and a 
noise are known to within level. The problem is solved by the spe-
cifically designed nonlinear dynamic systems. A nearly optimal 
solution of the differentiation problem is found when the equivalent 
transfer function parameters of nonlinear dynamic differentiator can 
be made close to the parameters of the optimal Wiener filter for any 
fixed level of rational spectral density of a useful signal and a noise. 
 
Keywords: differentiation, adaptation, optimality, Gaussian 
noise. 
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