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Рассматривается проблема построения сильно динамически
устойчивого (СДУ ) кооперативного решения для дифференци-
альных игр двух лиц. Формулируется подход, позволяющий при
достаточно общих предположениях построить кооперативное
решение, удовлетворяющее СДУ. Показывается, что получен-
ное решение, кроме того, будет удовлетворять условию защи-
ты от иррационального поведения. Теоретические результаты
демонстрируются на примере дифференциальной игры управле-
ния вредными выбросами в атмосферу.

Ключевые слова: дифференциальные игры, динамическая устой-
чивость, сильно динамическая устойчивость, условие Янга, мо-
дель управления вредными выбросами.

1. Постановка задачи

Рассматривается кооперативная дифференциальная игра n
лиц Γ(x0, T − t0) с предписанной продолжительностью T − t0,
на отрезке времени t ∈ [t0, T ] из начального состояния x0 ∈ Rn,
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уравнениями движения
(1) ẋ = f(x, u1, . . . , un), x(t0) = x0,

x ∈ Rn, ui ∈ U ⊂ compRk, и функциями выигрыша

Ki(x0, T − t0;u1, . . . , un) =
∫ T

t0

hi(x, u1, . . . , un)dt,

где x(t) — решение системы (1) при управлениях (u1, . . . , un) и
i ∈ N , где N — множество игроков, |N | = n.

Пусть S ⊂ N — коалиция в игре Γ(x0, T − t0). Определим
для S ⊂ N характеристическую функцию v(x0, T − t0;S) как
нижнее значение антагонистической игры между коалицией S,
действующей как игрок I (максимизирующий) и коалицией N\S,
действующей как игрок II (минимизирующий), где под выигры-
шем игрока S понимается сумма выигрышей игроков, входящих
в S, а под стратегией игрока S — элемент декартова произведения
множеств стратегий игроков, входящих в S. В данной формали-
зации мы из соображений простоты под стратегией игрока будем
понимать функцию ui(x, t) со значением в множестве мгновен-
ных допустимых управлений Ui. Нижнее значение игры (supinf)
всегда существует и является супераддитивной функцией от коа-
лиции S ⊂ N .

Определение 1. Траекторию x̄(t), t ∈ [t0, T ], назовем ко-
оперативной траекторией, если имеет место

max
u1,...,un

n∑
i=1

Ki(x0, T − t0;u1, . . . , un) =

= max
u1,...,un

n∑
i=1

∫ T

t0

hi(x, u1, . . . , un)dt =

=
n∑

i=1

∫ T

t0

hi( ¯x(t), ū1(t), . . . , ūn(t))dt.

Мы предполагаем, что такая траектория x̄(t), t ∈ [t0, T ], суще-
ствует и единственна. В противном случае дальнейшие выкладки
и определения необходимо незначительно изменить.
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Рассмотрим подыгры игры Γ(x0, T − t0), Γ(x̄(t), T − t) с
начальным условием на кооперативной траектории. В каждой
подыгре Γ(x̄(t), T − t) можно таким же образом, как и в основ-
ной игре Γ(x0, T − t0), определить характеристическую функцию
(см. [1]) v(x̄(t), T − t;S), где S ⊂ N , которая также будет су-
пераддитивной. Определим множество дележей M(x̄(t), T − t) в
игре Γ(x̄(t), T − t) как

M(x̄(t), T − t) = {α = (α1, . . . , αn) :
n∑

i=1

αi = v(x̄(t), T − t;N),

αi > v(x̄(t), T − t; {i}), i ∈ N}.

Из супераддитивности характеристической функции следует, что
множество M(x̄(t), T − t) 6= ∅, t ∈ [t0, T ]. Определим также ядро
C(x̄(t), T − t) ⊂ M(x̄(t), T − t) в игре Γ(x̄(t), T − t) и предполо-
жим, что для всех t ∈ [t0, T ], C(x̄(t), T − t) 6= ∅.

Напомним, что ядро в игре Γ(x̄(t), T − t) — это множество
дележей αt = (αt

1, . . . , α
t
n), удовлетворяющих неравенствам∑

i∈S

αt
i > v(x̄(t), T − t;S)

для всех S ⊂ N .
Определение 2. [6]. Функция βi(τ), τ ∈ [t0, T ], i ∈ N , на-

зывается процедурой распределения дележа α ∈ M(x0, T − t0),
если

αi =
∫ T

t0

βi(τ)dτ, i ∈ N.

Определение 3. [6]. Ядро C(x0, T − t0) в игре Γ(x0, T − t0)
называется динамически устойчивым, если для каждого дележа
α ∈ C(x0, T − t0) найдется процедура распределения дележа
(ПРД) такая, что∫ T

t
βi(τ)dτ ∈ C(x̄(t), T − t), t ∈ [t0, T ], i ∈ N.
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Нами было ранее показано (см. [4, 6]), что если C(x̄(t), T −
t) 6= ∅ при t ∈ [t0, T ] и существует дифференцируемый селектор
α(t) ∈ C(x̄(t), T − t) (α(t0) = α), то ядро является динамически
устойчивым и ПРД {βi(t)} определяется по формуле

βi(τ) =− d

dτ
αi(τ), i = 1, . . . , n.

α(t0) =α.

Приведем определение сильного динамически устойчивого ядра
C(x0, T − t0) в игре Γ(x0, T − t0).

Определение 4. Ядро C(x0, T − t0) сильно динамически
устойчиво в игре Γ(x0, T − t0), если

1) C(x̄(t), T − t) 6= ∅, t ∈ [t0, T ];

2) существует такой дележ α ∈ C(x0, T − t0) и такая ПРД
β(τ) = (β1(τ), . . . , βn(τ)), τ ∈ [t0, T ], что

αi =
∫ T

t0

βi(τ)dτ, ∀i = 1, . . . , n,

и

C(x0, T − t0) ⊃
∫ t

t0

β(τ)dτ ⊕ C(x̄(t), T − t), t ∈ [t0, T ].

Здесь символ ⊕ определяется следующим образом. Пусть
a ∈ Rn, B ⊂ Rn, тогда a⊕B = {a + b : b ∈ B}.

Заметим, что определение 4 незначительно отличается от
определения сильной динамической устойчивости в работах [3,
14]. Сильная динамическая устойчивость ядра означает, что при
развитии игры вдоль кооперативной траектории x̄(t) в ядре су-
ществует дележ ᾱ такой, что однократное отклонение в момент t
от этого дележа в пользу другого оптимального дележа (т.е. дру-
гого дележа из ядра в подыгре, начинающейся в момент времени
t из состояния x̄(t)), приведет к суммарным выплатам игрокам
во всей игре, которые также содержатся в изначально выбранном
принципе оптимальности (ядре).
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2. Сильно динамически устойчивое ядро
в кооперативной дифференциальной игре
с предписанной продолжительностью и с двумя
участниками

2.1. СУЩЕСТВОВАНИЕ СИЛЬНО ДИНАМИЧЕСКИ
УСТОЙЧИВОГО ЯДРА
Как мы уже отметили и как это следует непосредственно из

определения множества дележей и ядра для игры двух лиц, эти
множества совпадают, т.е. M(x0, T − t0) = C(x0, T − t0), и также
множества M(x̄(t), T − t) = C(x̄(t), T − t), t ∈ [t0, T ].

Для игры Γ(x0, T − t0) с двумя участниками ядро имеет вид

C(x0, T − t0) = {α = (α1, α2) : α1 + α2 = v(x0, T − t0;N),
α1 > v(x0, T − t0; {1}),

α2 > v(x0, T − t0; {2})} = M(x0, T − t0).

Аналогичным образом для подыгр Γ(x(t), T − t) мы имеем

C(x̄(t), T − t) = {αt = (αt
1, α

t
2) : αt

1 + αt
2 = v(x̄(t), T − t;N),

αt
1 > v(x̄(t), T − t; {1}),

αt
2 > v(x̄(t), T − t; {2})} = M(x̄(t), T − t).

Введем величины A1(t) > 0 и A2(t) > 0 следующим обра-
зом:

(2) A1(t)+A2(t) = v(x̄(t), T −t;N)−
2∑

i=1

v(x̄(t), T −t; {i}) > 0.

Вычислим γi(t) = − d
dtAi(t), i = 1, 2. Будем также использовать

обозначение Ai для Ai(T ), i = 1, 2. Очевидно, что

Ai =

T∫
t0

γi(t)dt.

Введем функции (в предположении дифференцируемости
функций v(x̄(t), T − t; {i}))
(3) β̄i(τ) = γi(τ)− d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ; {i}))
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и потребуем, чтобы при всех τ ∈ [t0, T ] имело место

(4) β̄1(τ) + β̄2(τ) = − d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ;N)).

Тогда получаем

(5)
2∑

i=1

γi(τ) = − d

dτ
v(x̄(τ), T−τ ;N)+

2∑
i=1

d

dτ
v(x̄(τ), T−τ ; {i})

и, интегрируя, получаем (2)

A1 + A2 =

−
∫ T

t0

d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ;N)dτ +

2∑
i=1

∫ T

t0

d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ; {i})dτ.

A1 + A2 = v(x̄(t0), T − t0;N)−
2∑

i=1

v(x̄(t0), T − t0; {i}) > 0.

То есть если γi(τ), i = 1, 2 удовлетворяет (5), то условие (2)
всегда выполнено.

Рассмотрим теперь вектор ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2), где

(6) ᾱi =
∫ T

t0

β̄i(τ)dτ.

Легко видеть, что ᾱ ∈ C(x0, T − t0). Действительно,

ᾱi =
∫ T

t0

β̄i(τ)dτ =
∫ T

t0

γi(τ)dτ+
∫ T

t0

(− d

dτ
v(x̄(τ), T−τ ; {i}))dτ =

= Ai + v(x0, T − t0; {i}),

и согласно (2)

ᾱ1 + ᾱ2 =
2∑

i=1

Ai + v(x0, T − t0; {i}) = v(x0, T − t0;N).

А поскольку Ai > 0, имеем

ᾱi = Ai + v(x0, T − t0; {i}) > v(x0, T − t0; {i}),

т.е. ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2) ∈ C(x0, T − t0).
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Условие 2.1. Существуют такие A1 и A2, удовлетворяющие
(2), и такие γ1(τ), γ2(τ), τ ∈ [t0, T ], удовлетворяющие (4), что
t∫

t0

γi(τ)dτ > 0 при t ∈ [t0, T ].

Теорема 1. При выполнении условия 2.1 ядро игры Γ(x0, T−
t0) сильно динамически устойчиво.

Доказательство. Во-первых, из-за супераддитивности харак-
теристической функции C(x̄(τ), T − τ) 6= 0, τ ∈ [t0, T ]. Возьмем
теперь дележ ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2), который определяется формулой (6),
ᾱ ∈ C(x0, T − t0).

Покажем, что имеет место сильная динамическая устойчи-
вость, при этом в качестве дележа α = (α1, α2), фигурирующего
в определении сильной динамической устойчивости, можно взять
дележ ᾱ = (ᾱ1, ᾱ2). Надо показать включение∫ t

t0

β̄(τ)dτ ⊕ C(x̄(t), T − t) ⊂ C(x0, T − t0)

при всех t ∈ [t0, T ], где β̄(τ) является ПРД для дележа ᾱ.
Действительно, возьмем произвольный дележ αt ∈

C(x̄(t), T − t). Обозначим

α̂i =
∫ t

t0

β̄i(τ)dτ + αt
i,

тогда

α̂1 + α̂2 =
∫ t

t0

(β̄1(τ) + β̄2(τ))dτ + αt
1 + αt

2 =

=
∫ t

t0

[− d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ;N)]dτ + v(x̄(t), T − t;N) =

= −v(x̄(τ), T − τ ;N) + v(x̄(t0), T − t0;N) + v(x̄(τ), T − τ ;N) =
= v(x̄(t0), T − t0;N).
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Кроме того,

α̂i =
∫ t

t0

β̄i(τ)dτ + αt
i >

>
∫ t

t0

[γi(τ)− d

dτ
v(x̄(τ), T − τ ; {i})]dτ + v(x̄(t), T − t; {i}) =

=
∫ t

t0

γi(τ)dτ − v(x̄(t), T − t; {i}) + v(x̄(t0), T − t0; {i})+

+ v(x̄(t), T − t; {i}) > v(x̄(t0), T − t0; {i}).

Последнее неравенство выполнено из-за условия 2.1 на A1,
A2 и γ1(τ), γ2(τ) (τ ∈ [t0, T ]), т.е. ядро C(x0, T − t0) сильно
динамически устойчиво, так как дележ αt ∈ C(x̄(t), T − t) про-
извольный.

Заметим, что в каждый момент времени t ∈ [t0, T ] имеет
место

2∑
i=1

βi(t) = − d

dt
v(x̄(t), T − t;N) =

2∑
i=1

hi(x̄(t)),

таким образом, используя ПРД β̄ = (β̄1, β̄2) игроки фактически в
каждый момент времени перераспределяют мгновенный суммар-
ный доход, т.е. обеспечивается мгновенная трансферабельность
выигрышей, что вполне соответствует идеологии теории коопе-
ративных игр с трансферабельными выигрышами.

2.2. УСЛОВИЕ ЯНГА
Проблема динамической и сильно динамической устойчиво-

сти кооперативных решений изучается при предположении о ра-
циональном поведении игроков. В то же время является актуаль-
ным вопрос динамической устойчивости кооперативного реше-
ния при предположении о возможности нерационального пове-
дения для отдельных игроков. Как известно [15], в данном слу-
чае условие для защиты игроков от иррационального поведения
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других участников игры выглядит следующим образом:
(7)

ϑ∫
t0

βi(t)dt+V ({i}, x̄(ϑ), T−ϑ) > V ({i}, x0, T−t0), i = 1, . . . , n.

Это означает, что в случае иррационального разрушения коопера-
ции в момент ϑ выигрыш, который получит игрок i все равно бу-
дет не меньше, чем выигрыш в некооперативном варианте игры,
т.е. если он с самого начала будет действовать самостоятельно.

Для случая игры двух лиц условие (7) может быть переписа-
но в следующем виде (при помощи первой производной по ϑ):

(8) βi(t) > − d

dt
V ({i}, x̄(t), T − t), i = 1, 2.

Рассмотрим некоторый селектор ᾱi(t) =
T∫
t

β̄i(τ)dτ из сильно

динамически устойчивого решения (6). Тогда условие (8) может
быть представлено в следующем виде:

(9)
d

dt
ᾱi(t) 6

d

dt
V ({i}, x̄(t), T − t), i = 1, 2.

Фактически условие (9) является «уточнением» условия индиви-
дуальной рациональности (ᾱi(t) > V ({i}, x̄(t), T − t)) для произ-
водной первого порядка.

Поскольку для игры двух лиц по построению αi(t) = Ai(t)+
V ({i}, x̄(t), T − t) где d

dtAi(t) = −γi(t) 6 0, i = 1, 2, имеем:

(10)
d
dt ᾱi(t) = −γi(t) + d

dtV ({i}, x̄(t), T − t) 6
6 d

dtV ({i}, x̄(t), T − t), i = 1, 2.
Таким образом, неравенство (10) выполняется для любого деле-
жа, построенного по описанной выше процедуре при помощи
ПРД (3).

Это означает, что предложенная процедура распределения
дележа (3) в случае игры двух лиц будет обеспечивать не только
выполнение свойства сильно динамической устойчивости ядра,
но и гарантировать выполнение условие Янга защиты от ирраци-
онального поведения участников.
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3. Дифференциальная игра управления вредными
выбросами в атмосферу

3.1. МОДЕЛЬ ИГРЫ
В качестве примера рассмотрим теоретико-игровую модель

управления вредными выбросами в атмосферу [10, 13]. В игре
принимают участие 2 игрока (фирмы, страны), каждый из ко-
торых имеет промышленное производство на своей территории.
Предполагается, что объём производства прямо пропорционален
вредным выбросам ui. Таким образом, стратегией игрока явля-
ется выбор объёма вредных выбросов ui ∈ [0;umax

i ]. В данном
примере будем искать решение в классе позиционных стратегий
ui(t, x).

Динамика изменения общего уровня загрязнения x(t) зада-
ётся уравнением

ẋ(t) =
2∑

i=1

ui(t)− δx(t), x(t0) = x0,

где δ – коэффициент абсорбции, соответствующий естественному
очищению атмосферы.

Доход игрока i в момент времени t определяется по формуле

R(ui(t)) = ciui(t)−
1
2
u2

i (t).

Каждый игрок несет расходы, связанные с устранением за-
грязнений. Мгновенный выигрыш (полезность) игрока i равен
R(ui(t))− kix(t), ki > 0.

Без ограничения общности будем предполагать, что момент
начала игры t0 = 0.

Тогда выигрыш i-го игрока имеет вид

(11) Ki(0, x0, u1, u2) =

T∫
0

(Ri(ui(τ))− kix(τ))dτ.

Предположим, что выполняется следующее условие регуляр-
ности:

(12)

∑2
j=1 kj

δ
6 ci 6 umax

i , i = 1, 2.
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3.2. КООПЕРАТИВНАЯ ИГРА
Рассмотрим кооперативный вариант игры, в котором игроки

максимизируют суммарный выигрыш

(13)
2∑

i=1

Ki(0, x0, u1, u2).

Для определения управлений ū = (ū1, ū2), доставляющих мак-
симум выражению (13), запишем уравнение Гамильтона–Якоби–
Беллмана:

(14)

−V 12
t = max

ui

{
−k12x +

2∑
i=1

ciui −
1
2

2∑
i=1

u2
i + V 12

x

2∑
i=1

ui − δxV 12
x

}
,

где V 12
t и V 12

x – частные производные функции Беллмана

V 12(x, t), k12 =
2∑

i=1
ki.

Максимизирующее управление найдем из выражения ci −
ui + Vx = 0, откуда следует ūi = ci + Vx. После подстановки ūi в
(14) получаем

(15) −V 12
t = −k12x +

1
2
ĉ12 + c12V

12
x +

3
2
(V 12

x )2 − δxV 12
x ,

где c12 =
2∑

i=1
ci и ĉ12 =

2∑
i=1

c2
i .

Предположим, что функция Беллмана [9, 11] имеет вид
(16) V 12(x, t) = A(t)x + B(t),
тогда соответствующие частные производные будут записывать-
ся следующим образом: V 12

t = Ȧ(t)x + Ḃ(t) и V 12
x = A(t). Под-

ставляя эти выражения в (15) и группируя подобные слагаемые,
получаем систему двух дифференциальных уравнений:

(17)

{
Ȧ(t) = δA(t) + k12,

Ḃ(t) = −1
2 ĉ12 − c12A(t)− 3

2A2(t),
с краевыми условиями A(T ) = B(T ) = 0. Решение системы (17)
имеет следующий вид:
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
A(t) = −k12

δ
[1 + e−δT eδt],

B(t) =
α0(T − t)− α1

(
e−2δ(T−t) − 1

)
+ α2

(
e−δ(T−t) − 1

)
4δ3 ,

где α0 = 2δ
(
ĉ12δ

2 − 2c12δk12 + 3k2
12

)
, α1 = −3k2

12, α2 =
4k12(3k12 − c12δ).

Таким образом, оптимальные управления ūi имеют вид ūi =
ci − k12

δ
[1− e−δT eδt], i = 1, 2. Отметим, что выполнение условия

(12) гарантирует принадлежность оптимального управления ūi

интервалу [0, umax
i ].

Оптимальная траектория x̄(t), соответствующая оптималь-
ным управлениям (ū1, ū2), имеет вид

x̄(t) =
c12

δ
+ e−δ t

(
x0 −

c12

δ
+

3 e−T δ
(
2 eT δ − 1

)
k12

2 δ2

)
−(18)

−
3 e−δ t e−δ (T−2 t)

(
2 eδ (T−t) − 1

)
k12

2 δ2
.

Далее, найдем выражение для значений характеристической
функции V ({1}, x0, T − t0) и V ({2}, x0, T − t0). Найдем значение
характеристической функции для игрока 2, действующего само-
стоятельно, т.е.

V ({2}, x0, T − t0) = max
u2

min
u1

K2(x0, u1, u2).

Для удобства будем использовать следующее сокращенное обо-
значение: V ({2}, x(t), T − t) = V ({2}). Запишем соответствую-
щее уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана:

(19)
V ({2})t = maxu2 minu1

{
−k2x + c2u2 − 1

2u2
2+

+V ({2})x

2∑
i=1

ui − δxV ({2})x,

где V ({2})t и V ({2})x – частные производные функции Беллмана
V ({2}, x, T − t).
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Максимизирующие управления имеют вид uo
i = ci + Vx, i =

2, а минимизирующее управление определяется как

uo
1 =

{
0, V ({2})x > 0,

umax
1 , V ({2})x < 0.

После подстановки найденных управлений в (19) получаем

(20)
V ({2})t = −k2x + 1

2 ĉ2 + c2V ({2})x + V ({2})2x−
−δxV ({2})x + V ({2})xuo

1,

где ĉ2 = c2
2.

Выберем функцию Беллмана в cледующем виде [9]:
(21) V ({2}, x, T − t) = A{2}(t)x + B{2}(t).
Тогда V ({2})t = Ȧ{2}(t)x+Ḃ{2}(t) и V ({2})x = A{2}(t). После
подстановки частных производных в (20) и приведения подобных
слагаемых получается система двух дифференциальных уравне-
ний:

(22){ ˙A{2}(t) = δA{2}(t) + k2,

˙B{2}(t) = −1
2 ĉ2 − c2A{2}(t)− (A{2}(t))2 −A{2}(t)uo

1,

с краевыми условиями A{2}(T ) = B{2}(T ) = 0. Анализируя
решение первого дифференциального уравнения заключаем, что
A(t) 6 0 для всех t ∈ [t0, T ] и, следовательно, uo

1 = umax
i . Можно

легко показать, что выполнение условия (12) гарантирует выпол-
нение требования ūi ∈ [0, umax

i ], i = 2.
Таким образом, характеристическая функция V ({2}) имеет

вид V ({2}, x, T − t) = A{2}(t)x+B{2}(t), где A{2}(t), B{2}(t)
вычисляются следующим образом:

A{2}(t) = −k2(1− e−δ (T−t))
δ

,

B{2}(t) = Tc22δ3−2Tc2δ2k2+2c2δk2−2Tumaxδ2k2+2Tδk2
2+2umaxδk2−3k2

2

2δ3 −
− t(c22δ2−2c2δk2−2umaxδk2+2k2

2)
2δ2 − k2

2e−2δ(T−t)

2δ3 − k2e−δ(T−t)(c2δ−2k2+δumax)
δ3

.
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Аналогично находится характеристическая функция для ко-
алиции S1 = {1}.

Очевидно, что характеристическая функция (16, 21) являет-
ся супераддитивной по построению. Следовательно, вдоль опти-
мальной траектории x̄(t) (18) в любой момент времени t ∈ [0, T ]
выполняется следующее неравенство:
(23)
V ({1, 2}, x̄(t), T − t) > V ({1}, x̄(t), T − t) + V ({2}, x̄(t), T − t).

3.3. ПОСТРОЕНИЕ СИЛЬНО ДИНАМИЧЕСКИ
УСТОЙЧИВОГО ПРИНЦИПА ОПТИМАЛЬНОСТИ
Построим сильно динамический принцип оптимальности.

Для этого найдем разность значений характеристической функ-
ции V ({1, 2}, x̄(t), T−t) и V ({1}, x̄(t), T−t)+V ({2}, x̄(t), T−t).
По определению, эта разность соответствует A1(t) + A2(t) (2), а
по построению (A1(t) + A2(t)) является неотрицательной вели-
чиной:

(24)
A1(t) + A2(t) = V ({1, 2}, x̄(t), T − t)−
−V ({1}, x̄(t), T − t)− V ({2}, x̄(t), T − t) > 0.

Получаем:

A1(t) + A2(t) =
−k1k2(e−δ(T−t) − 1)2 + (2k1k2 − δξ)(e−δ(T−t) − 1)

δ3
+

(25)

+
(2δk1k2 − δ2ξ)(T − t)

δ3
+

k12(e−δ(T−t) − 1) + δk12(T − t)
δ2

umax,

где
(26) ξ = c1k2 + c2k1.

Найдем выражение для γ1(t)+γ2(t). Из определения (5) сле-
дует, что

(27)

2∑
i=1

γi(t) = − d
dt

2∑
i=1

Ai(t) =

= − d
dtV ({1, 2}, x̄(t), T − t) + d

dt

2∑
i=1

V ({i}, x̄(t), T − t).

Заметим, что функция V ({1, 2}, x̄(t), T−t)−V ({1}, x̄(t), T−
t)−V ({2}, x̄(t), T−t) представляет собой разность неотрицатель-
ных убывающих функций, однако с общем случае мы не можем
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гарантировать неотрицательность ее первой производной (так как
разность убывающих функций не является убывающей функцией
в общем случае).

Однако в нашем примере данное условие неотрицательно-
сти суммы γ1(t) + γ2(t) (или, что эквивалентно, неположитель-

ность производной d
dt

2∑
i=1

Ai(t)) легко гарантировать при помощи

дополнительных ограничений на параметры модели.
Имеем:

2∑
i=1

γi(t) = − d

dt

2∑
i=1

Ai(t) =

=
2k1k2

δ2
(e−δ(T−t) − 1)2 + δ

(
1− e−δ(T−t)

)
(k12umax − ξ) .

Очевидно, что при k12umax − ξ > 0 мы гарантируем неотрица-
тельность γ1(t) + γ2(t). Поскольку ξ имеет вид (26), имеем
(28) (k1 + k2)umax > k1c2 + k2c1.

Теперь определим величины A1(t), A2(t) следующим обра-
зом:

Ai(t) =
−k1k2(e−δ(T−t) − 1)2 + (2k1k2 − δξ)(e−δ(T−t) − 1)

2δ3
+

(29)

+
(2δk1k2 − δ2ξ)(T − t)

2δ3
+

k12(e−δ(T−t) − 1) + δk12(T − t)
2δ2

umax,

i = 1, 2.

Очевидно, что Ai(t) > 0, i = 1, 2, в силу (24). Тогда γi(t) =
− d

dtAi(t) = k1k2
δ2 (e−δ(T−t) − 1)2 + δ

(
1− e−δ(T−t)

) (k12umax−ξ)
2 ,

причем γi(t) > 0, i = 1, 2, в силу (28).
Введем функции ПРД β̄i(t), i = 1, 2, по формуле (3). Тогда

имеем

β2(t) = γ2(t)−
d

dt
V ({2}, x̄(t), T − t) =(30)

− 1
4δ3

(
α0(t) + α1(t)e−δ(T−t) + α2e−2δ(T−t) − α3(t)e−2Tδ

)
,
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где
α0(t) = −(5k2

12−k1
2)δ+2(k12u

max
1 −k1u

max
2 +(T−t)k1k12+c1k2+

c2k12)δ2 − 2((T − t)2k1
2 + (T − t)c2k1 + (T − t)k1u

max
1 + c2

2)δ3,
α1(t) = (10k2

12−2k1
2)δ−2c1δ

2k2−4c2δ
2k12−2δ2(k12u

max
1 −

k1u
max
2 )− 4(T − t)δ2k1k12,
α2 = −(5k2

12 − k1
2)δ,

α3(t) = ((2k12− k1)(1− eTδ−δt)+ (T − t)δk1eTδ−δt)(3k12(1+
e2δt)− 2(3k12 − c12δ)eTδ −2δ2x0eTδ).
Компонента ПРД β1(t) вычисляется аналогичным образом. Оче-
видно, что условие 2.1 выполнено.

Теперь рассмотрим вектор ᾱ = (α1, α2), построенный по
формуле (6), а именно ᾱi(t) =

∫ T
0 β̄i(t)dt, i = 1, 2. Как было

доказано, он является дележом из c-ядра, кроме того, построен-
ный таким образом дележ обеспечивает сильную динамическую
устойчивость c-ядра.

Окончательно имеем следующий вид для дележа ᾱ =
(α1, α2):

α1 = A1 + V ({1}, x0, T − t0);(31)

α2 = A2 + V ({2}, x0, T − t0) =
1

24δ3
(η0(t)x0 + η1+(32)

+η2(t)e−δ(T−t) + η3(e−δ(T−t) − 1) + η4e−2δ(T−t) + η5(t)),
где

η0(t) = −24δ2k2 − 12δ3k1t + 12δ2(k1 + 2k2)e−δ(T−t) +
12Tδ2(δ − 1)k1,

η1 = −66k1k2 − 45k2
2 − 12k1

2,
η2(t) = 12(5k2

12 − 3k2
1 − 2k1k2)− 24(T − t)δk1k12,

η3 = −12δ(c1k2 + 2c2k12)− 12δ(k12u
max
1 − k1u

max
2 ),

η4 = 3k1
2 − 15k2

12,
η5(t) = 30(T − t)δk2

12− 12T ĉ2δ
3(t− 1)− 12(T − t)2δ2k1k12 +

4(T − t)3δ3k1
2 − 6(T − t)δk1

2−
−12(T − t)δ2(c1k2 + 2c2k12) + 6(T − t)2c2δ

3 − 12(T −
t)δ2(k12u

max
1 − k1u

max
2 ) + 6(T − t)2δ3k1u

max
1 .

Заметим, что в данном случае при выборе функций A1(t),
A2(t) мы разделили между игроками сумму A1(t) + A2(t) попо-
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лам. Таким образом, для нового дележа имеем:
ᾱ1 = A1 + V ({1}, x0, T − t0) =
= 1

2(A1 + A2) + V ({1}, x0, T − t0) =
= 1

2V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({1}, x0, T − t0)−
−V ({2}, x0, T − t0) + V ({1}, x0, T − t0) =
= 1

2(V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({2}, x0, T − t0))+
+1

2(V ({1}, x0, T − t0),
ᾱ2 = A2 + V ({2}, x0, T − t0) =
= 1

2(A1 + A2) + V ({2}, x0, T − t0) =
= 1

2V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({1}, x0, T − t0)−
−V ({2}, x0, T − t0) + V ({2}, x0, T − t0) =
= 1

2(V ({1, 2}, x0, T − t0)− V ({1}, x0, T − t0))+
+1

2(V ({2}, x0, T − t0),

т.е. вектор ᾱ является вектором Шепли в игре с характеристиче-
ской функцией V ({2}, x0, T − t0).

Очевидно, что при выполнении условия A1(t) + A2(t) > 0
предложенный выбор функций A1(t) > 0, A2(t) > 0 не являет-
ся единственно возможным. Величина A1(t) + A2(t) могла быть
разделена между игроками в любых пропорциях, однако в таком
случае дележ ᾱ не являлся бы вектором Шепли.

Используя ПРД (30) при выполнении дополнительного огра-
ничения на параметры модели (28), мы обеспечиваем динамиче-
скую и сильную динамическую устойчивость ядра на основе век-
тора Шепли (31). Сильная динамическая устойчивость ядра как
кооперативного решения в данном примере соответствует тому,
что однократное отклонение от соглашения о совместном контро-
ле объемов вредных выбросов не приводит к нереализуемости со-
глашения действовать совместно оптимально на протяжении всей
игры, поскольку при выборе другого дележа из ядра в подыгре,
начинающейся в момент нарушения соглашения, суммарные вы-
платы игрокам все равно принадлежат изначально выбранному
принципу оптимальности (ядру). Таким образом, кооперативное
соглашение по контролю объемов вредных выбросов не наруша-
ется.

Кроме того, обеспечивается защита от иррационального по-
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ведения участников, поскольку ранее было доказано, что в случае
игры двух лиц выбор ПРД β̄i(t) по формуле (30) гарантирует вы-
полнение условия Янга (9).

4. Заключение

В работе предложен конструктивный метод построения
сильно динамически устойчивого кооперативного решения для
дифференциальной игры двух лиц, а именно, сформулированы
достаточно общие условия, при которых в C–ядре можно выде-
лить дележ, однократное отклонение от которого в пользу дру-
гого дележа из C–ядра в подыгре, начинающейся в момент от-
клонения от первоначально выбранного дележа, не приводит к
нереализуемости первоначально выбранного соглашения о раз-
деле суммарного выигрыша согласно C–ядру. Кроме того, дока-
зано, что в играх двух лиц данное кооперативное решение будет
также защищено от иррационально поведения участников, т.е. от
однократного отклонения от кооперативного соглашения по неко-
торым иррациональным причинам.

Полученные теоретические результаты проиллюстрированы
на примере дифференциальной игры управления вредными вы-
бросами с двумя участниками, а именно, в данной задаче полу-
чено аналитическое решение, гарантирующее сохранение коопе-
рации в сильно динамическом смысле.
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