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Рассматривается ситуация, когда для обеспечения требуемого 

уровня безопасности в регионе Центр (руководитель региона) 

побуждает предприятия (источники риска возникновения 

чрезвычайных ситуаций) приобретать квоты – разрешения на 

создание определенного уровня риска. Общий размер квот 

ограничен. Исследована модель формирования размера прода-

ваемых квот каждому предприятию в случае, когда суммарная 

заявка на квоты больше, чем общий размер квот. Исследована 

модель функционирования предприятия в случае, когда пред-

приятие приобретает квоты, а Центр осуществляет проверку 

соответствия фактического уровня риска на предприятии и 

того уровня риска, который допускается при полученной кво-

те. 
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1. Введение 

Большая техногенная нагрузка на природную среду, пере-

нос загрязнений на большие расстояния и вызванные этим 

экологические изменения привели к появлению нового типа 

комбинированных – природно-техногенных – рисков [5]. В 

федеральном законе «Об охране окружающей среды» под эко-

логическим риском понимается вероятность наступления собы-
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тия, имеющего неблагоприятные последствия для природной 

среды [6]. Поэтому в дальнейшем под риском или уровнем 

риска будем понимать вероятность наступления неблагоприят-

ного события, соответственно, под уровнем безопасности будем 

понимать вероятность того, что неблагоприятное событие не 

произойдет. 

В работах [1, 2] рассмотрены механизмы управления уров-

нем риска на предприятии и механизмы обеспечения безопасно-

сти в регионе. В частности рассмотрены механизм штрафов, 

механизм платы за риск, механизм финансирования снижения 

уровня риска, механизм компенсации затрат на снижение уров-

ня риска. Достаточно фрагментарно рассмотрен механизм про-

дажи квот. В [3] квота загрязнения определена как законода-

тельная норма загрязнения, допускаемая для данного 

предприятия или для страны. В данной работе под квотой пони-

мается максимально допустимый уровень риска для предприя-

тия или региона и, соответственно, минимально допустимый 

уровень безопасности. 

При анализе механизма квот в [1, 2] недостаточно внимания 

уделялось процедуре формирования заявок на квоты и оценке 

влияния на функционирование предприятий механизмов кон-

троля за выполнение ими требований, связанных с обеспечение 

установленного уровня риска. Какой бы размер квот не приоб-

рело предприятие, все равно возникает проблема проверки 

соответствия фактического уровня и того уровня риска, который 

допускается при полученной квоте. Проверка соответствия 

фактического уровня риска запланированному уровню осу-

ществляется Центром – органом, отвечающим за безопасность 

региона, в котором функционируют предприятия. Кроме того, 

формирование соответствующих механизмов также возлагается 

на Центр. 

2. Определение размера квоты предприятием 

2.1. МОДЕЛЬ ПРЕДПРИЯТИЯ 

Рассмотрим модель функционирования предприятия для 

случая, когда его потребность в квоте удовлетворяется полно-

стью. При этом будем считать, что механизмом контроля за 
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выполнение предприятием требований, связанных с обеспече-

ние установленного уровня риска, является механизм «сильных» 

штрафов. 

Обозначим, как в [1]: f(u) = cu – z(u) – прибыль предприя-

тия; u – объем продукции, выпускаемой на предприятии; с – 

цена продукции; z(u) – затраты предприятия на выпуск продук-

ции в объеме u; при этом считаем, что  

 
0

dz u

du
  и 

 
0

2

2


du

uzd
;  

x̂  – допустимый уровень риска, установленный для предприя-

тия. Как в [1], будем считать, что уровень риска, вызываемый 

деятельностью предприятия, или вероятность возникновения ЧС 

на этом предприятии, зависит от объема выпуска u и объема 

средств v, направляемых предприятием на совершенствование 

технологии, на предупреждение возникновения нештатных 

ситуаций, укрепление производственной и технологической 

дисциплины. То есть  
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2.2. АНАЛИЗ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ МОДЕЛИ 

Если действует механизм «сильных» [7] штрафов, то это 

приводит к тому, что при максимизации своей прибыли пред-

приятие решает задачу 
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Предположим теперь, что предприятие, стремясь создать 

более комфортных условий функционирования, может приобре-

сти для себя дополнительную квоту. В рамках рассматриваемой 
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модели под квотой будем понимать некоторый дополнительный 

уровень риска x~ . В этом случае уровень риска, который не 

может быть превышен предприятием, определяется величиной 

x̂ x . Если предприятие приобретает квоту по цене , то размер 

квоты, который обеспечивает ему получение максимальной 

прибыли, может быть определен из решения задачи 

(3) 
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Задача (3) может быть представлена в виде 

(4)    
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Пусть u и v – решение (4), тогда, в соответствии с [4], для 

второго дифференциала функции  в точке (u, v) должны 

выполняться следующие условия: 
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Фактически решение (4) находится из решения системы уравне-

ний 
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Утверждение 1.  Если u и v – решение системы (6), то 

уменьшение цены квоты всегда приводит к увеличению объема 

выпуска на предприятии. 
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Доказательство.  Для доказательства утверждения доста-

точно показать, что ∂u′ / ∂λ < 0. 

Система (6) задает две функции одной переменной u′(λ)
 
и 

v′(λ). 

Производная функции u′(λ) записывается в виде 

(7) v v

u v v u
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Легко показать, что 
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И поэтому числитель дроби (7) можем записать. 
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Из (1) следует, что числитель этой дроби отрицательный. 

Аналогично, знаменатель дроби (7) может быть представлен в 

виде 
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Сравнивая это выражение с (5) можем утверждать, что зна-

менатель дроби (7) больше нуля. Это и доказывает утверждение. 

Таким образом, уменьшение цены квоты стимулирует уве-

личение выпуска на предприятии. Но здесь следует заметить, 

что уменьшение цены квоты приводит к росту выпуска продук-

ции лишь до тех пор, пока квота не достигнет значения  
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где u* – решение задачи  
u

maxuf  . 

Естественным допущением является тот факт, что с ростом 

цены размер квоты, приобретаемой предприятием, падает, т.е. 

справедливо выражение 

(8) 0
x




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
. 

Из утверждения 1 следует, что увеличение цены квоты все-

гда приводит к увеличению объема средств, направляемых на 

снижение риска. Действительно, учитывая (3), можем записать 
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Так как u и v – решение системы (6), то справедливо вы-

ражение  
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А учитывая (8) можно утверждать, что ∂v′ / ∂λ > 0, т.е. увеличе-

ние цены квоты приводит к увеличению объема средств, 

направляемых на снижение риска. 

3. Определение Центром размера квоты 

Выше была рассмотрена ситуация, когда размер квоты для 

предприятия был неограничен. Если же в регионе функциони-

руют несколько предприятий и каждое предприятие претендует 

на получение определенной квоты, то может оказаться, что 

удовлетворить все предприятия не представляется возможным. 

Действительно, пусть Центр должен обеспечить уровень без-

опасности в регионе равный Y. Когда в регионе функционируют 

n предприятий, и уровень безопасности, связанный с деятельно-
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стью i-го предприятия, равен  1 ix̂ x  , а уровень безопасно-

сти всего региона определяется как  

  
1

1
n

i
i

x̂ x


  ,  

то общий объем квот, который Центр может продать предприя-

тиям, определяется из условия  
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Для продажи квот Центр назначает цену продаж , затем 

предприятия, решая задачу (3), рассчитывают размер квот, 

которые они хотели бы купить по этой цене. Обозначим через si 

размер заявки на квоту. Эта заявка сообщается в Центр. Если 

оказывается, что  
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то Центр продает каждому предприятию квоту в размере ii x~s  . 

Если же  
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то для определения размера квот для каждого предприятия 

Центр определяет, во сколько раз продаваемая квота будет 

меньше запрашиваемой. Пусть x̂h 1 , тогда задача, которую 

решает Центр, имеет вид 
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Последнее неравенство означает, что при заданной цене 

предприятию не может продаваться больший размер квоты, чем 

само предприятие запросило для себя. Другими словами, долж-

но всегда выполняться условие ii sx~  . 
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Решим сначала задачу 
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Решение (11) можно представить в виде ai
(1) = (h – Y 1/n) / si. 

Отсюда следует, что все предприятия должны получить одина-

ковую квоту в размере   n
iii Yhsax~ 11  . Если ai

(1) ≤ 1, то 

решения задач (10) и (11) совпадают. Если же это не так, то для 

некоторых предприятий может оказаться, что ii sx~  . Не огра-

ничивая общности будем считать, что все заявки на квоты упо-

рядочены по возрастанию, т.е. s1 ≤ s2 ≤ … ≤ sn, и существует 

такое j, что справедливо следующее условие 
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1

1 jishYhsax~

jisx~

jn
j

i
iiii

ii

 

Утверждение 2.  Если все заявки на квоты упорядочены по 

возрастанию и справедливо (12), то решение (10) имеет вид 

(13) 
 

 









































 .jishYh
s

a

jia

jn
j

i
i

i

i

i

 если        ,
1

, если                                                    ,1

1

1

 

Доказательство.  Пусть iâ  – решение задачи (10) и это ре-

шение не совпадает с (13). Тогда, очевидно, должно выполнять-

ся неравенство 

    
 1

1 1 1

n j
jjn

i i i i
i i i

â s s n j h Y h s



  

  
      
   

   . 

Перепишем это неравенство в виде 
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(14)    
 

   

1

1 1 1

1

n j

j j n

i i i i ij
i i i j

i
i

Y
ˆ ˆh s n j h a s h a s

h s



   



 
 
       
 

 
 

  


. 

Так как выполняется условие  

  
1

n

i i
i

ˆh a s Y


  ,  

то легко определить минимальное значение  

 
1

n

i i
i j

ˆh a s
 

 ,  

которое равно  

    
 1

1

n j
j

i i
i

ˆn j Y h a s





 
  

 
 .  

Поэтому, если справедливо (14), тем более справедливо 

(15) 
 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

j jn j n j

i i i
i i

j j

i i i
i i

ˆh s h a s
Y Y

n j n j
ˆh s h a s

 

 

 

   
    

     
    

    
   

 

 

. 

Пусть iii sâhp   и ii shq  , очевидно, что 

(16) q1 ≥ q2 ≥ … ≥ qn. 

В силу того, что ,1ˆ ia  имеем   ,0ˆ1  iiii asqp  или 

pi ≥ qi, i = 1, …, j. Поэтому (15) можно переписать в виде 

(17)    

1 1

1 11 1

j jj jn j n j

i i i i
i ii i

q n j Y q p n j Y p
 

  

   
       

   
   , 

причем 
1 1

n n

i i
i i

p q Y
 

   . 

Покажем, что  

 

 1

1

n j
j

j i
i

q Y q





 
  
 

 .  

Действительно, из  
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1

n

i
i

q Y


   

имеем  

 
1 1

j n

i i
i i j

q q Y
  

  ,  

и так как справедливо (16), то  

 
1

j
n j
j i

i

q q Y



 , или 

 1

1

n j
j

j i
i

q Y q





 
  
 

 . 

Обозначим 

 1

1

n j
j

i
i

Y q





 
  
 

 , тогда 

(18) 










































;

, 

, 

, 

, 

1211

21122

111

j

ik
kiiii

j

ik
kiijjjiii

jjjjjj

jjjjj

jjj

qp

...qq

.................................................................

qq

qq

q











 

при этом i ≥ 1 и j ≥ 1. Учитывая (18), можно записать 


 


j

i

j

ik
k

j

i
iq

11

 ,  
 


j

i

j

ik
ki

j

i
ip

11

 . Из того факта, что 

 jn
j

i
iqY












 

1

1

 , следует 
jnj

i
i

j

i
i

jnj

i
i pqpY



























1

11

1

1

 . 

А в силу того, что  

 
2 3

1 2 3
1 1

j j
j j

i j i
i i

p ...     
 

   и 
2 3

1 2 3
1

j
j j

i j
i

q ...    


 , 

неравенство (17) можно записать в виде 
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  
 

 
1

11

1 1 1

n j
j jj

i i k
ii k i

n j   



 

  
     
   

  . 

Так как 1


j

ik
k , тем более должно быть справедливым 

выражение 

  
 

 
1

11

1 1 1

n j
j j

i i
ii

n j  





  
     
   

 . 

Перепишем это неравенство в виде 

  
 1

11

1 1

n j
j j

i i
ii

n j j j j 





  
     
   

 . 

Известно, что среднее арифметическое больше или равно 

среднему геометрическому, поэтому должно выполняться нера-

венство 

  
 1 1

1 1

1 1

n j j
j j

i i
i i

n j j j 



 

    
       
     

  . 

Обозначим 

 

W

jn
j

i
i 













1

1

 , тогда последнее неравенство 

можно переписать в виде (W – 1) n / j > Wn/j – 1, но это неравен-

ство противоречит неравенству Бернулли, и это противоречие 

доказывает утверждение. 

Таким образом, доказано неравенство 

 

   1 1

1 11 1

n j n j
j jn n

i i i i
i ii j i j

n j n j
q j q p j p

j j

 

    

    
     

   
   . 

Следствие.  Если для двух рядов {pi} и {qi}, i = 1, …, n, вы-

полняется (16), Yqp
n

i
i

n

i
i 

 11

 и существует такое j, что pi ≥ qi, 

i = 1, …, j, то сумма среднего арифметического значения первых 

j членов ряда и среднего геометрического значения остальных 
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n – j членов ряда {pi}, умноженная на коэффициент (n – j) / j, 

больше аналогичной суммы для ряда {qi}. 

4. Заключение 

Таким образом, определение Центром размера продаваемой 

квоты предприятиям региона заключается в упорядочивании 

заявок на квоты по возрастанию, а затем в определении такого 

номера j, для которого выполняется условие 

    
   

1

1 1

n j
n j

j n

i i
i i j

h s h h s Y




  

  
      
   

  . 

Теперь, зная значение j, квоту для каждого предприятия 

можно рассчитать в соответствии с процедурой (12). 
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Abstract: We study the model of regional environmental safety, when 

a Principal (the local government) sales environmental risk quotas 

to enterprises being the source of potential ecological danger. The 

total volume of risk quotas is limited. We suggest a quota assign-

ment mechanism for the case when the total volume of bids exceeds 

the predefined total quota volume. We study the model when enter-

prises bye the quotas while a Principal performs monitoring of a 

real safety level in production and compares it with quotas sold. 
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