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УДК 519.711
ББК 22.18

КРАТКИЙ ОБЗОР МНОГОАГЕНТНЫХ МОДЕЛЕЙ

Кузнецов А. В.1 ,
(Воронежский государственный университет, Воронеж)

Представлен обзор различных областей применения многоагент-
ных систем. Рассматриваются примеры многоагентных моде-
лей разных типов в механике, биологии, транспорте, моделиро-
вании роя и строя роботов и в экономике.

Ключевые слова: агентно-ориентированное моделирование, авто-
номные агенты, многоагентные системы.

Введение

В настоящее время многоагентные системы находят все
большее применение в самых разных отраслях науки и техни-
ки. В отличие от традиционных способов математического моде-
лирования они позволяют работать не с интегральными характе-
ристиками описываемой системы, а с каждым ее элементом в от-
дельности. Пользуясь агентной парадигмой, можно уйти от реше-
ния громоздких или просто неизвестных уравнений, описываю-
щих исследуемый объект, можно легко применять параллельные
вычисления. Наконец, часто при достаточно большом количестве
агентов можно получить и традиционные модели из агентных.

В данном обзоре будет идти речь о примерах применения
агентных моделей. Разумеется, этот обзор ни в коей мере не пре-
тендует на полноту, но автор ставил цели привести примеры мо-
делей из самых разных отраслей знания. Для ясности дальней-
шего изложения дадим следующие определения.

Сложная система – система, которая может быть разложена
на многие компоненты, имеющие относительно много взаимосвя-

1Александр Владимирович Кузнецов, кандидат физико-
математических наук, доцент (avkuz@bk.ru).
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Системный анализ

зей между ними, так что поведение каждого компонента зависит
от поведения остальных [60].

Агент – это реальная или виртуальная автономная сущность,
работающая во внешней среде, способная воспринимать и дей-
ствовать в этой среде. Агент может общаться с другими агентами,
проявлять независимое поведение, которое может рассматривать-
ся как следствие его знаний, взаимодействия с другими агентами
и целей, которых он должен достичь [21].

Часто то, чем агенты воспринимают внешнюю среду, назы-
вают сенсорами, а то, чем агенты воздействуют на среду – эф-
фекторами (или актуаторами). Под данное определение подпада-
ет довольно большое количество сущностей – от компьютерных
программ и роботов до людей.

Таким образом, многоагентная система – это сложная си-
стема, которая состоит, в основном, из агентов. Агентные моде-
ли представляют собой своего рода микромасштабную модель,
которая имитирует одновременные действия и взаимодействия
нескольких агентов в попытке воссоздать и предсказать появле-
ние сложных явлений. Этот процесс является результатом выхода
из нижнего (микро) уровня систем на более высокий (макро) уро-
вень.

В одном из наиболее полных учебников по искусственно-
му интеллекту [54, с. 47] приводится следующая классификация
агентов на основе их степени их «интеллектуальности», которая,
по мнению авторов, охватывает все агентные системы:

1. Простые рефлекторные агенты, которые осуществляют
действие на основе своего текущего восприятия. Они могут эф-
фективно действовать только лишь в случае полностью наблюда-
емого окружения.

2. Основанные на модели рефлекторные агенты. Данный тип
агентов имеет внутри себя модель ненаблюдаемой в настоящий
момент части окружения, например, историю предыдущих вос-
приятий и действий агента. Такие агенты могут действовать в
частично наблюдаемом окружении.

3. Основанные на цели агенты. Это основанные на модели
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агенты, имеющие информацию о цели, т.е. перечень желательных
состояний.

4. Основанные на полезности агенты. Эти агенты при функ-
ционировании максимизируют функцию полезности, которая
позволяет сортировать возможные состояния, в которых может
оказаться агент, по степени их полезности.

5. Обучающиеся агенты. Данная категория агентов может ра-
ботать в изначально неизвестных средах и постепенно накапли-
вать сведения о наиболее эффективных стратегиях поведения.

Модель убеждений, желаний и намерений (belief, desire, and
intention model, BDI) – популярная техника проектирования аген-
тов [49]. В этой модели «убеждения» – это известные агенту све-
дения о мире, а также правила вывода новых сведений из доступ-
ных, «желания» соотносятся с планируемыми задачами агента, а
«намерения» – с действиями, которые агент должен выполнить
для осуществления своих задач. В эту модель включают также
«события» – то, что может изменить «убеждения», «желания» и
«намерения». Классические модели BDI используют темпораль-
ную Computational Tree Logic CTL*, однако следует понимать,
что буквальное (а не концептуальное) следование таким кон-
струкциям может существенно затруднить разработку программ-
ного обеспечения в силу трудности реализации CTL*.

Автор настоящей работы хочет подчеркнуть, что он не ста-
вил себе целью составить обзор методологий построения мно-
гоагентных систем. Такие обзоры, особенно в части логико-
семиотического направления, уже существуют, в том числе и на
русском языке (например, [11]). Вместо этого автор попытался
подобрать показавшиеся ему интересными многоагентные моде-
ли из разных отраслей науки и техники, уже реализованные в ви-
де программного (или аппаратного) обеспечения, чтобы создать
у читателей общую картину практического применения много-
агентной методологии.

Говоря об агентах, следует упомянуть близкую концепцию
«актора» [26]. Актор – это сущность, которая в ответ на получен-
ное сообщение может:
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Системный анализ

1) отправить конечное количество сообщений другим акто-
рам;

2) создать конечное число новых акторов;
3) определить поведение, которое будет использоваться для

следующего полученного актором сообщения.
Главные различия между актором и агентом в том, что агент

активен постоянно, тогда как актор активизируется при получе-
нии сообщения, и что агенты общаются, изменяя окружающую
обстановку, таким образом, для общения нет необходимости за-
ранее знать, что агент существует, тогда как акторы сообщаются
по заранее известному адресу. Модель агентов может быть реа-
лизована с помощью акторов.

1. Предыдущие обзоры общего характера

В одном из первых (1999 г.) обзоров [27] было предложе-
но следующее деление методологий построения агентных систем
на

1. Объектно-ориентированные методологии, в которых аген-
ты (в том числе и BDI-агенты) рассматриваются как активные
объекты.

2. Методологии инженерии знаний (Knowledge engineering,
KE), в которых используются онтологии и решатели задач.

3. Формальные подходы, основанные на применении фор-
мальных языков и темпоральной модальной логики.

4. Смешанные варианты.
В более поздней работе [11] содержится более подробный

вариант вышеприведенной классификации:
1. Моделирование индивидуального и коллективного пове-

дения агентов в многоагентной системе.
2. Теоретико-игровое моделирование взаимодействия аген-

тов.
3. Лингвистическое направление, связанное с моделирова-

нием речевых актов для построения протоколов коммуникации
между агентами.
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4. Организационное моделирование многоагентных систем,
связанное с общей теорией систем и организаций.

5. Построение моделей распределенных систем на базе сетей
Петри.

6. Программистское направление, связанное с моделями ак-
торов, параллельным и агентно-ориентированным программиро-
ванием.

7. Логико-семиотическое направление, связанное с модели-
рованием ментальных свойств (интенциональных характеристик)
агентов с помощью неклассических логик.

В обзоре 2000 г. [62] многоагентные системы (Multiagent
Systems) рассматривались вместе с распределенным решением
задач (Distributed Problem Solving) как составные части рас-
пределенного искусственного интеллекта (Distributed Artificial
Intelligence). В указанном обзоре излагались различные обычные
сценарии для многоагентных систем и перечислялись возможно-
сти для применения техник машинного обучения. Предлагалась
классификация систем агентов по двум измерениям:

1. Степень неоднородности агентов (гомогенные и гетеро-
генные системы).

2. Количество и вид взаимодействия агентов друг с другом.
По первому измерению системы агентов можно подразде-

лить на гомогенные и гетерогенные, по второму – различать об-
щающихся и необщающихся агентов, кооперативных и соревну-
ющихся агентов и т.п.

В докладе 2004 г. [17] различалось аналитическое (с по-
мощью уравнений) и имитационное моделирование (Simulation),
применяемое в случае затруднительности решения или форму-
лировки аналитической модели. В имитационном моделирова-
нии выделялись такие подходы, как System Dynamics, дискретно-
событийное моделирование и агентное моделирование. При этом
демонстрировалось, что решение в агентной модели при до-
статочно большом количестве агентов соответствует решению в
рамках System Dynamics и предлагался довольно известный сей-
час инструмент мультипарадигменного моделирования AnyLogic.

10



Системный анализ

К 2006 г. уже существовали десятки сред разработки агент-
ных систем. Например, в обзоре [50] перечислялись декларатив-
ные, императивные и смешанные языки описания агентов и мно-
гие существовавшие на тот момент IDE. Одним из ключевых
свойств агентных систем является способность к параллельно-
му и распределенному вычислению и различные решения в этой
области рассмотрены в обзоре 2014 г. [51]. В упомянутом об-
зоре сравнивалась производительность систем Repast Simphony,
Mason, NetLogo, Gama, а также нативно поддерживающих парал-
лельные вычисления систем RepastHPC, D-Mason, Pandora, Flame
и JADE. Один из наиболее полных обзоров поддерживаемых в
настоящее время агентных платформ приведен в [36]. В числе
прочего, там указано, что наиболее популярной средой агентного
моделирования является написанная на java JADE.

Существуют работы, в которых многоагентные системы ис-
следуются с точки зрения классической теории управления (так
называемое сетевое управление) [9]. Для сетевого управления ха-
рактерно сочетание классического аппарата теории управления с
методами теории графов. Например, в работе [14] указывается,
что задачи управления, такие как управление коллективом ро-
ботов, распределенный интеллект, роевой интеллект, распреде-
ленное принятие решений, распределенное познание, управление
перегрузками в сетях, коллективное движение в биологии, син-
хронизация осцилляторов в физике, распараллеливание в теории
оптимизации, распределенная оценка, совместная оценка, равно-
весие в экономике, моделирование социальных взаимодействий и
теория игр могут быть проанализированы в соответствии с тео-
рией взаимосвязанных динамических систем. Эти науки имеют
несколько взаимопересекающихся исследовательских сообществ;
по этой причине они характеризуются различными определени-
ями и различными подходами, начиная от строгого математиче-
ского анализа и заканчивая экспериментальным исследованием.
По этой же причине отсутствует общая терминология: например,
динамические системы могут именоваться роботами, агентами,
узлами, процессорами и объектами. Ансамбль называется груп-
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пой, сетью, взводом, роем, командой и кластером, а алгоритмы
получают разные названия, такие как контроллеры, протоколы
и динамика. В цитируемой работе термин «агент» используется
для обозначения отдельной динамической системы, а «сеть» или
«коллектив» – для ансамбля. Формулируются задачи нахождения
консенсуса, построения строя, оптимального размещения ресур-
сов на языке динамических систем.

В диссертации [65] рассматриваются задачи поиска консен-
суса и синхронизации агентов, возникающие во многих отрас-
лях науки. Агенту соответствует некоторая динамическая систе-
ма, консенсус и синхронизация исследуются в сетях отдельных
динамических систем, связанных в соответствии с некоторой то-
пологией, которая определяется графом связи. Сами системы мо-
делируются обыкновенными дифференциальными уравнениями.
В вышеупомянутой диссертации описывается куб сложности свя-
занных систем (рис. 1). Если положить, что связь между отдель-
ными системами описывается некоторой топологией, то можно
выделить три независимых измерения сложности: сложность от-
дельных систем, сложность топологии связности и сложность са-
мих связей.

Рис. 1. Куб сложности для связанных динамических систем

12
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В диссертации [65] выделяются диффузионно связанные си-
стемы, которые, в свою очередь, подразделяются на статически
связанные и динамически связанные. В статически связанных си-
стемах, например (1)–(2), есть лишь зависимость от мгновенных
значений состояний и нет состояния связи. Входы системы связа-
ны с относительными состояниями алгебраическим уравнением:

�̇�(𝑡) = 𝑢(𝑡),(1)

𝑢(𝑡) = −𝐿(𝑡)𝑥(𝑡),(2)
где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 – вектор состояний систем, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑛 – вектор вхо-
дов систем, 𝐿(𝑡) – зависящая от времени матрица Кирхгофа связи
отдельных систем (в зарубежной литературе матрица Кирхгофа
чаще называется матрицей Лапласа или дискретным лапласиа-
ном). Для графа 𝒢 = (𝑉,𝐸,𝐴) с матрицей весов ребер 𝐴 матрица
Кирхгофа определяется как

𝐿(𝐴) =

{︃
−𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗,∑︀

𝑖 ̸=𝑗 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 = 𝑗.

В противоположность этому динамически связанные систе-
мы характеризуются тем свойством, что они зависят от мгновен-
ного значения относительных состояний и от состояния связи,
т.е. сами описываются динамической системой. В динамических
соединениях входы систем связаны с относительными состояни-
ями дифференциальным уравнением. Пример динамически свя-
занных систем:

�̇�𝑘(𝑡) = 𝐴𝑥𝑘(𝑡) + 𝐵𝑢𝑘(𝑡),(3)

𝑦𝑘(𝑡) = 𝐶𝑥𝑘(𝑡),(4)

�̇�𝑘(𝑡) = 𝐸𝑧𝑘(𝑡) + 𝐹𝛿𝑘(𝑡),(5)

𝑢𝑘(𝑡) = 𝐺𝑧𝑘(𝑡) + 𝐻𝛿𝑘(𝑡),(6)

𝛿𝑘(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑤𝑘,𝑗(𝑡)(𝑦𝑘(𝑡) − 𝑦𝑗(𝑡)),(7)

где 𝑥𝑘(𝑡) ∈ R𝑛 – вектор состояний 𝑘-й системы; 𝑢𝑘(𝑡) ∈ R𝑝 –
вектор ее входов; 𝑦𝑘(𝑡) ∈ R𝑞 – выходов; 𝑧𝑘(𝑡) ∈ R𝑚 – состояние
связи; 𝛿𝑘(𝑡) – относительный выходной сигнал.
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Следует отметить сборник лекций [19], в котором обобща-
ется и систематизируется проблематика, связанная с сетевыми
системами, т.е. с системами взаимосвязанных агентов (вид свя-
зей определяется графом). В указанном сборнике производится
следующая классификация сетевых систем:

1) линейные системы, например, модели динамики мнений,
компартментальные модели живых систем, модели опти-
мального патрулирования периметра и т.п., включающие

а) системы усреднения c дискретным временем вида

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘),

где 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) – матрица 𝑛 × 𝑛, 𝑎𝑖𝑗 > 0,
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗 = 1,
𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛.

б) системы усреднения с непрерывным временем вида

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡),

включая модели образования роя, непрерывные мо-
дели динамики мнений, модели соединения RC-
элементов электрической цепи и пр. Во всех случаях,
матрица 𝐴 связана с графом связи отдельных систем
через матрицу Кирхгофа.

2) нелинейные системы, включая

а) модели Лотка–Вольтерра популяционной динамики
вида

�̇�1 = 𝑥1(𝑟1 + 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2),

�̇�2 = 𝑥2(𝑟2 + 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2),

б) модели распространения вирусов вида

�̇�(𝑡) = 𝛽(𝐼 − diag(𝑥(𝑡)))𝐴𝑥(𝑡),
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в) сети соединенных осциляторов с моделью Курамото
вида

𝜃𝑖 = 𝜔𝑖 −𝐾/𝑛
𝑛∑︁

𝑗=1

sin(𝜃𝑖 − 𝜃𝑗), 𝑖 = 1, 𝑛,

г) модели построения строя роботов, в которых необ-
ходимо поддерживать постоянное расстояние между
определенными элементами строя.

Задачи сетевого управления освещаются во многих статьях
отечественных авторов (например, [1, 4, 5, 18]): П.Ю. Чеботарева,
Р.П. Агаева, Н.О. Амелиной, Я.И. Квинто и др.

2. Задачи, решаемые с помощью агентного подхода

2.1. Математика
Существуют многочисленные многоагентные подходы (рое-

вая оптимизация и близкие методы) к решению задач дискретной
оптимизации. Из них наиболее известны генетические алгорит-
мы, алгоритм муравьиной колонии и метод роя частиц. Менее
известны алгоритм пчелиной колонии, искусственные иммунные
системы, алгоритмы разумных капель, алгоритм кукушки и дру-
гие алгоритмы, основанные на биологических и физических ме-
тафорах. Данные подходы хорошо исследованы и им посвяще-
но большое количество обзоров, например [61]. Однако следует
отметить, что наблюдается тенденция к злоупотреблению подоб-
ными метафорами, когда под экзотической аналогией скрывается
уже хорошо известный метод [32].

2.2. Механика
В механике твердого тела, в механике жидкости и газа су-

ществуют подходы, в которых среда рассматривается как множе-
ство последовательно движущихся по дискретной решетке или
сталкивающихся фиктивных частиц, т.е. как клеточный автомат.
Примерами таких методов является movable cellular automaton
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(MCA, [10]), Lattice Gas cellular automata и Lattice Boltzmann
methods (LBM).

Пусть 𝑓𝑖(�⃗�, 𝑡) – одночастичная функция распределения, да-
ющая вероятность нахождения частицы со скоростью �⃗�𝑖 в клетке
�⃗� в момент времени 𝑡. Скорость �⃗�𝑖 может принимать значение
из некоторого конечного множества, зависящего от типа решет-
ки, например �⃗�𝑖 = (cos(2𝜋𝑖/6), sin(2𝜋𝑖/6)) для гексагональной
сетки. Функция перехода клеточного автомата в LBM обычно со-
стоят из двух шагов вида:

1. Релаксация (также говорят «шаг коллизий»)

𝑓 𝑡
𝑖 (�⃗�, 𝑡 + 𝛿𝑡) = 𝑓𝑖(�⃗�, 𝑡) +

1

𝜏
(𝑓𝑒𝑞

𝑖 − 𝑓𝑖),

где �⃗� – вектор координат клетки в решетке; 𝑓𝑒𝑞
𝑖 – локальная функ-

ция равновесия, аппроксимирующая распределение Больцмана

𝑓𝑒𝑞(�⃗�𝑖) = 𝜌
(2𝜋𝑅𝑇 )𝐷/2 𝑒

− (�⃗�𝑖−�⃗�)2

2𝑅𝑇 (𝑅 – универсальная газовая посто-

янная; 𝑇 – температура; 𝜌 – плотность среды; 𝑢 – макроскопи-
ческая скорость газа; 𝐷 – размерность пространства); 𝜏 – время
релаксации; 𝛿𝑡 – шаг дискретного времени.

2. Распространение потоков:

𝑓𝑖(�⃗� + �⃗�𝑖𝛿𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡) = 𝑓 𝑡
𝑖 (�⃗�, 𝑡 + 𝛿𝑡).

Рис. 2. Тактовое функционирование клеточного автомата
для LBM вида 𝐷2𝑄9

В работе С. Вольфрама [66] рассматривается применение
LBM к моделям жидкостей, описываемых уравнениями Навье–
Стокса. Отметим, что в этих моделях применяют автоматы с тре-
угольными, квадратными, шестиугольными и другими ячейками.
16



Системный анализ

Общая схема классификации моделей имеет вид 𝐷𝑛𝑄𝑚. Здесь
𝐷𝑛 – это размерность 𝑛 решетки, 𝑄𝑚 – количество 𝑚 соседей
для клетки, включая ее саму. Преимуществом данных методов
над традиционными методами вычислительной механики явля-
ется легкость применения параллельных вычислений. Существу-
ют специализированные обзоры таких подходов, составленные
специалистами по механике (например, [63]), автору же данного
обзора хочется отметить, что именно клеточные автоматы, перво-
начально описывающие динамику газа, породили многие из мо-
делей поведения толпы.

2.3. Биология и медицина
Биомедицинские многоагентные модели обычно напомина-

ют модели из предыдущего подраздела. В качестве клеток кле-
точного автомата в модели обычно берутся живые клетки. Напри-
мер, в статье [13] описан двухмерный клеточный автомат (рис. 3),
моделирующий развитие опухоли. В качестве ячеек автомата рас-
сматриваются нормальные и опухолевые клетки, а функция пе-
рехода автомата учитывает уровень насыщенности кислородом,
близость клетки к сосуду и разное поведение нормальных и рако-
вых клеток. Показывается, что ток крови и неоднородность крас-
ных кровяных телец играют главные роли в развитии таких коло-
ний клеток, даже когда красные кровяные тельца проходят через
сосуды в нормальной, здоровой ткани.

Правила эволюции вышеуказанного клеточного автомата та-
ковы:

1. Пустой или занятый сосудом элемент не развивается, за
исключением случая, когда в соседнем занятом элементе проис-
ходит деление клетки.

2. Распределение кислорода рассчитывается путем решения
соответствующей краевой задачи

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= 𝐷𝑃∇2𝑃 − 𝑘(�⃗�)𝑃,(8)

−𝐷𝑃n𝑤 · ∇𝑃 = 𝒫(𝑃𝐵 − 𝑃 ),(9)

n|𝜕Ω · ∇𝑃 = 0,(10)
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Рис. 3. Начальное распределение элементов клеточного
автомата. Черные клетки пустые, белые заняты сосудами,

светло-серые – раковыми клетками и темно-серые –
нормальными клетками

где 𝑃 – распределение внеклеточного кислорода, 𝐷𝑃 – коэффици-
ент диффузии, 𝑘(�⃗�) – скорость потребления кислорода в позиции
�⃗�, n𝑤 – вектор внешней к стенке сосуда единичной нормали, 𝒫
– проницаемость сосуда, 𝑃𝐵 – уровень кислорода внутри сосуда,
n|𝜕Ω – вектор внешней единичной нормали к границе области.
Величина 𝑘(�⃗�) обновляется на каждом шаге функционирования
клеточного автомата и зависит от клеток в позиции �⃗�.

3. Тип клетки в занятом элементе хранится в векторе состо-
яния. Клетки пытаются делиться на каждом шаге.

4. Правила процесса деления зависят от типа клетки. Для
нормальной клетки определяется локальная концентрация кисло-
рода. Если концентрация кислорода ниже порогового значения,
клетка погибает, в противном случае пытается делиться. Поро-
говое значение определяется по состоянию ближайших соседей.
Если клетка окружена по большей части нормальными, а не рако-
выми клетками, то фиксируется пороговое значение 𝑁𝑇1, в про-
тивном случае фиксируется 𝑁𝑇2 > 𝑁𝑇1.

Правила для раковых клеток аналогичны правилам для нор-
мальных клеток, за исключением того, что сравнение между
уровнем кислорода и пороговым значением определяет только то,
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будет ли клетка делиться. Правила гибели раковой клетки опреде-
ляются по-другому. Если с клеткой соседствует больше раковых
клеток, чем нормальных, тогда для нее фиксируется пороговое
значение 𝐶𝑇1, в противном случае фиксируется 𝐶𝑇2 > 𝐶𝑇1.

Неравенства 𝐶𝑇1 < 𝐶𝑇2 и 𝑁𝑇1 < 𝑁𝑇2 означают, что клетки с
большей вероятностью делятся, если они, в основном, окружены
клетками того же типа.

5. Элементы, занятые раковыми клетками, в которых локаль-
ная концентрация кислорода ниже порогового, входят в покояще-
еся состояние, в течение которого большая часть функций клетки
приостанавливается, включая пролиферацию. При входе в это со-
стояние запускается таймер, увеличивающийся на единицу каж-
дый шаг, когда ячейка остается в состоянии покоя. Если таймер
достигает заданного значения, клетка погибает. Однако, если в
какой-то момент уровень кислорода перейдет выше порогового
значения, ячейка вернется к размножающемуся состоянию, а ее
таймер сбросится до нуля.

6. Элементы, занятые нормальными и раковыми клетками,
являются потребителями кислорода.

7. Если уровень кислорода в элементе, занятом клеткой, вы-
ше порога, то клетка будет делиться, если в ее окрестности ради-
уса 𝑅 есть пустые элементы. Если свободное место есть, то новая
клетка переходит в свободный элемент с наибольшей концентра-
цией кислорода. Иначе клетка не может делиться и погибает.

Модель роста опухоли в статье [44] также основана на кле-
точном автомате, подобном вышеупомянутому, но учитывает ге-
нетические особенности злокачественных клеток, делающих их
нечувствительными к сигналам прекращения роста, выключаю-
щими программу клеточной смерти (апоптоза) и т.п.

В статье [45] моделируется процесс функциональной адап-
тации костной ткани с помощью гибридного (т.е. сочетающего
дискретные и непрерывные правила) клеточного автомата, подоб-
ного используемым в механике твердого тела.

В статье [24] приведена простая многоагентная модель эпи-
демии. Модель была предназначена для исследования влияния та-
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ких факторов, как начальное количество инфицированных, плот-
ность популяции и максимальное количество клеток, через кото-
рое может распространяться инфекция. Далее это направление
исследований получило определенную популярность и сейчас
существуют агентные модели эпидемии, учитывающие образцы
человеческого поведения, полученные из реальных данных, мо-
бильность и т.д., например, [22].

2.4. Неклассические вычисления
Многоагентный подход применяется в неклассических вы-

числениях, например, в биологических вычислениях. Слизевик
Physarum polycephalum (гигантское многоядерное одноклеточное
существо, рис. 4) часто применяется как модельный организм для
биологических вычислений, который может быть запрограмми-
рован различными внешними стимулами. В ответ на эти стиму-
лы он растет, меняет конфигурацию, выпускает ложноножки и
т.п. [30], что и кодирует определенные операции над числами,
помимо этого слизевик способен к обучению и самообучению.
Например, в свое время этот слизевик был использован в каче-
стве системы управления роботом, избегающим света.

Рис. 4. Physarum polycephalum на стволе дерева (фотография
frankenstoen – flickr, CC BY 2.5,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=18930526)
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Существует сайт http://www.phychip.eu/, посвященный про-
екту PhyChip – построению вычислительной системы на основе
слизевиков Physarum. В статье [29] рассматривается многоагент-
ная среда, симулирующая поведение Physarum polycephalum.

Поведение слизевиков привело к созданию моделей движе-
ния толпы [33]. Предлагается основанная на клеточном автомате
модель Physarum, которая имитирует процесса поиска и диффу-
зии пищи, роста организма, создания ложноножек для каждого
организма. При этом выбору оптимального пути эвакуацией тол-
пы соответствует оптимальный выбор ложноножки моделируе-
мого организма Physarum.

Также существуют связанные с поведением слизевиков мо-
дели из различных видов неклассической логики и теории игр
[55, 57, 58]. В статье [56] рассматривается клеточные автоматы
с правилами, меняющимися на каждом ходу. Используя эти ав-
томаты, возможно формализовать рефлексивные игры на основе
контекста для 𝑘 игроков на разных конечных или бесконечных
уровнях рефлексии. Каждый игрок имеет собственное правило
принятия решения, определяемое логической функцией на сво-
их выигрышах в контексте, который постоянно изменяется. Это
правила нулевого уровня рефлексии. Если игрок 1 следует прави-
лу принятия решения, которое является логической комбинацией
с решающим правилом игрока 2 нулевого уровня рефлексии, то
мы говорим, что правило решения игрока 1 относится к первому
уровню. Между тем, если игрок 2 следует правилу принятия ре-
шения, которое является логической комбинацией с решающим
правилом игрока 1 первого уровня рефлексии, то говорится, что
правило решения игрока 2 относится к второму уровню и т.д.

В работе [59] рассматривается роевое поведение алкоголиков
с точки зрения неклассической логики. В качестве роев рассмат-
риваются небольшие группы собутыльников. Было обнаружено,
что алкоголики образуют сеть, состоящую из нескольких неболь-
ших групп. Задача оптимизации обычных напитков решена не
небольшой группой, а всей сетью, т.е. несколькими группами,
члены которых взаимосвязаны.
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Дело в том, что каждая небольшая группа алкоголиков по-
является и исчезает в разных условиях, но сеть, к которой от-
носятся эти алкоголики, остается практически постоянной. Ока-
залось, что небольшие группы лиц, страдающих алкоголизмом,
нестабильны и, обмениваясь своими членами, могут слиться или
разделиться для оптимизации потребления алкоголя. Те же по-
веденческие закономерности наблюдаются у слизевиков: сплав-
ление и расщепление перед аттрактантами для оптимизации их
захвата.

Внешние стимулы (аттрактанты) для слизевиков представ-
ляют собой кусочки питательных веществ, разбросанных перед
этим организмом. Аттрактанты для алкоголиков представлены
местами, где они могут спокойно пить в небольших группах. 38%
респондентов предпочитают пить в одном месте и 62% в разных
местах. Аргументы при выборе мест следующие: короткое рас-
стояние от дома, низкая цена, качество напитков.

2.5. Транспорт
Агентные (микроскопические) модели применяются для мо-

делирования транспортных потоков, обычно однополосных. В
основе подходов лежит концепция «о желании придерживать-
ся при движении безопасной дистанции до лидера». В моно-
графии [3] приводятся, например, модель оптимальной скоро-
сти Нагеля–Шрекенберга, основанная на клеточных автоматах,
которая является простейшей. В этой модели на каждом шаге
𝑚 → 𝑚 + 1 состояние всех автотранспортных средств в систе-
ме обновляется в соответствии со следующими правилами (здесь
𝑣𝑛 6 𝑣max – скорость, а 𝑠𝑛 – координата 𝑛-го транспортного сред-
ства):

1) ускорение (отражает тенденцию двигаться как можно быст-
рее, не превышая максимально допустимую скорость):

𝑣𝑛(𝑚 + 1) = min{𝑣𝑛(𝑚) + 1, 𝑣max};

2) торможение (гарантирует отсутствие столкновений с впе-
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реди идущими автотранспортными средствами):

𝑣𝑛(𝑚 + 1) = min{𝑣𝑛(𝑚), 𝑠𝑛+1(𝑚) − 𝑠𝑛(𝑚) − 𝑑},

где 𝑑 ∼ 7,5 м;

3) случайные возмущения (учитывают различия в поведении
транспортных средств):

𝑣𝑛(𝑚 + 1) =

{︃
max{𝑣𝑛(𝑚) − 1,0}, с вероятностью 𝑝,

𝑣𝑛(𝑚), с вероятностью 1 − 𝑝;

4) движение:
𝑠𝑛(𝑚 + 1) = 𝑠𝑛(𝑚) + 𝑣𝑛(𝑚).

В работе [35] приводятся модели кратковременной динамики
следования за лидером, которые описывают непрерывные задачи
обратной связи (ускорение и торможение) и задачи дискретно-
го выбора как ответ на окружающий транспортный поток. Стиль
вождения агентов характеризуется параметрами модели – време-
нем реакции, желаемой скоростью и т.п. Также используются пе-
ременные внутреннего состояния, соответствующие уму агента,
для описания опыта водителя. На поведение водителя действуют
соседние транспортные средства и другие внешние воздействия.

2.6. Модели толпы
Предположительно самая первая работа, описывающая

агентный подход к моделированию роя или стаи, – это статья
Рейнольдса [52]. В ней выделено три основных принципа по-
строения роя:

∙ избегание столкновений: избегать столкновений с ближай-
шими соседями по рою;

∙ совпадение скоростей: пытаться двигаться с той же скоро-
стью, что и ближайшие соседи по рою;
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∙ центрирование по рою: пытаться держаться близко к бли-
жайшим соседям по рою.

Автор предлагал применять вышеизложенные принципы для
графического отображения роя частиц, но вскоре они нашли и
другие применения.

В работе [31] использован двухмерный клеточный автомат
(так называемый world-space cellular automaton, рис. 5, изображе-
ние из цитируемой ниже работы Ross Mead) с правилами, близ-
кими к Game of Life Конвея, симулирующий образование роя
(swarm) агентов с помощью поля социального потенциала. Аген-
ты отталкиваются друг от друга, если слишком сильно прибли-
зятся или притягиваются, если находятся достаточно далеко друг
от друга. Сила отталкивания и (или) притяжения между двумя
агентами описывается как

𝑓(𝑑) = − 𝑐1
𝑑𝛼1

+
𝑐2
𝑑𝛼2

,

где 𝑐1 , 𝑐2 > 0 , 𝛼1 > 𝛼2 > 0 – параметры агентов, 𝑑 – расстояние
между агентами. Если агент 𝐴 обнаруживает соседей 𝑁1, . . . 𝑁𝑘

на расстояниях 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘, то сила, примененная к агенту 𝑖 сосе-
дом 𝑁𝑖 будет

𝑓𝐴(𝑑𝑖) = − 𝑐1𝑖
𝑑𝛼1𝑖
𝑖

+
𝑐2𝑖
𝑑𝛼2𝑖
𝑖

.

Суммарная сила, примененная к агенту 𝐴 будет

𝐹 (𝐴) =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑓𝐴(𝑑𝑖).

Предполагалось использование миниатюрных роботов, снаб-
женных сенсорами и системой связи, с таким поведением при
ликвидации чрезвычайных ситуаций.

Так вышло, что самая первая работа по моделированию дви-
жения группы людей, которую автор настоящего обзора прочел
и которая определила его интерес к агентным системам – это
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Рис. 5. World-Space Cellular Automaton и его ограничения:
(а) робот между клетками сетки; (б) граница, окружающая
автомат; (в) автомат оборачивается вокруг границы; (г) два

робота пытаются занять одну и ту же клетку

статья [7]. В ней применяется клеточный автомат с вероятност-
ной локальной функцией перехода, изначально предложенный
для моделирования динамики газов, для построения модели дви-
жения неорганизованной группы людей между препятствиями,
например, между ограждениями в метро.

Следует отметить, что в России сложилась своя собствен-
ная школа математического моделирования поведения толпы, и
стоит упомянуть в связи с этим монографию [2], посвященную
математическим моделям управления толпой, поведение которой
описывается как пороговое (конформное) коллективное принятие
решений ее элементами.

2.7. Управление строем
Стоит отметить, что для данного направления характерно,

что одни и те же результаты используются и для моделирования
строя агентов на компьютере, и для проектирования искусствен-
ного интеллекта наземных роботов и БПЛА.

В [16, 39, 41, 42] и других работах того же коллек-
тива авторов описан алгоритм, позволяющий организовывать
строй (formation) агентов, определенный с помощью одной или
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нескольких математических функций. Формация агентов рас-
сматривается как одномерный клеточный автомат (так называе-
мый robot-space cellular automaton), каждая клетка которого со-
держит координаты агента на плоскости, его реальное и желае-
мое взаимное расположение с соседними агентами (см. рис. 6).

Рис. 6. Роботы как ячейки в одномерном клеточном автомате
пространства роботов (Robot-Space Cellular Automaton)

Каждый агент (робот) представим клеткой 𝑐𝑖 одномер-
ного клеточного автомата. Каждая клетка имеет окрестность
{𝑐𝑖−1, 𝑐𝑖, 𝑐𝑖+1}. Пусть желаемая формация задана функцией 𝑓(𝑥),
которая известна одному из агентов 𝑐𝑠𝑒𝑒𝑑 и каждый агент 𝑐𝑖 знает
свои координаты 𝑝𝑖. Желаемое отношение 𝑟𝑖→𝑗,𝑑𝑒𝑠 между 𝑐𝑖 и 𝑐𝑗
определяется как вектор с началом в 𝑝𝑖 и концом в точке пересе-
чения 𝑓(𝑥) и окружности радиуса 𝑅 с центром в 𝑝𝑖, 𝑅 – это же-
лаемое расстояние между агентами. Используя данные сенсоров,
агент выясняет действительное отношение 𝑟𝑖→𝑗,𝑎𝑐𝑡. Данные о
желаемой формации, заданной через 𝑓(𝑥), распространяются ло-
кально от 𝑐𝑠𝑒𝑒𝑑 к соседям и от них далее. Все агенты вычисляют
свои желаемые и действительные отношения с соседями и дви-
жутся таким образом, чтоб минимизировать ‖𝑟𝑖→𝑗,𝑑𝑒𝑠 − 𝑟𝑖→𝑗,𝑎𝑐𝑡‖.
Агенты (наземные роботы) могут сохранять как уже созданный
строй, так и создавать новый. Демонстрируется работа алгорит-
ма на примере колесных роботов, распознающих друг друга по
цветным штрих-кодам и общающихся по радиосети XBee.

В работе [34] для решения сходной проблемы применен иной
подход. Желаемый строй агентов задан графом и задача постро-
ения строя сводится к деформации взвешенного графа, описы-
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вающего исходное расположение агентов, к желаемому виду, с
учетом ограничений по возможностям связи агентов друг с дру-
гом (7). При этом необходим поиск изоморфизма между желае-
мым и существующим графом строя. Координаты агентов с номе-
ром 𝑖 задаются как обыкновенное дифференциальное уравнение
вида (т.н. интегратор первого порядка)

𝑞𝑖 = 𝑢𝑖,

где 𝑞𝑖 – координаты агента, а 𝑢𝑖 – его скорость, являющаяся в
данном случае управлением.

Рис. 7. Траектории агентов, занимающих желаемое положение

Статья [8] описывает построение строя роботов во многом
аналогично ранее цитированной статье, однако, предлагаемый в
работе подход корректно обрабатывает ситуации возможной по-
ломки, присоединения новых агентов к строю и смены поло-
жения цели, работоспособность подхода проверена при помощи
компьютерного моделирования. Также проанализирована работа
алгоритма в условиях введения ошибки измерений и при наличии
препятствий.

В статье [5] также решается задача управления формациями,
а именно задача обобщения алгоритма равноудалённого распо-
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ложения агентов на заданном фиксированном отрезке. Показана
связь между задачей расположения на отрезке и классической
задачей достижения консенсуса. Поведение агентов здесь описы-
вается, из соображений большей физичности модели, интеграто-
рами второго порядка:

𝑞𝑖 = 𝑢𝑖,

где 𝑞𝑖 – координаты агента, а 𝑢𝑖 – его ускорение, являющаяся в
данном случае управлением.

Работа [20] описывает построение такого строя БПЛА, кото-
рый позволял бы поддерживать сеть связи БПЛА в максимально
связном состоянии. Положения агентов задаются системой диф-
ференциальных уравнений и задача рассматривалась с точки зре-
ния теории устойчивости.

Довольно большой обзор по задачам построения строя при-
веден в [46].

2.8. Модели системы связи
В этом направлении существуют два (возможно пересекаю-

щихся) класса агентных моделей. Один из них описывает постро-
ение реального протокола связи внутри телекоммуникационной
сети, а второй предназначен для компьютерных симуляций теле-
коммуникационных сетей.

В одном из ранних обзоров [64] перечисляются различные
многоагентные модели построения сетей связи. В качестве аген-
тов рассматриваются, естественно, сами узлы телекоммуникаци-
онной сети (рис. 8), при этом для таких агентов также может
применяться модель BDI. Приводятся примеры распределенного
и децентрализованного управления сетью, муравьиных алгорит-
мов маршрутизации и прочие решения, основанные на агентном
подходе. Многие из них сохраняют актуальность и развиваются
и по сей день.

В статье [43] было, вероятно, впервые описано применение
многоагентного подхода к моделированию сети связи. В статье
указывалось, что такие традиционные модели телекоммуникаци-
онной сети, как теория очередей, сети Петри или исчисление про-
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Рис. 8. Пример структуры агента телекоммуникационной сети

цессов, не вполне подходят для представления мобильных сетей
или основанных на применении политик (policy-based) сетей, так
как приводят к сложным и трудноразрешимым уравнениям, иг-
норируют индивидуальное поведение узлов и требуют задания
ограниченного числа возможных состояний сети. Моделирова-
лась система связи с сообщениями трех классов по QoS и пя-
тью типами поведения узлов, включающими поведение узлов с
динамической и статической маршрутизацией, а также разными
способами построения очереди сообщений.

В связи с появлением концепции «интернета вещей» мно-
гоагентные системы как основа для разработки [38] и модели-
рования [15] сети связи становятся все более актуальными. В
этом случае реальным прототипом агентов являются смартфоны,
встраиваемые сетевые устройства и т.п., оснащенные специаль-
ными программными компонентами, позволяющими отображать
в Web данные, задачи и службы всей системы агентов.

В работе [6] решается задача, во многом аналогичная задаче
построения строя агентов, однако в ней с помощью графа зада-
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ется не пространственные взаимоотношения между агентами, а
желаемая форма сети связи. Агенты, обмениваясь сообщениями
о фрагментах желаемой системы связи, организуют каналы свя-
зи со своими соседями в соответствии с полученными данными
так, чтоб разница между желаемым и возможным для построения
фрагментом графа связи была минимальным.

2.9. Модели боевых действий
Многоагентные модели применяются при моделировании

боевых действий, особенно современных локальных конфлик-
тов (так называемых stability operations), для которых оказались
не применимыми традиционные модели, оперирующие, главным
образом, некоторыми интегральными показателями для боль-
ших военных соединений. С конца 1990-х – начала 2000 гг.
получили определенную известность среды моделирования кон-
фликта ISAAC и EINSTein, разработка US Marine Corps Combat
Development Command. В монографии [28] дано подробное опи-
сание алгоритмов и интерфейсов вышеуказанных систем, а так-
же исследованы различные феномены типа самоорганизующейся
тактики агентов.

Также известны, например, модель Map Aware Non-uniform
Automata (MANA), разработанная Operations Analysis group в
Defence Technology Agency (DTA), Новая Зеландия или же
Pythagoras – разработка Marine Corps Warfighting Laboratory ми-
нистерства обороны США [40, 53]. Кроме того, конфликты моде-
лируют и в средах агентного моделирования общего назначения
типа NetLogo.

Помимо упомянутых систем, автором настоящего обзора бы-
ла разработана программа моделирования движения и боевых
действий иерархически организованных агентов «Бокоход» (но-
мер свидетельства о государственной регистрации Роспатентом
2016615934), которая имела в своей основе алгоритм, близкий к
описанному в [28]. Данный алгоритм изложен в работе [37], и, в
отличие от ранее упомянутых алгоритмов ISAAC, сфокусирован,
главным образом, на конфликте агентов в условиях неизвестно-
го и, возможно, постоянно изменяющегося окружения, состоя-
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щего из ячеек разной степени проходимости. Для этой цели в
программе «Бокоход» реализован поиск локально-оптимальных
маршрутов агентов. Также используется особый математический
формализм, в котором агент не является отдельной от среды сущ-
ностью, а является частью состояния ячейки world-space cellular
automaton, моделирующего окружающую среду. В результате это-
го достигается определенный прирост производительности про-
граммы. При этом если имеется несколько агентов, претендую-
щих на одну ячейку, ячейка разыгрывается между ними по опре-
деленному алгоритму.

2.10. Социально-экономические науки
Наконец, многоагентное моделирование применяется и в

социально-экономических науках. Применение таких моделей в
экономике стало распространенным, по всей вероятности, после
мирового финансового кризиса 2008 г., как утверждается в мо-
нографии [25]. Преимущество агентного моделирования в том,
что оно хорошо отражает сложность взаимоотношений различ-
ных людей, домохозяйств и фирм в динамике. Агентное модели-
рование позволяет непосредственно связать микроуровень и мак-
роэкономическую ситуацию и не требует равновесия экономиче-
ской системы.

При этом следует отметить, что обзорные статьи на тему
применения агентного моделирования в экономике появились на-
много раньше, как, например статья [48], изданная в виде отчета
еще в 2005 г.

Агентные модели используются и для описания социальных
сетей, как естественно и давно существующих в обществе, так
и для компьютерных социальных сетей. Например, работа [12]
предлагает многоагентную модель добавления «друзей» в со-
циальной сети Facebook, построенную по результатам анализа
данных студентов Калифорнийского технологического института
(Caltech).

В работе [47] приведен большой обзор (по сути, учебник)
моделей динамики мнений в социальных сетях. Рассматриваются
предложенные в 1950–90 гг. модель эволюции мнений Френча–де
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Гроота
𝑥(𝑘 + 1) = 𝑊𝑥(𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . ,

где 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) – 𝑛 × 𝑛 матрица весов влияния, 𝑤𝑖𝑗 > 0, модель
Абельсона

�̇�(𝑡) = −𝐿[𝐴]𝑥(𝑡),

где 𝐿[𝐴] – матрица Кирхгофа, модель Фридкина-Джонсена

𝑥(𝑘 + 1) = Λ𝑊𝑥(𝑘) + (𝐼 − Λ)𝑢,

где Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛), где 𝜆𝑖 ∈ [0, 1] означает восприимчи-
вость 𝑖−го агента к процессу социального влияния, 𝑢 – постоян-
ный вектор предубеждений агентов, и Тэйлора

�̇�𝑖(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗(𝑡) − 𝑥𝑖(𝑡)) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑏𝑖𝑘(𝑠𝑘 − 𝑥𝑖(𝑡)),

где 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) – 𝑛×𝑛 матрица весов, 𝐵 = (𝑏𝑖𝑘) – 𝑛×𝑚 неотрица-
тельная матрица «констант убедительности». Также исследуется
взаимосвязь этих моделей с современными многоагентными мо-
делями.

В статье [23] исследуется поведение группового консенсуса,
который зависит от нескольких утверждений, одно из которых
является ложным. Показывается, как существование логических
ограничений на убеждения влияет на коллективную сходимость
к общей системе убеждений и, напротив, на то, как набор про-
извольно связанных убеждений, разделяемых меньшинством, мо-
жет стать разделяемым большинством. В качестве примера рас-
сматривается динамика мнений жителей США относительно вво-
да войск в Ирак при изменении их уверенности в утверждени-
ях

1. У Саддама Хусейна есть запас оружия массового уничто-
жения.

2. Оружие массового уничтожения у Саддама Хусейна яв-
ляется реальным и представляет опасность для региона и всего
мира.
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3. Упреждающее вторжение в Ирак является справедливой
войной.

Математической моделью динамики убеждений является
обобщение модели Фридкина–Джонсена.

𝑋(𝑘 + 1) = 𝐴𝑊𝑋(𝑘)𝐶⊤ + (𝐼 −𝐴)𝑋(0), 𝑘 = 0, 1, . . . ,

где 𝑋(𝑘) – 𝑛×𝑚 матрица позиций 𝑛 индивидуумов по 𝑚 взаимо-
зависимым вопросам; 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) – 𝑛×𝑛 матрица весов влияний;
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) – диагональная 𝑛×𝑛 матрица со значениями на главной
диагонали 𝑎𝑖𝑖 = 1−𝑤𝑖𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛; 𝐶 – 𝑚×𝑚 матрица зависимостей
между вопросами; 𝐼 – 𝑛 × 𝑛 тождественная матрица. В данной
модели консенсус может не достигаться.

3. Заключение

Подытожим, что многоагентные системы можно условно по-
делить на

1) системы агентов с непрерывными и дискретным временем,
которое может быть как общее для всех агентов системы,
так и разное для разных агентов;

2) системы агентов на сетке и в обычном евклидовом про-
странстве (и, возможно, в других топологических про-
странствах);

3) системы, в которых агенты перемещаются по некоторому
пространству и системы, в которых пространство состоит
исключительно из агентов;

4) системы, в которых агенты являются исключительно вир-
туальными сущностями среды моделирования и в которых
агенты являются реальными устройствами, например, ра-
диостанциями.

В некоторых случаях, из дискретных агентных моделей могут в
пределе получаться соответствующие непрерывные, хотя в об-
щем случае это не очевидно. Можно видеть, что некоторые мо-
дели пришли из биологии, но стали затем использоваться для
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производства вычислительной техники, другие модели заимство-
ваны из механики, но нашли широкое применение в моделирова-
нии социально-экономических процессов. Это показывает некую
глубинную общность, присутствующую во всех сложных систе-
мах, универсальность неприменимости самоорганизации в самых
разных науках.

Также можно отметить, что сам подход к конструкции мно-
гоагентной модели может сильно различаться. Часть исследовате-
лей описывают модель языком дифференциальных уравнений и
видят в ней соединенные динамические системы, тогда как дру-
гая часть представляет похожую модель как состояния и пере-
ходы и обращается, в основном, дискретному аспекту процес-
са моделирования, например, к разработке неклассических логик
различных типов.

Далее планируется продолжить свой обзор многоагентных
технологий и провести сравнение основных языков описания
агентных моделей и средств моделирования.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СЛЕЖЕНИЯ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ МЕТОДА

ИНВАРИАНТНЫХ ЭЛЛИПСОИДОВ1

Железнов К. О.2 , Квинто Я. И.3 , Хлебников М. В.4

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Рассматривается одна из возможных постановок задачи слеже-
ния для линейной системы управления. В качестве технического
средства используется метод инвариантных эллипсоидов, что
позволяет переформулировать исходную задачу в терминах ли-
нейных матричных неравенств и свести ее к задаче полуопре-
деленного программирования. Численное моделирование демон-
стрирует эффективность предложенного подхода.

Ключевые слова: задача слежения, линейная система управления,
линейные матричные неравенства, инвариантные эллипсоиды.

1. Введение

Как хорошо известно, задача слежения является одной из ос-
новных задач теории управления; этой тематике посвящено мно-
жество публикаций, см., например, [5, 10, 12, 15, 16]. Известны
самые различные постановки задач слежения: это и классическая
задача линейного оптимального управления с помощью линей-
ного следящего управления [10], и задача слежения с использо-
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(проект №18-08-00140).
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(yanakvinto@mail.ru).
4Михаил Владимирович Хлебников, доктор физико-математических
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ванием естественного следящего управления [15], и нелинейная
задача слежения [12], и многие другие. Столь же широк и спектр
подходов к их решению; среди наиболее известных можно вы-
делить линейное следящее управление, естественное следящее
управление, аппроксимирующую последовательность уравнений
Риккати. В рамках ℓ1-теории робастного управления решена за-
дача точной оценки качества слежения робастной системы управ-
ления в условиях полной априорной информации о номинальной
модели и верхних границах неопределенностей и внешних воз-
мущений [5].

В настоящей работе предложен подход к одной из возмож-
ных постановок задачи слежения на основе метода инвариант-
ных эллипсоидов [3, 6]. Такой подход прост с технической точки
зрения, позволяет легко учитывать ограниченность управления и
имеет большой потенциал и возможности для обобщений. Наи-
более идейно близкой публикацией к данной работе является [1],
посвященная линейной задаче слежения по выходу системы. Од-
нако в [1] предполагается, что задающий сигнал удовлетворяет
некоторому дифференциальному уравнению, в которое в качестве
одного из слагаемых входит ограниченное возмущение. В настоя-
щей работе предполагается только ограниченность сигнала и его
производной, что позволяет рассматривать более широкий класс
задающих сигналов.

В качестве технического средства задействован мощный ап-
парат линейных матричных неравенств [4, 11], который позво-
ляет свести исходную задачу к поиску инвариантного эллипсо-
ида, содержащего фазовое состояние динамической системы. С
вычислительной точки зрения проблема сводится к решению за-
дачи полуопределенного программирования; для ее решения су-
ществуют эффективные программные средства, в частности сво-
бодно распространяемые пакеты SDPT3 [21, 22], YALMIP [19] и
cvx [13, 14] на базе системы MATLAB.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим линейную непрерывную систему управления
(1) �̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢+𝐷𝑓, 𝑥(0) = 𝑥0,

где 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑛, с фазовым состоянием
𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, управлением 𝑢(𝑡) ∈ R𝑝 и задающим сигналом 𝑓(𝑡) ∈
R𝑛, удовлетворяющим ограничению

(2)
⃦⃦⃦(︂𝑓

𝑓

)︂⃦⃦⃦
6 𝛾 для всех 𝑡 > 0.

Отметим, что никаких других ограничений на задающий сигнал
𝑓(𝑡) не накладывается. Пара (𝐴,𝐷) предполагается управляемой.

Здесь и далее ‖ · ‖ — евклидова норма вектора; ⊤ — символ
транспонирования; tr — след матрицы; 𝐼 — единичная матрица
соответствующей размерности, а все матричные неравенства по-
нимаются в смысле знакоопределенности матриц.

Задача состоит в построении статической линейной обрат-
ной связи, которая: а) стабилизирует линейную систему (1)–(2),
т. е. делает матрицу системы гурвицевой, что гарантирует огра-
ниченность траекторий системы, и б) минимизирует рассогласо-
вание
(3) 𝑒 = 𝑥− 𝑓 ∈ R𝑛;

критерий минимизации рассогласования 𝑒 будет обсужден в сле-
дующем разделе.

Непосредственным дифференцированием (3) приходим к си-
стеме

�̇� = 𝐴𝑒+𝐵𝑢+ (𝐴+𝐷)𝑓 − 𝑓.

Введя обозначение

𝑤 =

(︂
𝑓

𝑓

)︂
∈ R2𝑛,

окончательно получаем
(4) �̇� = 𝐴𝑒+𝐵𝑢+𝐷0𝑤,

где
‖𝑤(𝑡)‖ 6 𝛾 для всех 𝑡 > 0,

а
𝐷0 =

(︀
𝐴+𝐷 −𝐼

)︀
.
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Будем полагать, что в каждый момент времени 𝜏 нам до-
ступны значения 𝑒(𝜏) и 𝑤(𝜏), которые будем использовать для
синтеза искомой обратной связи. А именно, будем искать комби-
нированную обратную связь (см. [17]) вида
(5) 𝑢 = 𝐾1𝑒+𝐾2𝑤,

где 𝐾1 ∈ R𝑝×𝑛, 𝐾2 ∈ R𝑝×2𝑛.
При этом, в силу совместной ограниченности значений 𝑓(𝜏)

и 𝑓(𝜏), естественно интерпретировать входной сигнал 𝑤 в (4) как
ограниченное внешнее возмущение.

3. Вспомогательные сведения

Нам понадобятся некоторые сведения, относящиеся к тех-
нике линейных матричных неравенств [4, 11] и методу инвари-
антных эллипсоидов [6]. Инвариантные множества широко ис-
пользуются в различных задачах гарантированного оценивания,
фильтрации и минимаксного управления в динамических систе-
мах при наличии неопределенностей. Принципиальными в этом
направлении можно считать работы Ф. Швеппе [20], А.Б. Кур-
жанского [2] и Ф.Л. Черноусько [9].

Рассмотрим динамическую систему
(6) �̇� = 𝐴𝑥+𝐷𝑤,

где 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐷 ∈ R𝑛×𝑚, c фазовым состоянием 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛,
и внешним возмущением 𝑤(𝑡) ∈ R𝑚, ограниченным в каждый
момент времени:
(7) ‖𝑤(𝑡)‖ 6 1 для всех 𝑡 > 0.

Никаких других ограничений на возмущение 𝑤(𝑡) не накладыва-
ется; так, оно не предполагается ни случайным, ни гармониче-
ским. Заметим, что более общее ограничение вида

‖𝑤(𝑡)‖ 6 𝛾 для всех 𝑡 > 0

легко сводится к рассматриваемому случаю за счет соответству-
ющего масштабирования матрицы 𝐷.

Будем полагать, что система (6) устойчива (матрица 𝐴 гур-
вицева, пара (𝐴,𝐷) управляема).
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Определение 1. Эллипсоид с центром в начале координат

ℰ𝑃 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥⊤𝑃−1𝑥 6 1}, 𝑃 ≻ 0,

называется инвариантным для системы (6)–(7), если из условия
𝑥(0) ∈ ℰ𝑃 следует 𝑥(𝑡) ∈ ℰ𝑃 для всех моментов времени 𝑡 > 0 и
всех допустимых возмущений 𝑤(𝑡).

Это означает, что вектор фазового состояния системы будет
оставаться внутри ℰ𝑃 , если он находится в этом эллипсоиде в
начальный момент времени. Матрица 𝑃 называется матрицей эл-
липсоида ℰ𝑃 .

Отметим, что из условия управляемости системы следует су-
ществование хотя бы одного инвариантного эллипсоида — совпа-
дающего со всем фазовым пространством. Вообще говоря, ин-
вариантный эллипсоид может оказаться неограниченным (матри-
ца 𝑄 = 𝑃−1 вырождена) или иметь меньшую размерность (при
отсутствии управляемости). Далее мы будем иметь дело с регу-
лярным случаем, когда инвариантные эллипсоиды имеют полную
размерность и ограничены.

Теорема 1 [4, 6]. Эллипсоид ℰ𝑃 является инвариантным для
динамической системы (6)–(7) тогда и только тогда, когда его
матрица 𝑃 ≻ 0 удовлетворяет линейному матричному неравен-
ству

𝐴𝑃 + 𝑃𝐴⊤ + 𝛼𝑃 +
1

𝛼
𝐷𝐷⊤ 4 0

при некотором 𝛼 > 0.
Инвариантные эллипсоиды могут рассматриваться как сред-

ство оценивания возможных значений состояния динамической
системы, находящейся под влиянием ограниченного постоян-
но действующего возмущения. Степень влияния ограниченных
внешних возмущений 𝑤(𝑡) на состояние 𝑥(𝑡) системы будем ха-
рактеризовать минимальным инвариантным эллипсоидом. Мини-
мальность эллипсоидов можно понимать по-разному; в дальней-
шем в качестве критерия примем критерий следа tr𝑃 , соответ-
ствующий сумме квадратов длин полуосей эллипсоида с матри-
цей 𝑃 .
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4. Основной результат

Вернемся к задаче минимизации рассогласования 𝑒 = 𝑥 − 𝑓
для системы (1). Будем искать минимальный инвариантный эл-
липсоид для системы (4), замкнутой регулятором (5); она прини-
мает вид
(8) �̇� = 𝐴𝑐𝑒+𝐷𝑐𝑤,

где
𝐴𝑐 = 𝐴+𝐵𝐾1, 𝐷𝑐 = 𝐷0 +𝐵𝐾2.

Сформулируем основной результат работы в виде следую-
щей теоремы.

Теорема 2. Пусть 𝑃 , 𝑌 , 𝐾2 — решение задачи
(9) min tr𝑃

при ограничениях
(10)(︂
𝐴𝑃+𝑃𝐴⊤+ 𝛼𝑃 +𝐵𝑌 +𝑌 ⊤𝐵⊤ 𝛾(𝐷0 +𝐵𝐾2)

𝛾(𝐷0 +𝐵𝐾2)
⊤ −𝛼𝐼

)︂
4 0, 𝑃 ≻ 0,

где минимизация проводится по матричным переменным 𝑃 =
𝑃⊤ ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛, 𝐾2 ∈ R𝑝×2𝑛 и скалярному параметру 𝛼.

Тогда регулятор (5) с матрицей(︀
𝑌 𝑃−1 𝐾2

)︀
стабилизирует систему (4); при этом 𝑃 является матрицей ин-
вариантного эллипсоида для замкнутой системы с нулевым на-
чальным условием.

Доказательство. Применяя Теорему 1 к замкнутой систе-
ме (8) и минимизируя размер инвариантного эллипсоида с мат-
рицей 𝑃 , получаем задачу

min tr𝑃

при ограничениях

(𝐴+𝐵𝐾1)𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾1)
⊤ + 𝛼𝑃+

+
1

𝛼
𝛾2(𝐷0 +𝐵𝐾2)(𝐷0 +𝐵𝐾2)

⊤ 4 0, 𝑃 ≻ 0.
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Воспользовавшись леммой Шура [8], первому из ограниче-
ний придадим вид(︂

(𝐴+𝐵𝐾1)𝑃 + 𝑃 (𝐴+𝐵𝐾1)
⊤ + 𝛼𝑃 𝛾(𝐷0 +𝐵𝐾2)

𝛾(𝐷0 +𝐵𝐾2)
⊤ −𝛼𝐼

)︂
4 0.

Введем вспомогательную матричную переменную

𝑌 = 𝐾1𝑃,

исключая 𝐾1. В силу 𝑃 ≻ 0, матрица 𝐾1 восстанавливается един-
ственным образом:

𝐾1 = 𝑌 𝑃−1.

В результате приходим к утверждению теоремы. Теорема доказа-
на.

Сделаем несколько замечаний и комментариев.
1. В ограничениях оптимизационной задачи, сформулиро-

ванной в теореме, фигурируют как нестрогие, так и строгие мат-
ричные неравенства. Возникающая в связи с этим специфика по-
дробно освещена в [4, гл. 2]; она является типичной для исполь-
зуемой техники.

2. Заметим, что минимизация состояния 𝑒 системы (8) может
осуществляться за счет сколь угодно больших значений управле-
ния, поэтому естественно потребовать введения ограничений на
его величину, например, при помощи явного ограничения вида
‖𝑢(𝑡)‖ 6 𝜇 (см. [7]). Однако в данном случае удобно ввести огра-
ничение на первую компоненту управляющего воздействия (5):
(11) ‖𝐾1𝑒‖ 6 𝜇, 𝜇 > 0.

Дело в том, что в отличие от 𝐾1 параметр 𝐾2 входит в условия
оптимизационной задачи явным образом и поэтому на него — при
необходимости — ограничения могут быть заданы априори.

Как показано в [11], условие (11) гарантируется выполнени-
ем линейного матричного неравенства(︂

𝑃 𝑌 ⊤

𝑌 𝜇2𝐼

)︂
< 0,
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которое добавляется в качестве дополнительного условия к огра-
ничениям задачи, сформулированной в теореме.

3. При фиксированном 𝛼 минимизация (9) при ограничени-
ях (10) представляет собой задачу полуопределенного програм-
мирования. При этом оказывается возможным указать границы
интервала варьирования параметра 𝛼 (подробнее см. [4]). А имен-
но, рассмотрим задачу

min𝜆

при ограничениях(︂
𝐴𝑃 + 𝑃𝐴⊤ + 𝛼𝑃 +𝐵𝑌 + 𝑌 ⊤𝐵⊤ 𝛾(𝐷0 +𝐵𝐾2)

𝛾(𝐷0 +𝐵𝐾2)
⊤ −𝛼𝐼

)︂
4 0,

(︂
𝑃 𝑌 ⊤

𝑌 𝜆𝐼

)︂
< 0, 𝑃 ≻ 0,

где минимизация проводится по матричным переменным 𝑃 =
𝑃⊤ ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌 ∈ R𝑝×𝑛, 𝐾2 ∈ R𝑝×2𝑛, скалярной переменной 𝜆 и
скалярному параметру 𝛼 > 0.

Легко показать, что допустимым диапазоном варьирования
параметра 𝛼 является вся положительная полуось. При каждом
фиксированном значении 𝛼 полученная задача является задачей
полуопределенного программирования; ее решение доставляет
функцию 𝜇min(𝛼) =

√︀
𝜆min(𝛼), на рис. 1 показан график функ-

ции 𝜇min(𝛼) для некоторой системы.

Пусть задан некоторый уровень 𝜇 допустимых управлений.
Тогда проекция сечения надграфика функции на уровне 𝜇 на го-
ризонтальную ось дает соответствующий этому уровню интервал
[𝛼, 𝛼] варьирования параметра 𝛼.

4. Устанавливаемые в теореме условия являются только до-
статочными и приводящими к субоптимальным решениям. Впро-
чем, это замечание относится к большинству результатов, полу-
чаемых в рамках применяемого подхода.

52



Математическая теория управления

α

µmin

α α

µ

Рис. 1. График функции 𝜇min(𝛼)

5. Пример

Продемонстрируем предложенный подход на примере систе-
мы вида (1), в которой числовые значения матриц взяты из задачи
AC11 из библиотеки COMPleib [18]:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1,341 0,9933 0 −0,1689 −0,2518
43,223 −0,8693 0 −17,251 −1,5766
1,341 0,0067 0 0,1689 0,2518
0 0 0 −20 0
0 0 0 0 −20

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0
0 0
0 0
20 0
0 20

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0 0

47,76 −0,268 0 −4,56 4,45
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Решение оптимизационной задачи из Теоремы 2 для 𝛾 = 1 и
𝜇 = 5 достигается при

𝛼 = 6,6;
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этому значению параметра соответствуют следующие величины:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1,8083 −2,1786 −0,8381 5,0692 3,5415
−2,1786 49,171 −0,6509 40,1701 −2,3267
−0,8381 −0,6509 0,6105 −0,8683 −4,2103
5,0692 40,1701 −0,8683 120,707 −35,5206
3,5415 −2,3267 −4,2103 −35,5206 47,381

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐾⊤
1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1245,1 −1685,9
147 −198,6
1935 −2636,1
−79,3 106,9
27,1 −37,5

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐾⊤
2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

7,7995 −3,261
0,5486 −0,3446
0,6452 −0,362
−0,1652 −1,0632
0,2047 0,6886
−0,6452 0,362
−0,0851 0,0212
−0,685 1,357
0,05 0
0 0,05

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

На рис. 2 в качестве иллюстрации изображена проекция ин-
вариантного эллипсоида для замкнутой системы (8) на плоскость
(𝑒1, 𝑒5) и соответствующая проекция траектории системы.

На рис. 3 показаны траектории компонент управления при
задающем сигнале

𝑓(𝑡) =
1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

sin (𝑡/3)
0

cos 𝑡
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

График компоненты 𝑢1(𝑡) показан синим, а компоненты 𝑢2(𝑡) —
красным цветом.

На рис. 4 показана динамика нормы ‖𝑢(𝑡)‖ управляющего
воздействия.

Численное моделирование проводилось при помощи пакетов
SDPT3 и YALMIP в среде MATLAB.
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Рис. 2. Проекция инвариантного эллипсоида
и траектории системы
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Рис. 3. Графики компонент управления

55



Управление большими системами. Выпуск 71

0 5 10 15 20 25 30
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

t

||u
||

Рис. 4. Динамика ‖𝑢(𝑡)‖

6. Заключение

В статье предложен простой и универсальный подход к од-
ной из постановок задачи слежения для линейной динамической
системы. Подход основан на методе инвариантных эллипсоидов
и технике линейных матричных неравенств; при этом синтез ре-
гулятора в форме комбинированной обратной связи свелся к за-
дачам полуопределенного программирования и одномерной ми-
нимизации, легко решающимся численно.

Численное моделирование демонстрирует эффективность
предложенного подхода.

Авторы в дальнейшем предполагают распространить полу-
ченные результаты на динамические системы в дискретном вре-
мени, на робастные постановки задачи, когда в матрицах систе-
мы содержится структурированная матричная неопределенность,
а также на системы, подверженные воздействию внешних возму-
щений.
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Авторы считают своим приятным долгом выразить благодар-
ность анонимным рецензентам за высказанные важные замеча-
ния и полезные предложения.
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Abstract: In the article we propose a simple yet universal approach to
the tracking problem for the linear control system by means of linear
static combined feedback. Our approach is based on the method
of invariant ellipsoids, by which means the optimal control design
reduces to finding the minimal invariant ellipsoid for the closed-
loop system. With such an ideology, the original problem can be
reformulated in terms of linear matrix inequalities, and the control
design problem directly reduces to a semidefinite program and one-
dimensional minimization. These problems are straightforward to
implement numerically using any of the appropriate toolboxes that
are presently available, e.g., MATLAB-based toolboxes SeDuMi and
YALMIP. Another attractive property of the approach is that it is
equally applicable to discrete-time systems (which are not considered
in this article but it is a promising topic for further publications). The
efficacy of the proposed technique is illustrated through application
to the benchmark problem.

Keywords: tracking problem, linear control system, linear matrix
inequalities, invariant ellipsoids.
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Рассматриваются административные и экономические меха-

низмы согласования интересов двух соседних территориаль-

ных субъектов. Исследуется задача управления, которая за-

ключается в распределении двумя соседними субъектами 

средств между развитием своей и общей (трансграничной) 

территории. Для координации деятельности вводится специ-

альный орган управления (координатор, Центр). Экономиче-

ский механизм исследуется в двух вариантах (управление долей 

участия в доходе от развития общей территории и распреде-

ление ресурса). Приводится детальный анализ указанных 

механизмов, а также организационно-экономическая интер-

претация для конкретных задач территориального управле-

ния.  
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1. Введение 

Проблема согласования интересов играет центральную 

роль в исследованиях социально-экономических систем с ис-

пользованием математического моделирования. В российской 

науке основное место здесь занимают два направления. Теория 

активных систем основана в 1970-х годах А.Я. Лернером и 

В.Н. Бурковым в Институте проблем управления РАН и про-

должает активно развиваться там же в русле теории управления 

организационными системами под руководством Д.А. Новикова 

и В.Н. Буркова, а также в других академических учреждениях и 

университетах России и ближнего зарубежья под руководством 

их коллег и учеников [9, 11]. Другое ведущее направление в 

этой области – информационная теория иерархических систем, 

основанная в то же время в Вычислительном центре РАН и в 

МГУ Ю.Б. Гермейером и Н.Н. Моисеевым и развитая в области 

статических моделей В.А. Гореликом, а динамических – 

А.Ф. Кононенко и их учениками [6]. За рубежом соответствую-

щие задачи изучаются в рамках теории контрактов, дизайна 

механизмов, иерархических дифференциальных игр. Несколько 

премий имени А. Нобеля по экономике присуждены за исследо-

вания в данной области (Ф. Кидланд, Э. Прескотт, Л. Гурвиц, 

Р. Майерсон, Э. Маскин, Ж. Тироль). Важное место здесь при-

надлежит понятию цены анархии, характеризующей степень 

согласованности интересов активных агентов [17]. 

Настоящая работа посвящена статическим теоретико-

игровым моделям согласования общественных и частных инте-

ресов (СОЧИ-моделям) при распределении ресурсов в задачах 

территориального управления. В основополагающей статье 

Ю.Б. Гермейера и И.А. Вателя [2] были изучены модели, в 

которых функции выигрыша всех агентов состоят из двух ча-

стей – общественной (одинаковой для всех агентов) и частной 

составляющей. Было показано, что если эта функция имеет вид 

свертки по минимуму, то при естественных предположениях в 

игре существует Парето-оптимальное равновесие по Нэшу (т.е. 

цена анархии равна единице). Исследование игр с учетом част-

ных и общественных интересов продолжено, например, в ста-
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тье [8], однако серьезного развития в работах российских уче-

ных не получило. На Западе мощный поток литературы в этой 

области посвящен экономике общественных благ, изучающей 

оптимальное распределение ресурсов активных агентов между 

производством общественного дохода и частной деятельностью 

([12–14, 19]). Среди недавних работ этого направления можно 

отметить, например, статью [15], посвященную эффективности 

механизма пропорционального распределения делимых ресур-

сов, и статью [16], в которой выявлены условия оптимального 

распределения между досугом и производством общественного 

блага для индивидов с одинаковыми предпочтениями, но раз-

личными возможностями. 

Важно подчеркнуть, что согласование общественных и 

частных интересов само по себе достигается крайне редко, и для 

его обеспечения требуются специальные механизмы управле-

ния. Здесь следует упомянуть пионерскую работу В.Н. Буркова 

и В.И. Опойцева [1], где высказана идея оптимального синтеза 

игры активных агентов, равновесие в которой выгодно системе 

в целом (эта же идея развивается в дизайне механизмов). 

Анализу системной согласованности при распределении 

ресурсов и построению обеспечивающих ее механизмов управ-

ления посвящены работы авторов [3, 4]. Статья [5] описывает 

моделирование коррупции в иерархических системах управле-

ния, которая трактуется как дополнительная обратная связь по 

величине взятки и специфический способ согласования интере-

сов. 

В монографии [7] изложены подходы к решению задач тер-

риториального управления, в том числе с использованием тео-

ретико-игровых моделей согласования интересов. К сожалению, 

описанные там задачи развития еврорегиона «Восточный Дон-

басс», включавшего Ростовскую и Воронежскую области РФ и 

Донецкую и Луганскую области Украины, по понятным причи-

нам находятся в подвешенном на неопределенный срок состоя-

нии, но сама проблема координации усилий субъектов террито-

риального развития по-прежнему весьма актуальна.  

Оставшаяся часть статьи организована следующим обра-

зом. В разделе 2 приводится постановка задачи управления, 
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которая заключается в распределении двумя соседними субъек-

тами средств между развитием своей и общей (трансграничной) 

территории. Для координации деятельности вводится специаль-

ный орган управления (координатор, Центр). В разделе 3 дается 

описание модели и механизмов управления: административного 

и экономического в двух вариантах (управление долей участия в 

доходе от развития общей территории и распределение ресур-

са). Разделы 4–6 содержат детальный анализ указанных меха-

низмов для различных видов модельных функций и разбор 

примеров. Всюду приводится организационно-экономическая 

интерпретация для конкретных задач территориального управ-

ления. В разделе 7 приведены заключительные замечания. 

2. Постановка задачи 

Имеются два равноправных субъекта A1 и A2, каждый из 

которых располагает некоторым количеством ресурсов r1 и r2 

соответственно. Эти средства в некоторых пропорциях исполь-

зуются на собственные (экономические) нужды и инвестируют-

ся в развитие трансграничной территории (совместные проек-

ты). Целевая функция каждого субъекта включает две 

составляющие: доход в пределах своей территории (назовем ее 

функцией частных интересов) и доля дохода от развития транс-

граничной территории (назовем ее функцией общих интересов). 

Доход от совместной деятельности делится между субъектами 

без остатка в некоторой пропорции. Функция частной деятель-

ности напрямую зависит от количества ресурсов, потраченных 

на собственное развитие. Функция же общей деятельности 

зависит от того, сколько ресурсов в сумме потрачено обоими 

субъектами на развитие совместно осваиваемой территории. Не 

исключено, что ресурсы r1 и r2 выделяются координатором 

(Центром) развития трансграничной территории, у которого 

изначально имеется определенное количество ресурсов R. Центр 

также может определять пропорции участия в доходе от общей 

деятельности или величины контроля над использованием 

ресурсов в общих целях. 
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Схематически эту систему можно представить следующим 

образом (рис.1): 

 

Рис. 1. Схема согласования интересов  

при управлении трансграничными территориями 

где Координатор (Центр) – орган управления верхнего уровня 

(федеральный центр, координационный межрегиональный 

центр, координатор совместного проекта); А1, А2 – субъекты 

(регионы, партнеры); R – общее количество ресурсов, без огра-

ничения общности принимаемое за 1; ri – выделенные i-му 

субъекту (региону, партнеру) ресурсы, могут: а) считаться 

заданными (базовая модель); б) быть управляемыми перемен-

ными (более сложная модель, в том числе с учетом коррупции); 

ui – часть ресурса, выделяемая i-м субъектом на реализацию 

совместных проектов (межрегиональная/трансграничная коопе-

рация, развитие трансграничной территории); qi – минимально 

допустимый объем ресурсов, выделяемый i-м субъектом (регио-

ном, партнером) на реализацию совместного проекта; si – доля  

i-го субъекта (региона) в общем доходе. 

Можно выделить несколько форм сотрудничества на транс-

граничных территориях: 

q2 ≤ u2               s2 q1 ≤ u1                    s1 

r1 r2 

R 

Координатор       

(Центр) 

Субъект 2 

(регион, 

партнер) 

c(u1 + u2) 

Субъект 1 

(регион, 

партнер) 



 

Управление большими системами. Выпуск 71 

66 

1) локальные производственные и торговые контакты в при-

граничных зонах; 

2) длительные взаимодействия на основе договоренностей о 

сотрудничестве среди отдельных организаций (в том числе 

образовательных) или административно-территориальных 

единиц (областей, государств) или их совокупностей (побра-

тимские соглашения, межрегиональное сотрудничество и т.д.); 

3) временные сетевые соглашения о сотрудничестве, форми-

руемые в целях реализации определенных трансграничных 

проектов в отдельных сферах (экономики, экологии, культуры 

и т.д.); 

4) формы интеграционного типа, представляющие собой 

структуры субнационального уровня, объединяющие террито-

рии нескольких государств, предполагающие активное пригра-

ничное межрегиональное сотрудничество и перманентный рост 

социально-экономической интеграции в виде еврорегионов, 

коридоров развития, трансграничных кластеров и т.д. 

При создании еврорегиона на законодательном уровне 

смягчаются таможенные барьеры и препятствия к свободному 

перемещению трудовых ресурсов, что становится возможным 

вследствие децентрализации политического и экономического 

контроля, создания своеобразных экстерриториальных струк-

тур. 

В настоящее время опыт трансграничного сотрудничества 

активно реализуется государствами Балтии и включает регионы 

Баренцева моря: г. Санкт-Петербург, Ленинградская область, 

Республика Карелия, Архангельская, Мурманская, Калинин-

градская области и Приарктический регион. Среди важнейших 

объективных предпосылок приграничного сотрудничества 

выделяются общие проблемы глобального характера, включа-

ющие общие интересы Скандинавских и Балтийских стран. 

По нашему мнению, концепция согласования интересов в 

целях развития трансграничных территорий может иметь место 

не только на межгосударственном уровне или в контексте взаи-

модействия соседних регионов, но и в рамках реализации сов-

местных проектов государства и бизнеса в форме государствен-

но-частного партнерства (ГЧП). 
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В контексте предложенной модели (рис. 1) считаем целесо-

образным следующую интерпретацию распределения ресурсов 

и согласования интересов участников проектов государственно-

частного партнерства (ГЧП): 

1) одним из субъектов отношений выступает публичная сто-

рона – это может быть Правительство РФ, региональные власти, 

органы местного самоуправления, которые в качестве выделяе-

мых ресурсов могут предоставлять налоговые льготы частным 

партнерам на период реализации проекта, выделять земельные 

участки под строительство, выполнять за свой счет проектные 

работы на подготовительной стадии, обеспечивать согласование 

и координацию всех усилий заинтересованных участников; 

2) другой стороной отношений является частный партнер – 

юридическое лицо или группа самостоятельных хозяйствующих 

субъектов, которые, как правило, финансируют все стадии 

реализации проекта, выступают генеральным подрядчиком 

создания отдельных объектов и их реконструкции, а также 

зачастую выполняют функции эксплуатирующей организации 

на период реализации проекта; 

3) в качестве Центра или стейкхолдера проектов следует по-

нимать общество, ведь именно под его контролем и для удовле-

творения его потребностей реализуются проекты; общество 

делегирует свои функции различным государственным структу-

рам: распределение ресурсов производится путем выделения 

бюджетных средств посредством органов казначейства, необхо-

димая нормативно-правовая база принимается законодательны-

ми органами власти, контроль целевого расходования средств и 

качества выполнения работ осуществляется прокуратурой. 

В результате реализации проекта ГЧП формируется ряд вы-

год или благ, которые распределяются в соответствии с перво-

начальными интересами: предприниматель (А1) получает поток 

доходов от эксплуатации созданного инвестиционного объекта 

и/или возможные льготы по налогообложению (в части феде-

ральных, региональных либо местных налогов); публичный 

партнер (А2) обеспечивает импульс экономического развития в 

виде создания пула рабочих мест, кластерного ядра промыш-

ленности, крупного инфраструктурного объекта, а общество 
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(Центр) получает возможность потреблять создаваемые блага в 

виде улучшения социально-экономической и экологической 

среды, использования производимой продукции, пользования 

объектами инфраструктуры (водоснабжения/водоочистки, 

дорожной инфраструктуры). 

Следует учитывать, что формируемые выгоды всех субъек-

тов отношений партнерства носят пролонгированный характер и 

не прекращаются с достижением целей проекта и его окончани-

ем. 

Залогом успешной реализации проектов ГЧП является 

именно партнерство, которое выражается в справедливом рас-

пределении рисков: частный инвестор (А1) отвечает за произ-

водственную эффективность и осуществление капитальных 

вложений, а публичный партнер (А2) надлежащим образом 

осуществляет экономическое регулирование его деятельности, 

осуществляет административную поддержку и принимает уча-

стие в капиталовложениях. 

В качестве примера согласования общественных и частных 

интересов можно привести инфраструктурные проекты с уча-

стием АО «Евразийский»: группа компаний АО ПО «Ростовво-

доканал» (г. Ростов-на-Дону), ООО «Югводоканал» (г. Крымск), 

ООО «Сочиводоканал» (г. Сочи). 

АО «Евразийский» – одна из первых российских компаний 

сектора ВКХ, использующая при реализации инвестиционных 

программ модель ГЧП. Компания реализует четыре крупных 

проекта на Юге России: 

1. Комплексная программа развития и реконструкции систе-

мы водоснабжения и водоотведения г. Ростова-на-Дону и юго-

запада Ростовской области. 

2. Региональный инвестиционный проект «Чистый Дон». 

3. Программа реабилитации, модернизации и оптимизации 

водоснабжения в рамках концессионного соглашения на объек-

ты водопроводно-канализационного хозяйства ООО «Югводо-

канал» Краснодарского края. 

4. Инвестиционная программа строительства и модерниза-

ции водоснабжения и водоотведения муниципального образова-

ния город-курорт Сочи. 
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В контексте комплексной программы развития и 

реконструкции системы водоснабжения и водоотведения 

г. Ростова-на-Дону и юго-запада Ростовской области в терминах 

предложенной модели описанные координационные функции 

(Центр) выполняет Правительство Ростовской области как 

государственный координатор, функции частного партнера 

(А1) – АО «Евразийский» как главный инвестор и исполнитель 

проекта, и функции общественного партнера (А2) – 

Администрация г. Ростова-на-Дону как государственный 

заказчик и ответственный исполнитель. 

Основные выгоды для общества (стейкхолдера, Центра): 

повышение качества жизни в регионе; поэтапный контроль 

реализации крупных значимых проектов; интенсификация 

развития инфраструктурных объектов и ускоренное обновление 

основных производственных фондов; повышение качества 

строительства, эксплуатации и управления объектами инфра-

структуры за счет стимулирования и внедрения инноваций, 

высокой компетенции частных партнеров; расширение доступа 

к рынку частного инвестиционного капитала; повышение каче-

ства производимой продукции и оказываемых услуг; снижение 

бюджетной нагрузки и высвобождение финансовых ресурсов. 

Преимущества ГЧП для частного партнера (А1): возмож-

ность переноса определенного количества рисков на публичную 

сторону (государство); возможность финансирования долго-

срочного проекта с постоянной доходностью под гаран-

тии/обязательства публичного партнера; возможность увеличе-

ния доходов (прибыли/выручки) от проекта ГЧП за счет 

оказания платных услуг и/или применения уникальных реше-

ний, позволяющих снизить затраты за счет привлечения пуб-

личного партнера; надежность и защита инвестиций: в перспек-

тиве корпорация (частный партнер) может получить 

государственные активы и заказы на объектах соглашения; 

гарантированная рентабельность: частный партнер получает 

государственные гарантии возврата инвестиций по проекту; 

относительная самостоятельность (автономность) в принятии 

оперативных решений, частный партнер может увеличивать 
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общую прибыльность проекта за счет повышения производи-

тельности труда или снижения себестоимости. 

Преимущества ГЧП для публичного (общественного) парт-

нера (А2): возможность привлечения частного инвестора к 

финансированию с целью создания объекта, который позволит 

реализовать проекты, в том числе инфраструктурные при отсут-

ствии бюджетных средств для их финансирования; возможность 

соединения в рамках проекта различных стадий жизненного 

цикла одновременно (проектирование, строительство и эксплуа-

тация), что позволит повысить качество создаваемого объекта и 

приведет к снижению рисков завышения стоимости строитель-

ства и эксплуатации объекта; возможность приобретения не 

объекта, а впоследствии услуг, по которым будут осуществлять-

ся выплаты, привязанные к объему и качеству их оказания, что 

будет способствовать развитию конкуренции при производстве 

социально значимых услуг; сокращение издержек на создание и 

поддержание социальной или общественно значимой инфра-

структуры в рамках взаимодействия с частным партнером; 

снижение бюджетных и прочих рисков за счет разделения от-

ветственности с частным партнером; доступ к альтернативным 

источникам привлечения инвестиций, что позволит реализовать 

социально-значимые проекты, которые ранее были невозможны. 

Исходя из разной направленности интересов участников 

ГЧП, на практике достижение полного совмещения интересов 

всех участников партнерства – государства, бизнеса и обще-

ства – весьма затруднительно, но может быть представлено в 

теоретических моделях. В этом случае имеется в виду стремле-

ние к достижению синергетического эффекта в рамках ГЧП-

проектов. В рамках интеграционного взаимодействия можно 

говорить о модели частичного совпадения целей стейкхолдеров 

и достижения заданного синергетического эффекта на основе 

баланса интересов участников. Нахождение всех возможностей 

согласования интересов между участниками партнерства позво-

лит расширить границы достигаемого синергетического эффек-

та. 

Следовательно, можно сформулировать перечень организа-

ционных требований, которым должны соответствовать модели 
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согласования интересов власти и бизнеса для решения социаль-

но-экономических проблем: 

– единство целей: государство – оказание качественных 

услуг, бизнес – выгодное инвестирование капитала, общество – 

высокое качество жизни; 

– распределение обязанностей и ответственности участни-

ков проектов; 

– минимизация ущерба и распределение рисков; 

– обеспечение перехода прав собственности на создаваемые 

объекты; 

– создание условий получения дохода (прибыли) и гарантии 

возврата инвестиций. 

3. Модель и механизмы управления 

Трансграничное сотрудничество как основа территориаль-

ной интеграции в различных регионах формирует особенные 

условия и механизмы взаимодействия, что обусловливается 

уникальными функциональными стремлениями агентов, моти-

вирующими их кооперацию [18]. 

С позиции инициирующих субъектов сотрудничества мож-

но выделить модели «мягкого» и «жесткого» регионализма, 

модели восходящей (bottom-up) и нисходящей (top-down) инте-

грации. В векторе функциональной направленности можно 

выделить следующие области трансграничного сотрудничества: 

экология, планирование пространства и устойчивое развитие, 

транспорт и коммуникации, экономика, занятость и туризм, 

образование и культура, миграция трудовых ресурсов пригра-

ничных территорий, научные исследования и инновации. При 

этом развитие происходит по следующему алгоритму: инфор-

мирование, консультирование, сотрудничество, гармонизация 

отношений, интеграция. 

По географическому фактору наличия сухопутной границы 

между сопредельными территориями можно выделить конти-

нентальную модель развития. Наличие морской границы явля-

ется фактором как способствующим, так и препятствующим 

развитию, при этом сотрудничество не ограничивается сферами 
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водных и биологических морских ресурсов. Ярким примером 

подобной практики выступают модели интеграции региона 

Балтийского моря, а также инициативы трансграничного со-

трудничества в Северных Скандинавских странах и Баренцевом 

Евро-Арктическом регионе. 

Балтийская и Скандинавская модели, а также модель в Ба-

ренцевом Евро-Арктическом регионе дают примеры интеграции 

«сверху», так как их формированию предшествовало создание 

соответствующих региональных центров координации. Коорди-

нирующие организации стимулируют разнообразные инициати-

вы, способствующие укреплению сотрудничества на основе 

постоянных экономических, политических и культурных кон-

тактов сопредельных территорий. К таким структурам относятся 

Совет государств Балтийского моря, Совет Баренцева Евро-

Арктического региона, Совет Министров Северных Стран, 

Арктический Совет, Северный совет. 

Подобные структуры активно способствуют развитию на 

основе укрепления двустороннего и многостороннего сотрудни-

чества в области экономики, торговли, науки и техники, окру-

жающей среды, инфраструктуры, здравоохранения, образования 

и культурных обменов, туризма, а также реализации специаль-

ных проектов. Кроме того, Балтийская интеграция направлена 

на создание единого геополитического и геоэкономического 

комплекса, чему активно способствует укрепление межпарла-

ментских связей, интенсификация финансовых потоков, разра-

ботка совместных проектов в области развития транспортной 

инфраструктуры, расширение кооперации, развитие туризма и 

ряда других отраслей промышленности и сельского хозяйства. 

В математической постановке задачи управления целевая 

функция каждого субъекта интересов (региона, партнера) имеет 

вид: 

,2,1max,)()(),,( 21  iuucsurpusrg iiiiiii
 

где pi(ri – ui) – доход i-го субъекта (региона, партнера) от реали-

зации самостоятельных проектов (деятельности на своей терри-

тории); c(u1, u2) – совокупный доход от реализации совместных 
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проектов (деятельности на трансграничной территории);  

si – доля i-го субъекта (региона, партнера) в совокупном доходе. 

При объединении усилий двух субъектов (регионов, парт-

неров) для совместного развития трансграничной территории 

неизбежно образуется координатор (Центр), роль которого 

может выполнять некоторый специально уполномоченный 

орган. Основная цель координатора (Центра) заключается в 

согласовании пропорционального участия каждого субъекта и 

определении объемов требуемых ресурсов для обеспечения 

интересов и выгоды каждого участника посредством реализации 

общего проекта развития определенной территории. Центр 

создается ввиду того, что совместные проекты по развитию 

трансграничных территорий, как правило, не входят в область 

непосредственных интересов каждого отдельного субъекта 

(региона, партнера). Каждый из них предпочитает использовать 

доступные ресурсы для собственного развития. Учитывая по-

добные эгоистические цели, координатор (Центр) может зада-

вать каждому субъекту минимум необходимых для развития 

трансграничной территории ресурсов qi, меньше которого выде-

ление ресурсов недопустимо, т.е. в задаче субъекта появляется 

ограничение qi ≤ ui ≤ ri. В этом случае центр несет затраты на 

осуществление контроля уровня qi. В общем виде задача коор-

динатора (Центра) выглядит следующим образом: 

(1) max),,(),,(),,,( 2221110  usrgusrgusrqg  

с одним из ограничений: 

(2) ,,10,1,10,0 2121 Rrrrsssrq iiii   

(3) .iii ruq   

Таким образом, координатор может влиять на субъекты по-

средством следующих механизмов управления: 

1) административного, назначая величину ресурсов qi, 

меньше которых субъект не имеет права тратить ресурсов на 

общие цели; 

2) экономического, назначая 

а) долю участия si в доходе от развития трансграничных 

территорий; 

б) количество ресурсов ri. 
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Следовательно, получаем иерархическую игру, в которой 

на верхнем уровне находится центр, на нижнем – два субъекта 

взаимоотношений (без существенного ограничения общности 

их может быть и больше). 

4. Модель и механизмы управления 

Административные меры воздействия основываются на 

властных полномочиях и не связаны с мерами экономического 

стимулирования либо материальной заинтересованности со 

стороны органов управления. Подобные методы играют важную 

роль в охране окружающей среды, исторических и культурных 

ценностей, развитии социальной сферы, где государство (обще-

ство) не может рассчитывать на действие рыночных механиз-

мов. В этих целях используются: 

– проведение антимонопольной политики; 

– регулирование внешнеэкономической деятельности; 

– директивное определение цен на отдельные товары и 

услуги; 

– определение объемов государственного заказа для есте-

ственных монополий; 

– охрана прав собственности граждан и интересов потреби-

телей товаров и услуг; 

– санкции в отношении предприятий, наносящих вред здо-

ровью человека; 

– установления стандартов экологической безопасности; 

– противодействие использованию опасных для жизнедея-

тельности технологий; 

– запрет производства вредных для здоровья человека това-

ров и т.п. 

Например, в рамках представленной модели (рис. 1) коор-

динатор может: в случае межрегионального трансграничного 

сотрудничества установить минимальный годовой объем инве-

стиций или эквивалентные величины требуемых ресурсов (в том 

числе трудовых, материальных) от каждого субъекта взаимоот-

ношений; в случае реализации проектов ГЧП: для частного 

партнера – объем инвестиций, для публичного партнера – экви-
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валентный объем льгот и гарантий на период проекта (проекты 

АО «Евразийский», холдинга «Аэропорты регионов», в том 

числе по строительству аэрохаба «Платов»). 

При применении административного механизма исследует-

ся модель, представленная в виде иерархической игры: 

(4) max)()()( 210  ugugug , 

(5) max)()(),( 21  uucsurpurg iiiiii , 

с ограничениями: 

(6) .2,1,,0  iruqrq iiiii
 

Заметим, что функция координатора g0(u) не зависит от его 

стратегии q = (q1, q2), но выбором q координатор сужает множе-

ства возможных стратегий поведения субъектов, благодаря чему 

может увеличиться значение собственной целевой функции. 

Предполагается, что производственные функции pi(x) и c(x) 

удовлетворяют следующим свойствам (на примере pi(x)):  

1) pi(x) ≥ 0, причем pi(0) = 0; 

2) pi(x) непрерывная, монотонно возрастает, т.е. pi(x) > 0. 

3) pi(x) вогнута, т.е. pi(x) < 0. 

4) pi(λx) = λ
α
pi(x), где α – коэффициент отдачи от расширения 

масштаба производства, отражающий эластичность производ-

ственного процесса (считаем для простоты, что α1 = α2 = α,  

0 < α ≤ 1). 

Выбор именно этих функций обусловлен их широкой при-

менимостью в теоретических и эмпирических экономических 

исследованиях. Коэффициент отдачи от расширения масштаба 

производства берется одинаковым для обоих субъектов, так как 

считается, что соседние территории имеют схожие ресурсы и 

природные условия, а зачастую и совпадающие виды экономи-

ческой деятельности (особенно вблизи общей трансграничной 

зоны). В случае функций одной переменной производственными 

функциями обычно выступают степенная с показателем, мень-

шим единицы, и линейная (показатель равен единице). Поэтому 

возможны следующие четыре варианта сочетания функций 

частных и общих интересов: 1) функции pi(x) и c(x) линейны; 

2) функции pi(x) линейны, а функция c(x) степенная с показате-

лем, меньшим единицы; 3) функции pi(x) степенная с показате-
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лем, меньшим единицы, а функция c(x) линейна; 4) функции 

pi(x) и c(x) степенные с показателем, меньшим единицы. 

Теорема.  Пусть в модели (4)–(6) функции общей и частной 

деятельности либо линейные, либо одна из них линейная, а 

другая степенная с показателем, меньшим единицы, pi(0) = 0, 

c(0) = 0. Тогда равновесная по Нэшу стратегия субъекта совпа-

дает с Парето-оптимальной стратегией координатора, т.е.  

ui
NE

 = ui
max

.  

Доказательство.  Введем следующие обозначения. 
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Поскольку si ≤ 1, то 

       iiiiiii urpuucurpuucs  '''' 2121
. 

Пусть  

   ,'')( 21 iiiii urpuucsuf     iiii urpuucug  '')( 21
. 

В силу убывания функций f(ui) и g(ui) обратные к ним функции 

тоже убывают, откуда ясно, что значение образа точки 0 в 

большей функции g(ui) не меньше значения образа точки 0 в 

меньшей функции f(ui), поэтому равновесная по Нэшу стратегия 

субъекта с учетом условия qi ≤ ui ≤ ri есть ui = qi = ui
max

. Теорема 

доказана. 

Пример 1.  Рассмотрим частный случай степенных произ-

водственных функций с показателем α < 1, а именно: 

Задача координатора  

axm)()()(),(
21 ,

21222111210
qq

ααα uucur+pur=puug   
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при ограничениях 0 ≤ qi ≤ ri. 

Задачи субъектов  

axm)()(),(
1

21111211
u

uusc+urp=uug   , 

  axm)()1(),(
2

21222212
u

uucs+urp=uug    

при ограничениях qi ≤ ui ≤ ri, i = 1, 2. 

Здесь p1, p2, c, s, α – постоянные величины. 

Рассмотрим игру субъектов. Это – игра в нормальной фор-

ме равноправных участников. Пусть для определенности s ≤ 0,5 

(в противном случае этого можно добиться перенумерацией 

игроков). Доминирующие стратегии игроков: 
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В связи с этим, возможны четыре комбинированных случая 

равновесных по Нэшу стратегий: 
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Рассмотрим каждый из этих случаев подробно: 

1) (q1, q2). Из условий первого порядка для функции коорди-

натора следует, что 
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В связи с этим здесь возникает 3 варианта: 
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Из условий первого порядка для функции координатора 

следует, что 
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В связи с этим здесь возникает 2 варианта 
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Исход 2б) реализуется при выполнении условий  
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Исход 2а) принимает вид 
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и при выгодности этого исхода нужно назначить 
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Этот случай симметричен предыдущему, поэтому имеются 

два исхода: 

а) (q1, q2) при выполнении условий 
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Исход 3б) реализуется при выполнении условий 
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Следовательно, в этом случае нужно назначать  
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Это возможно, если 
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Теперь координатору предстоит из всех исходов (1а, 1б, 1в, 

2а, 2б, 3а, 3б, 4) выбрать те, которые удовлетворяют соответ-

ствующим условиям (такое множество исходов существует, в 

частности, один из исходов 1а, 1б, 1в), после чего из отобран-

ных исходов определить тот, который доставляет ему макси-

мум. Но исходы 2–4 не могут быть оптимальными для коорди-

натора, так как в противном случае бы именно они получились 

бы оптимальными (q1, q2). Следовательно, центр выберет соот-

ветствующие стратегии для выбора исхода 1. 

5. Экономический подход: управление долей участия 

в общем доходе 

Основная суть экономических методов заключаются в том, 

что они косвенно воздействуют на воспроизводственный про-

цесс. Данные методы воздействия, включающие механизмы 

налоговой, кредитной, льготной, субсидиарной политики и др., 

позволяют органам управления (координаторам) воздействовать 

на экономические интересы хозяйствующих субъектов. Можно 

сказать, что экономические методы воздействия органов управ-

ления на деятельность хозяйственных структур способствуют 

формированию экономической заинтересованности и хозяй-

ственной ответственности. Одновременно данные методы по-

вышают ответственность хозяйствующих субъектов, функцио-

нирующих на соответствующей территории, за социально-

экономические последствия принимаемых ими управленческих 

решений и активизируют их роль в повышении экономических 

и социальных параметров территории, на которой они осу-

ществляют свою деятельность 

В рамках описанной модели (рис. 1) при применении эко-

номического механизма управления координатор назначает 
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каждому субъекту долю участия в общем доходе si. Например, в 

случае межрегионального трансграничного сотрудничества 

координатор может установить пропорции распределения меж-

ду субъектами произведенной на совместно осваиваемой терри-

тории продукции, а в случае проектов ГЧП – установить прямое 

распределение доходов в виде доли тарифов, что весьма распро-

странено в сфере дорожных проектов ГЧП (Федеральная систе-

ма «Платон», ООО «Парковочное пространство» г. Ростов-на-

Дону). При этом весь общий доход делится между субъектами 

без остатка. 

Исследуется модель, представленная в виде иерархической 

игры (1) с ограничениями 

(9) 1,10 21  sssi , 

(10) .0 ii qu   

Обозначим для удобства s1 = s, s2 = 1 – s. 

План исследования модели (1), (9)–(10) следующий. Мо-

дель можно исследовать аналитически, если хотя бы одна функ-

ция pi(x) или c(x) линейная. 

Этап 1.  Ищем все возможные равновесия по Нэшу в игре 

субъектов (1), (10). Так как для каждого субъекта возможны 

варианты равновесных по Нэшу стратегий ui
NE

 = 0, ui
NE

 = ri,  

ui
NE

  (0, ri), то при наличии двух субъектов получаем не более 

девяти возможных исходов равновесия по Нэшу. Эти исходы 

разделены между собой кривыми      0)0(''
1

21 


iiii urpuucs  

и      iiiii rurpuucs 


)0(''
1

21
. Каждому исходу соответствуют 

два условия, которые мы назовем условиями допустимости 

исхода: 

1) одно из      0)0(''
1

111211 


urpuucs ,  

     1

1

111211 )0(''0 rurpuucs 


 или 

     1

1

111211 )0('' rurpuucs 
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2) одно из      0)0(''
1

222212 


urpuucs , 

     2

1

222212 )0(''0 rurpuucs 


 или

     2

1

222212 )0('' rurpuucs 
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Этап 2.  Решаем оптимизационную задачу координато-

ра (1), (9). Аналогично рассуждениям предыдущего пункта, так 

как для каждого субъекта возможны варианты Парето-

оптимальных стратегий ui
max

 = 0, ui
max

 = ri, ui
max

  (0, ri), то при 

наличии двух субъектов получаем не более девяти возможных 

исходов Парето-оптимального равновесия. 

Эти исходы  разделены  между собой кривыми 

     0)0(''
1

21 


iii urpuuc  и      iiii rurpuuc 


)0(''
1

21
. 

Каждому исходу соответствуют два условия, которые мы назо-

вем условиями оптимальности исхода: 

1) одно из      0)0(''
1

11121 


urpuuc , 

     1

1

11121 )0(''0 rurpuuc 


 или 

     1

1

11121 )0('' rurpuuc 


.  

2) одно из      0)0(''
1

22221 


urpuuc , 

     2

1

22221 )0(''0 rurpuuc 


 или 

     2

1

22221 )0('' rurpuuc 


. 

С учетом того факта, что ui
max

 > ui
NE

, получим всего не более 

25 возможных сочетаний исходов (u1
NE

, u2
NE

) и (u1
max

, u2
max

). 

Этап 3а.  В частном случае, если полученные условия до-

пустимости исходов не зависят от управляющих действий коор-

динатора s, задача решается перебором из возможных 25 вари-

антов и выбором из них тех, в которых достигается максимум 

целевой функции координатора. 

Этап 3б.  Если полученные условия зависят от управлений 

координатора s, то выбираем исход игры, в котором достигается 

максимум целевой функции координатора, проверяем, выпол-

няются ли условия, зависящие от управления координатора s. 

Если все условия выполняются, то данный исход выбираем в 

качестве оптимального. Если же какое-то из полученных усло-

вий не выполняется, то выбираем исход со следующим макси-

мальным по величине значением целевой функции координато-

ра и проверяем его условия на допустимость и т.д., пока не 
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найдется один из исходов, который удовлетворяет условиям 

допустимости. 

Существует хотя бы один исход, удовлетворяющий задан-

ным условиям, например, при назначении одному из субъектов 

доли общего дохода, равной единице, а другому игроку – нулю 

(т.е. передаче всех полученных доходов одному из субъектов). 

Пример 2.  Теперь рассмотрим степенную производствен-

ную функцию частных интересов с показателем α < 1 и линей-

ную функцию общих интересов. В этом случае задача коорди-

натора: 

axm)()()(),( 21222111210
s

uucurp+urp=uug    

при ограничениях 0 ≤ s ≤ 1, задачи  субъектов: 
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21111211
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  axm)()1(),(
2

21222212
u
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при ограничениях 0 ≤ ui ≤ ri, i = 1, 2. 

Рассмотрим игру субъектов. Это игра в нормальной форме 

равноправных участников. Множество равновесий Нэша содер-

жит четыре исхода: 

1) (0; 0) при одновременном выполнении условий допусти-

мости p1 > scr1
1–α

/α, p2 > (1 – s)r2
1–α

/α. 
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Рассмотрим каждый из этих случаев детально.  

1)  (0; 0). Здесь от конкретного выбора s значение целевой 

функции координатора не зависит. От s зависит лишь выполне-
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ние условий допустимости выбора субъектом стратегии инди-

видуализма p1 > scr1
1–α

/α, p2 > (1 – s)r2
1–α

/α, поэтому если коор-

динатору выгоден этот случай, то можно выбирать s любым на 

интервале 1 – αp2/cr2
1–α

 < s < αp1/cr1
1–α

. Это возможно сделать, 

если αp1/cr1
1–α

 + αp2/cr2
1–α

 > 1 (условие допустимости для коор-

динатора первого исхода). 

2)  















  


1

2
2

1 1
1

)1(
;

cs

p
r

sc

p
r  при условии p1 < scr1

1–α
/α, 

p2 < (1 – s)r2
1–α

/α. 

Условие первого порядка дает оптимальную величину s в 
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Для реализации данного исхода необходимо выполнение усло-

вий допустимости p1 < scr1
1–α

/α, p2 < (1 – s)r2
1–α

/α, или, с учетом 

подстановки полученного s, условия выглядят как 

 







 23
2

23
1

1
1

23

)1(2

1











pp

cr
p ,  







 23
2

23
1

1
2

23

)1(2

2











pp

cr
p . Если 

указанные условия не выполняются, то невозможно воздейство-

вать на субъект путем назначения 
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s и данный 

исход реализовать не удастся. 

3)  













  0;1 1

1




sc

p
r  при условии p1 < scr1

1–α
/α, p2 > (1 – s)r2

1–α
/α.  

Условие первого порядка дает s = 1. В этом случае весь до-

ход от развития трансграничной территории направляется пер-

вому субъекту, что можно ожидать, так как второй субъект не 

выделяет средств на развитие трансграничной территории. При 
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этом должны выполняться условия допустимости p1 < scr1
1–α

/α, 

p2 > 0. Заметим, что таким образом второй субъект всегда ис-

ключается из участия в доходе. При этом исход принимает вид 
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1–α
/α, 

p2 < (1 – s)r2
1–α

/α. Этот случай симметричен предыдущему, 

значит, оптимальное s = 0. Таким образом, весь доход от разви-

тия общей зоны направляется второму субъекту, что можно 

ожидать, так как первый субъект не направляет средств на 

развитие трансграничной территории. При этом должны выпол-

няться условия допустимости p2 < scr2
1–α

/α, p1 > 0. Заметим, что 

здесь первый субъект исключается из участия в доходе. При 

этом исход принимает вид 
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Для реализации выбора конкретного исхода координатор 

должен подставить те из четырех выписанных исходов, для 

которых выполняется условие достижимости (напомним, что 

третий и четвертый исход достижимы всегда), после чего вы-

брать тот, в котором достигается максимум.  

6. Экономический подход: распределение ресурсов 

между субъектами 

Основная суть экономических методов заключаются в том, 

что они косвенно воздействуют на воспроизводственный про-

цесс. Данные методы воздействия, включающие механизмы 

налоговой, кредитной, льготной, субсидиарной политики и др., 

позволяют органам управления (координаторам) воздействовать 

на экономические интересы хозяйствующих субъектов. Можно 

сказать, что по способу экономического воздействия на сов-

местную хозяйственную деятельность субъектов трансгранич-
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ных отношений действия координатора (Центра) можно услов-

но разделить на прямые и косвенные. 

К прямым экономическим действиям относятся: согласова-

ние объемов и масштабов производства, направлений структур-

ной перестройки производства, осуществляемые путем нахож-

дения и установления баланса экономических интересов между 

ними. К данным методам воздействия относятся: 1) бюджетное 

финансирование конкретных инвестиционных проектов; 

2) предоставление объемов субсидий и льгот хозяйствующим 

субъектам; 3) прямое определение параметров производства на 

предприятиях в рамках размещения государственных заказов 

или государственных закупок. 

К косвенным способам экономического воздействия на 

совместную хозяйственную деятельность субъектов трансгра-

ничных отношений действия координатора (Центра) относятся: 

финансово-кредитные механизмы, включающие регулирование 

денежного обращения, противодействие инфляции, а также 

налоговая политика и льготы системы налогообложения. К 

косвенным рычагам относятся и меры регулирования внешне-

экономической деятельности, осуществляемые путем использо-

вания системы экспортного субсидирования, таможенных тари-

фов и пошлин, предоставления льгот иностранным лицам для 

инвестирования и др. 

В контексте предложенной модели (рис. 1) данный меха-

низм может быть реализован посредством дотационного целе-

вого финансирования федерального центра отдельных совмест-

ных проектов соседних субъектов по развитию совместно 

осваиваемой территории (например, проект игорной зоны 

«Азов-сити»). 

Другим примером реализации данного экономического 

подхода может выступать форма реализации проектов ГЧП, 

новая для России, но убедительно доказавшая свою эффектив-

ность в зарубежных странах, а именно контракт жизненного 

цикла (КЖЦ). Данные контракты в отличие от традиционных 

реализуются с сохранением прямого бюджетного финансирова-

ния, что выгодно частному партнеру, и позволяют государству 

при вложении бюджетных средств быть уверенным в их эффек-
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тивном расходовании и соответствии создаваемого объекта 

инфраструктуры установленным функциональным параметрам. 

В мировой практике КЖЦ распространяется на проекты в сфере 

здравоохранения, санаторно-курортного лечения, культуры, 

социального обслуживания, а также в области утилизации и 

переработки отходов (значимый опыт реализации подобных 

проектов в России по понятным причинам пока отсутствует). 

При применении данного варианта экономического меха-

низма управления координатор выделяет каждому субъекту 

определенное количество ресурсов ri. Весь общий доход делит-

ся между субъектами. 

Исследуется модель, представленная в виде иерархической 

игры (1), (10) с ограничениями: 

(11) 1,10 21  rrri
. 

Обозначим для удобства r1 = r, r2 = 1 – r. 

План исследования модели (1), (10), (11) следующий. Мо-

дель можно исследовать аналитически, если хотя бы одна функ-

ция pi(x) или c(x) линейная.  

Этапы 1 и 2 совпадают с таковыми из предыдущего разде-

ла. 

Этап 3а.  В частном случае, если полученные условия до-

пустимости исходов не зависят от управлений координатора r, 

задача решается перебором не более 25 возможных вариантов и 

выбором из них тех, в котором достигается максимум целевой 

функции координатора при выполнении условий допустимости 

и оптимальности. 

Этап 3б.  Если полученные условия зависят от управлений 

координатора r, то выбираем исход игры, в котором достигается 

максимум целевой функции координатора, проверяем, выпол-

няются ли условия, зависящие от управления координатора r. 

Если все условия выполняются, то данный исход выбираем в 

качестве оптимального. Если же какое-то из полученных усло-

вий не выполняется, то выбираем исход со следующим макси-

мальным по величине значением целевой функции координато-

ра и проверяем его условия на допустимость и т.д., пока не 
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найдется один из исходов, который удовлетворяет его условиям 

допустимости. 

Если же ни для одного исхода игры не выполняются соот-

ветствующие ему условия допустимости и оптимальности, то 

оптимальное r ищем на границе области допустимости двух 

исходов (соответственно      0)0(''
1

21 


iiii urpuucs  

или      iiiii rurpuucs 


)0(''
1

21 ), выбирая среди воз-

можных значений то, которое доставляет координатору 

наибольшее значение его целевой функции. 

Пример 3.  Рассмотрим степенные производственные 

функции с показателем α < 1. В этом случае задача координато-

ра: 

axm)()1()(),( 212211210
r

uucurp+urp=uug    

при ограничениях 0 ≤ r ≤ 1. 

Задачи субъектов: 

axm)()(),(
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2111211
u

uusc+urp=uug   , 

  axm)()1(1),(
2

2122212
u

uucs+urp=uug    

при ограничениях 0 ≤ u1 ≤ r, 0 ≤ u2 ≤ 1 – r, i = 1, 2. 

Рассмотрим игру субъектов. Это игра в нормальной форме 

равноправных участников. Доминирующие стратегии субъек-

тов: 
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2.  Если 
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В случае 1 найдем общий выигрыш при доминирующих 

стратегиях участников.  

Выигрыш координатора не зависит от r, поэтому достаточ-

но, чтобы выполнялись условия 
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удовлетворять условиям 
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Это возможно, если 1
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что выполняется в любом случае, следовательно, координатор 

всегда может реализовать этот случай, если ему выгодно.   

В случае 2 условие первого порядка дает  
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Это возможно, если выполняется соотношение 
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Если же это условие не выполняется, то производная функ-

ции всегда отрицательна и  
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то получим исход 2б: 

01 u ,
 












1
2

11
1

1

2
)1()1(

)1(

spcsssp

css
u . 

Случай 3 симметричен случаю 2 с точностью до перемены 

номеров участников, поэтому здесь оптимальное 
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Это возможно, если выполняется соотношение 

 
sr

pscsr
p









 


1

1
1

1
11

2

)1()1(
. В этом случае исход 

(назовем его исходом 3а) приобретает вид u2 = 0,  
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Если же это условие не выполняется, то производная функ-

ции всегда отрицательна и 
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тогда получим исход 3б: 
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Для реализации выбора конкретного исхода координатор 

должен подставить пять выписанных исходов (1, 2а, 2б, 3а, 3б), 

после чего выбрать тот, в котором достигается максимум.  

7. Заключение 

В статье исследована задача развития двумя (на самом деле, 

без существенного ограничения общности несколькими) сосед-

ними субъектами трансграничных территорий, в которой со-

зданный с этой целью межрегиональный координирующий 

орган (Центр) может выбирать один из методов управления: 

административный, при котором назначаются ограничения 

снизу на ресурсы, которые каждый субъект должен потратить 

на развитие трансграничной территории; экономический в двух 

вариантах: 1) назначается доля участия каждого субъекта в 

доходе от развития трансграничной территории; 2) распределя-

ется полученный от совместного развития трансграничной 

территории доход между субъектами. При выборе администра-

тивного метода воздействия задача в предложенной постановке 

полностью решается аналитически, при выборе же экономиче-

ских методов управления в общем случае требуется применение 

имитационного моделирования. Приведено подробное исследо-

вание каждого из перечисленных методов в случаях, когда: 

а) функции развития субъекта и развития трансграничной тер-

ритории вогнутые степенные; б) функция развития субъекта 

вогнутая степенная, а функция развития трансграничной терри-

тории линейная. Дана организационно-экономическая интер-

претация полученных результатов применительно к функцио-

нированию «еврорегионов» и реализации проектов 

государственно-частного партнерства. 
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economical mechanisms of combining of two neighboring territorial 

subjects interests. The control problem of resource allocation among 

developing its own territory and common transboundary one by two 

neighboring subjects is investigated. A special control agency (Coordi-

nator, Center) is introduced for coordination of region’s activity. 

Administrative mechanism is that Center assigns the minimal resource 

quantity, less of which the subject cannot to spend on transboundary 

territory developing. Economical mechanisms are investigated in two 

variants (the control of a participant in income share and resource 

allocation). A detailed analysis of these mechanisms is given, as well as 

an organizational and economic interpretation for specific problems of 

territorial management. Two cases of functions of public and private 

interests are considered: а) when the functions of subject developing 

and transboundary territory developing are concave; б) when the 

function of subject developing is concave power, and the function of 

transboundary territory developing is linear.  
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1. Введение 

Процесс сварки металлоконструкций в роботизированных 

технологических комплексах (РТК) требует оценки качества 

производимой продукции на протяжении всего производствен-

ного цикла: постоянный контроль оператором качества сварки в 

ходе выполнения сварочного цикла, периодический контроль 

программистом сварочных параметров, полный контроль ОТК 

сваренного изделия и т.д. Отсутствие контроля качества на 

каком-либо этапе, например, из-за отсутствия оператора на 

рабочем месте, отклонения сварочных параметров или нехватки 

контролеров ОТК повышает риск возникновения бракованной 

продукции.  

В настоящее время разработаны и прошли проверку на 

практике различные системы контроля качества сварки в РТК 

[1-4, 6, 7]. Основное внимание в них уделено обеспечению 

стабильности сварочных параметров и точности позициониро-

вания сварочной горелки. При этом в этих системах недоста-

точно места уделено оптимизации оперативного управления 

процессом сварки в РТК по критерию качества выпускаемой 

продукции. 

Указанные обстоятельства обуславливают актуальность 

разработки и внедрения новых математических моделей и алго-

ритмов, позволяющих осуществлять управление процессом 

сварки роботизированными технологическими комплексами по 

критерию качества производимой продукции. 

2. Постановка задачи 

Разработать математические модели и алгоритмы, позво-

ляющие на временном интервале [tн, tк] при любых допустимых 

значениях вектора состояний среды v(t)  {V} найти вектор 
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управляющих воздействий на РТК p(t)  {P} для минимизации 

целевой функции 

(1)
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где Xi
З
, Xi(t, v, p), i = 1, 2, …, n, – заданные и фактические пока-

затели качества процесса сварки в РТК соответственно;  

ωi – весовой коэффициент i-го показателя; t – время; n1, …, n5 – 

известные константы. 

3. Математическая модель 

Для описания взаимосвязи элементов технологического 

процесса сварки в РТК использована модель системной дина-

мики, которая позволяет для основных фазовых переменных 

(системных уровней) построить дифференциальные уравнения 

следующего вида [9]: 

(3) )()()( tytydttdy   , 

где y
+
(t) – положительный темп скорости переменной y, вклю-

чающий в себя все факторы, вызывающие рост переменной y(t); 

y
– 

(t) – отрицательный темп скорости, включающий в себя все 

факторы, вызывающие убывание переменной y(t). 

Темпы расщепляются на произведение функций, зависящих 

только от «факторов» – комбинаций основных переменных, 

являющихся функциями системных уровней: 
y(t)

±
 = g(y1(t), y2(t),…, yn(t)) = f(F1, F2,…, Fk) = f1(F1) f2(F2) … fk(Fk), 

где Fj = gj(yi1,…,yim) – факторы, причем  m = m(j) < n, 

k = k(j) < n (n – число уровней) [5, 8-12]. 
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При решении задачи (1)–(2) в качестве системных уровней 

использованы следующие показатели качества процесса сварки 

в РТК: 

Х1 – количество забракованных балок на 100 единиц про-

дукции; Х2 – численность операторов РТК; Х3 – среднее количе-

ство остановок РТК на один цикл; Х4 – средняя длина дефект-

ных сварных швов на 1 единицу продукции; Х5 – выполненные 

работы по плановому обслуживанию РТК; Х6 – численность 

программистов; Х7 –численность наладчиков сварочного обору-

дования; Х8 – численность контролеров ОТК; Х9 – численность 

цеховых технологов; Х10 – количество дней просрочки поставки 

материалов и запчастей для ремонта РТК; Х11 – среднее откло-

нение напряжения сварочной дуги; Х12 – среднее отклонение 

тока на двигателе подающего блока; Х13 – среднее отклонение 

манипулятора от программной траектории; Х14 – наличие на 

рабочих местах необходимой технологической документации; 

Х15 – отклонение давления защитного газа; Х16 – отклонение 

давления сжатого воздуха; Х17 – план производства на заданный 

период в единицах продукции; Х18 – количество балок, сданных 

ОТК с первого предъявления. 

На рис.1 представлен граф причинно-следственных связей 

между показателями качества Х1, Х2…, Х18. 

На рис. 2 показан подграф системного уровня Х1. 

Для переменной Х1 дифференциальное уравнение (3) имеет 

вид 

    ,)()()()()()()(

))()((
)(

1778625134123112311

11
1

XfXfXfNXfXfXfXfNK

tXtX
dt

tdX

SW

N 

 

 

где NS – количество балок, принятых ОТК и отправленных на 

сборку; f1(Х3) – функциональная зависимость количества забра-

кованных балок от количества остановок РТК; f2(Х11) – функци-

ональная зависимость количества забракованных балок от 

отклонения напряжения сварочной дуги; f3(Х12) – функциональ-

ная зависимость количества забракованных балок от отклонения 

тока на двигателе подающего блока; f4(Х13) – функциональная 

зависимость количества забракованных балок от отклонения  
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Рис. 1. Граф причинно-следственных связей между показателями качества дуговой сварки



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

103 

манипулятора от траектории; f5(Х2) – функциональная зависи-

мость количества забракованных балок от численности опера-

торов; f6(Х8) – функциональная зависимость количества забра-

кованных балок от численности контролеров ОТК;  

f7(Х17) – функциональная зависимость количества забракован-

ных балок от плана производства; Ki
N
, i = 1, 2, …, 18, – коэффи-

циент нормирования для показателя Хi: 

   ,)()()( minmaxmin tXXXXtXK iiiii
N
i   

где Xi
min

, Xi
max

 – соответственно минимальные и максимальные 

значения показателя Xi. Приняв для всех показателей Xi
min

 = 0, 

получим Ki
N
 = 1/Xi

ma
. 

 

Рис. 2. Подграф системного уровня Х1 

Таким образом, уравнение для Х1 примет вид 
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Аналогично составляются уравнения для других перемен-

ных. В результате математическая модель примет вид: 
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(4) 
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В системе уравнений (4) приняты следующие обозначения: 

O0 – численность операторов РТК на начало периода планиро-

вания; Oin – численность принятых операторов РТК за период 

планирования; Oout – численность уволенных операторов РТК за 

период планирования; Sm – сменность работы производства;  

Rw – количество РТК, задействованных в производственном 

процессе; Nst – количество остановок РТК за период планирова-

ния; S
*
  – допустимое количество остановок РТК за один сва-

рочный цикл; Ld – общая длина дефектных швов за период 

планирования; L
*
  – расчетная длина дефектных швов за период 

планирования; Mf  – количество выполненных мероприятий из 

графика ППР по обслуживанию РТК; Mp – количество заплани-

рованных мероприятий из графика ППР по обслуживанию РТК; 

P0 – численность программистов на начало периода планирова-

ния; Pin – численность принятых программистов за период 

планирования; Pout – численность уволенных программистов за 

период планирования; R0 – численность наладчиков сварочного 

оборудования на начало периода планирования; Rin – числен-

ность принятых наладчиков сварочного оборудования за период 

планирования; Rout – численность уволенных наладчиков сва-

рочного оборудования за период планирования; С0 – числен-

ность контролеров ОТК на начало периода планирования;  

Сin – численность принятых контролеров ОТК за период плани-

рования; Сout – численность уволенных контролеров ОТК за 

период планирования; Т0 – численность технологов на начало 

периода планирования; Тin – численность принятых технологов 

за период планирования; Тout – численность уволенных техноло-

гов за период планирования; Nr – длительность ремонта РТК в 

днях; Df – фактический срок поставки запчастей и материалов 

для ремонта РТК; Dp – запланированный срок поставки запча-

стей и материалов для ремонта РТК; ΔU – среднее отклонение 

напряжения сварочной дуги от номинального значения;  

Δ
*
U – допустимое отклонение напряжения сварочной дуги от 

номинального значения; ΔI – среднее отклонение тока на двига-

теле подающего механизма от номинального значения;  

Δ
*
I – допустимое отклонение тока на двигателе подающего 

механизма от номинального значения; ΔT – среднее отклонение 
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манипулятора от запрограммированной траектории; Δ
*
T – допу-

стимое отклонение манипулятора от запрограммированной 

траектории; Tdf – фактическое количество документов  по тех-

нологическому процессу; Tdp – необходимое количество доку-

ментов  по технологическому процессу; ΔPG – среднее отклоне-

ние давления защитного газа; Δ
*
PG – допустимое отклонение 

давления защитного газа; ΔPV – среднее отклонение давления 

сжатого воздуха; Δ
*
PV – допустимое отклонение давления сжато-

го воздуха; NTP – количество балок, собранных в соответствии с 

технологическим процессом; Nd – количество балок, сданных с 

1-го предъявления; Ab – количество актов о несоответствующей 

продукции за период планирования; f8(Х10) – функциональная 

зависимость среднего количества остановок РТК за один цикл 

от длительности просрочки поставки материалов для ремонта 

РТК; f9(Х15) – функциональная зависимость среднего количества 

остановок РТК за один цикл от отклонения давления защитного 

газа; f10(Х16) – функциональная зависимость среднего количества 

остановок РТК за один цикл от отклонения давления сжатого 

воздуха; f11(Х2) – функциональная зависимость среднего количе-

ства остановок РТК за один цикл от численности операторов; 

f12(Х17) – функциональная зависимость численности операторов 

от плана производства; f13(Х15) – функциональная зависимость 

средней длины дефектных швов от отклонения давления защит-

ного газа; f14(Х16) – функциональная зависимость средней длины 

дефектных швов от отклонения давления сжатого воздуха;  
f15(Х2) – функциональная зависимость средней длины дефектных 

швов от численности операторов; f16(Х6) – функциональная 

зависимость выполненных работ по плановому обслуживанию 

РТК от численности программистов; f17(Х7) – функциональная 

зависимость выполненных работ по плановому обслуживанию 

РТК от численности наладчиков; f18(Х10) – функциональная 

зависимость выполненных работ по плановому обслуживанию 

РТК от количества дней просрочки поставки материалов для и 

запчастей для ремонта; f19(Х17) – функциональная зависимость 

численности программистов от плана производства;  

f20(Х17) – функциональная зависимость численности наладчиков 

от плана производства; f21(Х17) – функциональная зависимость 
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численности контролеров ОТК от плана производства;  

f22(Х17) – функциональная зависимость численности цеховых 

технологов от плана производства; f23(Х17)  – функциональная 

зависимость количества дней просрочки поставки материалов 

для ремонта РТК от плана производства; f24(Х5)  – функциональ-

ная зависимость отклонения напряжения дуги от выполненных 

работ по плановому обслуживанию; f25(Х5) – функциональная 

зависимость отклонения тока на двигателе подающего блока от 

выполненных работ по плановому обслуживанию;  

f26(Х5) – функциональная зависимость отклонения манипулятора 

от выполненных работ по плановому обслуживанию;  

f27(Х9) – функциональная зависимость наличия необходимой 

документации от численности цеховых технологов;  

f28(Х17) – функциональная зависимость отклонения давления 

защитного газа от плана производства; f29(Х17) – функциональ-

ная зависимость отклонения давления сжатого воздуха от плана 

производства; f30(Х9) – функциональная зависимость плана 

производства от численности технологов; f31(Х6) – функцио-

нальная зависимость количества балок, сданных с первого 

предъявления, от численности программистов; f32(Х7) – функци-

ональная зависимость количества балок, сданных с первого 

предъявления, от численности наладчиков; f33(Х8) – функцио-

нальная зависимость количества балок, сданных с первого 

предъявления, от численности контролеров ОТК;  

f34(Х14) – функциональная зависимость количества балок, сдан-

ных с первого предъявления, от наличия необходимой техноло-

гической документации; f35(Х1) – функциональная зависимость 

количества балок, сданных с первого предъявления, от количе-

ства забракованных балок; f36(Х4) – функциональная зависи-

мость количества балок, сданных с первого предъявления, от 

длины дефектных сварных швов. 

4. Алгоритм решения задачи 

Для решения задачи (1)–(2) необходимо определить функ-

циональные зависимости f1, f2, …, f36. Функциональные зависи-

мости определяются путем аппроксимации статистических 
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данных. В качестве примера  рассмотрим аппроксимацию поли-

номами третьей степени функциональных зависимостей  сред-

ней длины дефектных швов (Х4): 

–  от среднего отклонения давления защитного газа (Х15): 

;71,0)(41,1)(1,3)(77,1 )( 15

2

15

3

151513  + tX  tX + tX= Xf   

–  от среднего отклонения давления сжатого воздуха (Х16)  
0,14;  )(7,43  )(4,25  )(16,92 = )( 16

2

16

3

161614  tXtXtXXf  

–  от численности операторов (Х2): 
3,85.  )(4,74  )(0,76  )(05,0)( 2

2

2

3

2215  tXtXtX = Xf  

В качестве статистических данных для аппроксимации ис-

пользованы многолетние наблюдения за РТК дуговой сварки на 

ОАО «Трансмаш» (г. Энгельс). Выбор степени аппроксимиру-

ющих полиномов осуществлялся стандартными средствами 

пакета прикладных программ Matlab v.7.9 (R2009b).
 

Графики зависимостей f13(X15), f14(X16) и f15(X2) представле-

ны на рис.3. 

 
Рис. 3. Графики функциональных зависимостей средней длины  

дефектных сварных швов на единицу продукции (Х4): 

(а) – от среднего отклонения давления защитного газа (Х15);  

(б) – от среднего отклонения давления сжатого воздуха (Х16);  

(в) – от численности операторов РТК (Х2) 
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Как видно из рис. 3, средняя длина дефектных швов на еди-

ницу продукции растет при увеличении отклонения давления 

защитного газа и сжатого воздуха и падает при увеличении 

численности операторов РТК. 

Ввиду большой размерности системы уравнений (4) решить 

ее аналитически представляется затруднительным, поэтому эта 

система решена численно с помощью метода Рунге–Кутты 

4 порядка. За начальные условия при этом приняты нормиро-

ванные показатели качества сварки в РТК, взятые на ОАО 

«Трансмаш» (г. Энгельс) за 6 месяцев 2016 года (таблица 1). 

Таблица 1. Нормированные показатели качества 

Xi
Ф

 
Фактические нормированные значения показателей 

Январь Февраль Март Апрель Май Июнь 

Х1 0,09 0,08 0,08 0,11 0,09 0,09 

Х2 0,79 0,61 0,66 0,53 0,76 0,74 

Х3 0,12 0,13 0,16 0,24 0,21 0,18 

Х4 0,53 0,64 0,58 0,66 0,55 0,59 

Х5 0,86 0,97 0,78 0,73 0,65 0,71 

Х6 0,63 0,68 0,65 0,57 0,58 0,56 

Х7 0,82 0,76 0,83 0,59 0,62 0,62 

Х8 0,77 0,71 0,76 0,75 0,89 0,78 

Х9 0,27 0,34 0,23 0,48 0,32 0,47 

Х10 0,33 0,38 0,27 0,42 0,34 0,39 

Х11 0,36 0,26 0,31 0,18 0,27 0,32 

Х12 0,19 0,16 0,17 0,15 0,15 0,17 

Х13 0,63 0,68 0,65 0,57 0,58 0,56 

Х14 0,84 0,95 0,74 0,82 0,92 0,94 

Х15 0,77 0,54 0,39 0,46 0,69 0,61 

Х16 0,65 0,83 0,71 0,78 0,54 0,61 

Х17 0,97 0,98 0,93 0,92 0,92 0,94 

Х18 0,96 0,87 0,89 0,85 0,9 0,92 
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Значения показателей Х1, Х2, …, Х18 определяются путем 

численного решения системы уравнений (4) с помощью пакета 

прикладных программ Matlab v.7.9 (R2009b). 

Полученные результаты аппроксимированы следующими 

полиномами: 

0,0941 + 0,4759  4,2630 + ,96556)( 23

1 ttttX  ; 

0,71 + 0,2638  0,0656 + 0,0002)( 23

2 ttttX  ; 

0,213 + 0,0162  0,0024 + 0,0004)( 23

3 ttttX  ; 

0,601 + 1,2643  0,115  0,0341)( 23

4 ttttX  ; 

0,92 + 0,2721  0,1767  0,0885)( 23

5 ttttX  ; 

0,702 + 0,4654 0,1386  0,0005)( 23

6 ttttX  ; 

0,8032 + 0,3216  0,1573  0,0005)( 23

7 ttttX  ; 

0,7091 + 0,5117  0,1250 0,0004)( 23

8 ttttX  ; 

0,3175 + 0,1717  0,0769  0,0003)( 23

9 ttttX  ; 

0,3043 + 0,241 0,015 )( 2

10 tttX  ; 

0,303 + 0,6534 0,0057 0,0038)( 23

11 ttttX  ; 

0,11 + 0,631  0,0044 0,003)( 23

12 ttttX  ; 

0,17 + 0,3387  0,0183  0,0124)( 23

13 ttttX  ; 

0,807 + 0,1437  0,0273 + 0,0081)( 23

14 ttttX  ; 

0,6908 + 0,1947  0,2121 0,0007)( 23

15 ttttX  ; 

0,75 + 0,3255  0,0578 0,0002)( 23

16 ttttX  ; 

0,95 + 0,2822  0,0019  0,0006)( 23

17 ttttX  ; 

0,9001 + 0,502  0,1045  0,0121)( 23

18 ttttX  . 

Для вычисления целевой функции Q(t) необходимо задать 

значения весовых коэффициентов ωi. Эти коэффициенты вы-

браны путем проведения экспертной оценки на основе наблю-

дений за технологическим процессом: 



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

111 

.0,104;08,0;037,0

;057,0;056,0;043,0;072,0;029,0

;067,0;024,00,06;0,023;0,038;

0,03;0,053;0,018;ω;072,00,137;

181716

1514131211

109876

54321









ωωω

ωωωωω

ωωωωω

ωωωω

 

Заданные значения показателей качества процесса сварки 

определены исходя из опыта эксплуатации РТК Kawasaki с 

манипуляторами FA10L и контроллерами C40 и приведены 

ниже: 

 .1 ;1 ;6,0 ;3,0 ;97,0 ;6,0

 ;3,0 ;2,0 ;25,0;3,0;9,0;85,0

 ;55,0 ;98,0 ;5,0 ;1,0 ;5,0 ;07,0

З
18

З
17

З
16

З
15

З
14

З
13

З
12

З
11

З
10

З
9

З
8

З
7

З
6

З
5

З
4

З
3

З
2

З
1







XXXXXX

XXXXXX

XXXXXX

 

Подставляя в (1) значения весовых коэффициентов 

ω1, ω2, …, ω18, заданные показатели качества X1
З
, X2

З
, …, X18

З
 и 

полученные полиномы X1(t), X2(t), …, X18(t), вычислим значение 

функции Q(t): 







К

Н

t

t dtt

ttttt
tQ

.)033,0019,0

024,024,0416,3134,864,6(
)(

23456

 

Как видно, полученное выражение возможно решить ана-

литически с помощью таблиц первообразных: 

. 033,001,0008,006,0683,0356,1949,0)(
Н

К234567

t

t
ttttttttQ 

Результат вычисления функции Q(t) на разных временных от-

резках приведен в таблице 2 (шаг измерения – 1 неделя).  

 

Таблица 2. Значения целевой функции Q(t) 

tН; tК [0; 1] [0; 2] [0; 3] [0; 4] [0; 5] 

Q(t) 0,0034 0,007 0,011 0,0157 0,0218 

tН; tК [0; 6] [0; 7] [0;8] [0; 9] [0; 10] 

Q(t) 0,0303 0,0443 0,0715 0,1292 0,251 
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Опыт эксплуатации РТК показывает, что оперативно-

диспетчерский персонал использует сравнительно небольшое 

количество значений управляющих переменных, каждая из 

которых представляет собой план мероприятий по обеспечению 

требуемых значений показателей качества. Поэтому при реше-

нии задачи (1)–(2) определены значения Q(t) для планов меро-

приятий pj  {P}, j = 1, 2 ,.., N, и с помощью перебора определя-

ется тот план, реализация которого минимизирует Q(t): 

},)(...,,

)(,)({)}(...,),(),({:

)(

1818

)(

2

2

)(

111821

jj

j

j

tX

tXtXtXtXtXp








 

где Хi(t) < δi
(j)

 < 1 – Хi(t), i = 1, 2, …, 18, j = 1, 2, …, N. Величины 

δ1
(j)

, δ2
(j)

, …, δ18
(j)

 определяются экспертами с учетом специфики 

технологического процесса сварки. Вычисляя значения целевой 

функции Q(t) для каждого pj  {P} на заданном временном 

отрезке, определим план мероприятий, который позволит осу-

ществить оптимальное управление качеством сварки в РТК.  

На рис. 4 представлено сравнение графиков целевой функ-

ции Q(t) без осуществления УВ (сплошная линия) и в результате 

реализации различных планов мероприятий p1, p2, ..., p6 (пунк-

тирные и штрих-пунктирные линии). 

 

Рис. 4. Сравнение динамики целевой функции Q(t) 

при отсутствии управляющих воздействий 

и при реализации планов мероприятий 
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Как следует из графиков, через 5 недель минимум функции 

Q(t) достигается при реализации плана мероприятий p5, а на 

отрезке от 5 до 10 недель – при реализации плана p6. Мероприя-

тия данных планов, а также значения показателей до и после их 

реализации (Xi
0
 и Xi

*
 соответственно) показаны в таблицах 3 и 4. 

Таблица 3. План мероприятий p5 

Мероприятия 
 

Xi
0
 δi Xi

*
 

1. Технологам ежесменно прове-

рять наличие технологической 

документации на рабочих местах 

2. Оператору проводить контроль 

состояния сопла горелки после 

очистки 

3. Программисту проводить мони-

торинг значений  сварочного тока 

с помощью функции RTMON 

4. Отделу кадров принять на рабо-

ту дополнительно одного опера-

тора 

5. Оператору ежесменно прово-

дить точную настройку расхода 

защитного газа и отсекателя 

6. Установить регуляторы давле-

ния защитного газа на входе РТК 

X1 

X2 

X3 

X4 

X5 

X6 

X7 

X8 

X9 

X10 

X11 

X12 

X13 

X14 

X15 

X16 

X17 

X18 

0,095 

0,790 

0,123 

0,532 

0,864 

0,632 

0,827 

0,773 

0,276 

0,338 

0,365 

0,194 

0,638 

0,843 

0,776 

0,652 

0,970 

0,961 

–0,023 

0,061 

–0,046 

–0,141 

0,032 

0 

0 

0 

0 

–0,075 

–0,153 

–0,063 

–0,114 

0,071 

–0,134 

–0,211 

0,021 

0,012 

0,072 

0,851 

0,077 

0,391 

0,896 

0,632 

0,827 

0,773 

0,276 

0,263 

0,212 

0,131 

0,524 

0,914 

0,642 

0,441 

0,991 

0,973 

 

Как видно из таблицы 4, реализация плана мероприятий p6 

позволяет снизить значение X1 с 0,095 до 0,08, что означает 

уменьшение количества забракованных балок с 11 до 8 на 

100 единиц продукции, а значение показателя X4 снизить с 0,532 

до 0,398, что эквивалентно уменьшению средней протяженно-

сти дефектных сварных швов с 0,75 м до 0,35 м на 1 единицу 

продукции. 
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Таблица 4. План мероприятий p6 

Мероприятия 
 

Xi
0
 δi Xi

*
 

1. Оператору проводить проме-

жуточный контроль качества 

сварного шва 

2. Цеховому технологу осуществ-

лять  периодическую проверку 

актуальности документации 

3. Оператору проводить монито-

ринг значений сварочного тока по 

индикаторам источника питания 

4. Наладчикам и программистам 

проводить планово-

предупредительные работы 

согласно графику 

5. Отделу кадров принять на 

работу дополнительно одного 

программиста 

X1 

X2 

X3 

X4 

X5 

X6 

X7 

X8 

X9 

X10 

X11 

X12 

X13 

X14 

X15 

X16 

X17 

X18 

0,095 

0,790 

0,123 

0,532 

0,864 

0,632 

0,827 

0,773 

0,276 

0,338 

0,365 

0,194 

0,638 

0,843 

0,776 

0,652 

0,970 

0,961 

–0,015 

0 

–0,078 

–0,134 

0,085 

0,233 

0 

0 

0 

0,015 

0,003 

–0,043 

–0,004 

0,031 

–0,015 

0,011 

–0,013 

0,023 

0,080 

0,790 

0,201 

0,398 

0,779 

0,865 

0,827 

0,773 

0,276 

0,353 

0,368 

0,151 

0,634 

0,874 

0,761 

0,663 

0,957 

0,984 

 

5. Оперативное управление процессом сварки в РТК 

с использованием разработанной 

математической модели 

Для реализации математической модели (4) разработан 

программный комплекс «Rob_QC» (рис. 5), позволяющий осу-

ществить оперативное управление процессом сварки в РТК. 

На рис. 6 приведена структура разработанного программно-

го обеспечения использующего типовой комплекс технических 

средств управления РТК дуговой сварки для решения задачи 

(1)–(2), где: 

Rob_QC – программный комплекс оперативного управле-

ния качеством сварки в РТК: МДУ – модуль решения системы 

дифференциальных уравнений для показателей качества;  

ММЦ – модуль вычисления и минимизации целевой функции;  
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МФМ– модуль выдачи мероприятий, рекомендованных для 

повышения качества, БД – база данных;  

 

Рис. 5. Интерфейс программного комплекса «Rob_QC» 

1 – автоматизированные рабочие места специалистов: 

АРМ-1 – генерального директора; АРМ-2 – технического дирек-

тора; АРМ-3 – директора по качеству; АРМ-4 – главного меха-

ника; АРМ-5 – главного технолога; АРМ-6 – начальника цеха; 

АРМ-7 – начальника ОТК; АРМ-8 – оператора;  

2 – двигатели управления осями манипулятора: Jt1, Jt2, …, 

Jt7 – двигатели 1-й, 2-й, … , 7-й осей соответственно;  

3 – сварочный контур: TPS5000 – источник питания;  

TS – блок тактильного отслеживания детали; VR1500 – блок 

подачи сварочной проволоки; FK4000 – блок охлаждения сва-

рочной горелки; AWS-M – датчик удара горелки; 

4 – устройства безопасности: ADSR0, ADSR1 – реле управ-

ления фотоэлементными барьерами; VE3BL, JE3BL – эмиттеры; 

VR3BL, JR3BL – ресиверы; ZCK-E21 – концевые выключатели 

движения колонны манипулятора; ZCK-E65 – концевые выклю-

чатели начального положения сварочной горелки;  

ZCK-E08 – концевые выключатели аварийных дверей;  

ZCK-J1 – концевые выключатели сближения манипуляторов; 



 

Управление большими системами. Выпуск 71 

116 

1GA – блок центрального процессора управления контрол-

лером: RS232 I/F – последовательный интерфейс;  

LAN I/F – интерфейс для подключения к локальной сети;  

CPU – центральный процессор контроллера С-40;  

1НР – блок управления сервоприводами: СРС – модуль 

управляющего питания двигателей; МРС – модули датчиков 

положения манипулятора;  

1GB – блок управления двигателями осей манипулятора: 

CPU A – центральный процессор управления двигателями  

Jt1–Jt3; CPU B – центральный процессор управления двигателя-

ми Jt4–Jt6; CPU С – центральный процессор управления двига-

телем Jt7; FC40 – многофункциональный пульт оператора;  

Rob4000 – интерфейс пользователей для связи со свароч-

ным оборудованием. 

Процедура оперативного управления процессом сварки в 

РТК по критерию (1) на основе модели (4) и с использованием 

программного комплекса «Rob_QC» приведена в виде информа-

ционно-логической схемы (рис. 7). 

Здесь 1 – сбор данных по бракованным изделиям; 2 – сбор 

данных о численности персонала; 3 – запись информации в БД;  

4 – сбор данных о реализованных мероприятиях за месяц;  

5 – мероприятия выполняются?; 6 – поиск причин невыполне-

ния мероприятий; 7 – устранение причин невыполнения, кор-

ректировка плана; 8 – поощрение персонала; 9 – анализ причин-

но-следственных связей; 10 – извлечение из БД заданных 

показателей качества; 11 – отклонение фактических показателей 

от заданных меньше заданного значения?; 12 – корректировка 

функциональных зависимостей; 13 – занесение в БД новых 

значений показателей; 14 – вычисление фактических показате-

лей качества за год; 15 – достигнут требуемый уровень каче-

ства?; 16 – анализ причин отклонения; 17 – корректировка 

математической модели (4); 18 – внесение в БД изменений 

математической модели; 19 – поощрение персонала; 20 – вы-

числение значений показателей качества на следующий период 

планирования. 
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Рис. 6. Структура комплекса технических средств управления РТК дуговой сварки 
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Рис. 7. Информационно-логическая схема решения задачи  

оперативного управления процессом сварки в РТК 

На начальном этапе решается система дифференциальных 

уравнений (4) для определения расчетных значений показателей 

качества и вычисления целевой функция Q(t). Далее определя-

ется план мероприятий для минимизации целевой функции. 

На отрезке времени «Один раз в месяц» проводится провер-

ка выполнения разработанных мероприятий. В случае невыпол-

нения проводится анализ и устранение причин, при необходи-

мости план мероприятий корректируется и заносится в БД. 

На отрезке времени «Один раз в квартал» проводится ана-

лиз неисправностей РТК за квартал, сбор данных о численности 

персонала и данных о бракованных изделиях. На основе этих 

данных вычисляются фактические показатели качества. В слу-
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чае отклонения фактических показателей от заданных прово-

дится анализ и корректировка функциональных зависимостей 

f1(Xi), …, f36(Xi). Скорректированные зависимости заносятся в 

БД. 

На отрезке времени «Один раз в год» проводится вычисле-

ние годовых фактических показателей качества, которые срав-

ниваются с заданными. При достижении требуемого уровня 

качества осуществляется поощрение персонала и осуществляет-

ся расчет показателей качества на очередной период. 

6. Заключение 

Предложенные модели и алгоритмы управления процессом 

сварки роботизированными технологическими комплексами 

обеспечивают оптимизацию процесса дуговой сварки по крите-

рию качества производимой продукции. 

Разработанное математическое обеспечение, реализующее 

эти модели и алгоритмы, позволяет осуществлять оценку пока-

зателей качества на различных временных отрезках и осуществ-

лять оперативное управление процессом дуговой сварки в РТК в 

соответствии с предложенным критерием. 

В настоящее время разработанные модели и алгоритмы 

проходят апробацию в составе комплекса технических средств 

управления РТК для сварки на ОАО «Трансмаш» (г. Энгельс). 
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Abstract: The article solves the problem of controlling the welding 

process via robotic technological complexes according to the quali-

ty criterion of the production. A mathematical model and an algo-

rithm for solving it have been developed. The solution of the prob-

lem is performed using the system dynamics model, which allows to 

proceed to a system of nonlinear differential equations for phase 

variables (system levels). As the system levels used the main indica-

tors of production quality. Factors affecting the growth and de-

crease of indicators are described. The graph describing the cause-

effect relations between the indicators is given. By approximating 

the statistical data, functional dependencies between these indica-

tors are determined. The description of the software for the imple-

mentation of the developed algorithm as part of a complex of tech-

nical controls for a robotic technological complex is given. 

A procedure has been developed for the operational control of the 

welding process in robotic complexes according to the proposed 

criterion at various time intervals in the form of an information-

logic scheme. The introduction of the developed mathematical 

software will allow to increase the quality of arc welding in robotic 

complexes. 

 

Keywords: robotic technological complex, technological process, 

system dynamics, level of quality, control of weld process, mathe-

matical model. 
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