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В 90-е годы прошлого века была введена анизотропийная теория управления,
методы которой используются при решении задач управления и фильтрации
для линейных систем с детерминированными матрицами, на вход которых по-
даются случайные возмущения с неизвестными точно статистическими ха-
рактеристиками. В данной теории введено понятие анизотропии как меры
отклонения распределения случайного вектора от стандартного гауссовского
распределения. В данной работе представлены решения задач анизотропий-
ного анализа для частного случая линейных дискретных систем со стохасти-
ческими матрицами, а именно систем с мультипликативными шумами. Рас-
смотрены задачи вычисления анизотропийной нормы в пространстве состо-
яний и формулировки условий ограниченности анизотропийной нормы сверху
заданной величиной для таких систем на конечном интервале времени. Усло-
вия ограниченности анизотропийной нормы представлены в двух вариациях:
в терминах разностных уравнений Риккати и в терминах неравенства Рикка-
ти. Последний вариант условий ограниченности может быть преобразован
в систему линейных матричных неравенств. Полученные результаты анизо-
тропийного анализа позволяют решать задачи субоптимального управления
и фильтрации для подобных систем. Для демонстрации применения этих ре-
зультатов в работе приведен численный пример решения задач анизотропий-
ного анализа для линейной дискретной нестационарной системы с мультипли-
кативными шумами, описывающей продольное движение самолета в режиме
посадки.
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1. Введение

Большой научный интерес с прошлого века по настоящее
время представляют стохастические системы и соответствующие
им задачи анализа и синтеза. Это связано с тем, что широкий
класс реальных технических объектов с хорошей точностью опи-
сывается математическими моделями в виде линейных и нели-
нейных систем с элементами случайной природы. Решение за-
дач управления и фильтрации для стохастических систем общего
вида является крайне трудоемким, и универсальных методов ре-
шения на данный момент не существует. Чаще всего вводятся
определенные допущения о структуре стохастической системы.
Одним из известных частных случаев таких допущений явля-
ются системы с мультипликативными шумами [18, 33, 34]. По-
добные системы достаточно эффективно описывают динамику
различных процессов в физике, биологии, экономике и многих
других сферах. Уже выпущено множество статей на темы задач
робастного управления [17], оценивания состояния системы [27],
линейного квадратичного управления [14] и многие других для
систем с мультипликативными шумами.

Чаще всего предполагается, что мультипликативные шумы
внутри системы обладают известными статистическими момен-
тами, т.е. являются статистически определенными. Но сказать то
же самое о свойствах внешних возмущений чаще всего не пред-
ставляется возможным. Если внешние возмущения являются слу-
чайными и их статистические моменты неизвестны, то они мо-
гут оказать большое влияние на качество работы рассматрива-
емой системы. Для описания качества работы системы исполь-
зуются определенные функционалы, которые называют крите-
риями качества. Одним из наиболее известных критериев явля-
ется среднеквадратичный коэффициент усиления. Он описывает
в терминах норм входа и выхода системы ее реакцию на вход-
ное возмущение. Если входное возмущение является случайным,
то нормы входа и выхода системы определяются их первыми и
вторыми статистическими моментами. Значение ВКУ варьиру-
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ется в зависимости от свойств входного возмущения и соответ-
ственно разделяются типы задач анализа и методы их решения.
К примеру, в задачах ℋ2-теории [7, 8, 12, 29] вводится предполо-
жение, что входное возмущение рассматриваемой системы явля-
ется гауссовским белым шумом. Также предполагается, что точ-
но известны параметры модели исследуемого объекта, т.е. мат-
рицы линейной системы объекта являются детерминированны-
ми. Подобные предположения о свойствах возмущения являются
достаточно строгими и редко оказываются абсолютно верными.
Отсюда очевиден основной недостаток ℋ2-теории – отсутствие
робастности. Другим известным классом задач анализа являют-
ся задачи ℋ∞-теории [9–11, 19, 23, 41]. При постановке подоб-
ных задач действует предположение о наихудшем сценарии вход-
ного возмущения, которое обеспечивает максимальное значение
СКУ системы. При использовании данного подхода математиче-
ски конструируется наихудший формирующий фильтр, выходом
которого является входное возмущение исходной системы. Ис-
пользуя подход ℋ∞-теории, можно определить отклик системы
на наихудшее из возможных возмущений с ограниченной энер-
гией. Однако подобное предположение также редко оказывается
верным и его использование не всегда целесообразно.

У подходов ℋ2- и ℋ∞-теорий есть свои существенные
недостатки. Поэтому существует целый ряд работ, посвящен-
ных поиску новых подходов к решению задач анализа и син-
теза для систем с неопределенным внешним возмущением. Од-
ним из примеров является цикл работ по анизотропийной тео-
рии [2, 3, 13, 31, 37, 38], которая была представлена в 90-е го-
ды прошлого века. Основой данной теории являются введенные
понятия анизотропии случайного вектора, средней анизотропии
последовательности векторов и анизотропийной нормы системы.
Анизотропию случайного вектора можно рассматривать как ме-
ру отклонения распределения данного вектора от стандартного
гауссовского распределения. Это позволяет описывать случай-
ные векторы с неизвестными статистическими характеристика-
ми с помощью одной величины. Методы анизотропийной теории
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использовались при решении задач управления и фильтрации для
линейных систем непрерывного и дискретного времени, с посто-
янными и переменными матрицами. В [35] приведено решение
задачи оптимальной анизотропийной фильтрации в случае ли-
нейной дискретной нестационарной системы на конечном интер-
вале времени в терминах разностного уравнения Риккати с до-
полнительным условием в виде алгебраического уравнения спе-
циального вида. В [26] приведена формулировка леммы об огра-
ниченности анизотропийной нормы для линейных нестационар-
ных систем. Задача субоптимальной анизотропийной фильтрации
для линейных нестационарных систем с неслучайными матрица-
ми была решена в [6]. Полученные результаты анизотропийного
анализа и синтеза используются при решении задач управления и
фильтрации для других классов линейных систем, ранее не рас-
смотренных в рамках данной теории.

Также существуют и другие способы описания статистиче-
ских неопределенностей в самой системе и внешних возмуще-
ниях, поступающих на вход системы. К примеру, в [39] неопре-
деленность случайного возмущения характеризуется с помощью
условной относительной энтропии, а устойчивость системы к та-
ким возмущениям характеризуется индексом робастности. Поми-
мо анизотропии, неопределенности могут быть описаны с по-
мощью политопов [20, 40]. Также при решении задач анализа и
стабилизации систем с неопределенностями используется лемма
Питерсона [24, 28, 30].

Поскольку методы анизотропийной теории являются обоб-
щением методов ℋ2- и ℋ∞-теорий и они менее подвержены
недостаткам данных теорий, задачи анизотропийного анализа и
синтеза для систем с мультипликативными шумами представ-
ляют большой интерес и результаты их решения могут иметь
большое теоретическое и практическое значение. Но прежде чем
приступать к задачам синтеза, необходимо определить алгоритм
вычисления самой анизотропийной нормы для таких систем в
пространстве состояний и условия ее ограниченности в терми-
нах уравнений и неравенств Риккати. Подобные задачи относят-
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ся к анизотропийному анализу и именно им посвящена данная
работа.

2. Предварительные сведения

Перед описанием класса рассматриваемых систем введем
необходимые обозначения. Пусть R𝑛 – множество 𝑛-мерных век-
торов с элементами из R; R𝑛×𝑚 – множество (𝑛×𝑚)-мерных мат-
риц с элементами из R; L𝑛

2 – множество R𝑛-значных интегрируе-
мых с квадратом случайных векторов; L𝑛×𝑚

2 – множество R𝑛×𝑚-
значных интегрируемых с квадратом случайных матриц; E(𝑥) –
математическое ожидание случайной величины 𝑥. В выкладках
статьи будут использоваться следующие матричные и векторные
нормы:

1) ||𝑥||2 =
√︀

E(𝑥⊤𝑥) – норма случайного вектора 𝑥 из L𝑛
2 ;

2) ||𝑋||2 =
√︀

tr(E(𝑋⊤𝑋)) – 2-норма случайной матрицы 𝑋
из L𝑛×𝑚

2 ;
3) ||𝑋||∞ =

√︁
max

𝑖
(𝜆𝑖(E(𝑋⊤𝑋))) – ∞-норма случайной

матрицы 𝑋 из L𝑛×𝑚
2 , где 𝜆𝑖(E(𝑋⊤𝑋)) – собственные значения

матрицы E(𝑋⊤𝑋).
4) Φ𝑀 (𝑋) – блочно-диагональная матрица из 𝑀 матриц 𝑋 .
Далее приведено описание объекта исследования данной ра-

боты и основные понятия анизотропийной теории, используемые
в рассматриваемых задачах анизотропийного анализа.

2.1. Системы с мультипликативными шумами
В данной работе рассматриваются линейные дискрет-

ные нестационарные системы на конечном интервале времени
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} с реализацией в пространстве состояний вида

(1) 𝑇𝑧𝑤 ∼
{︂

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑤(𝑘),
𝑧(𝑘) = 𝐶(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐷(𝑘)𝑤(𝑘),

где 𝑥(𝑘) ∈ L𝑛𝑥
2 – вектор состояния системы с начальным усло-

вием 𝑥(0) = 0; 𝑤(𝑘) ∈ L𝑚𝑤
2 – вектор входного внешнего воз-

мущения системы; 𝑧(𝑘) ∈ L𝑝𝑧
2 – вектор оцениваемого выхода.

Матрицы системы 𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘), 𝐶(𝑘), 𝐷(𝑘) являются случайными
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матрицами специального вида

𝐴(𝑘) = 𝐴0(𝑘) +
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉1𝑖(𝑘)𝐴𝑖(𝑘) ∈ L𝑛𝑥×𝑛𝑥
2 ,

𝐵(𝑘) = 𝐵0(𝑘) +
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉2𝑖(𝑘)𝐵𝑖(𝑘) ∈ L𝑛𝑥×𝑚𝑤
2 ,

𝐶(𝑘) = 𝐶0(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉3𝑖(𝑘)𝐶𝑖(𝑘) ∈ L𝑝𝑧×𝑛𝑥
2 ,

𝐷(𝑘) = 𝐷0(𝑘) +
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉4𝑖(𝑘)𝐷𝑖(𝑘) ∈ L𝑝𝑧×𝑚𝑤
2 ,

где 𝜉𝑗𝑖(𝑘) при всех 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}, 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑀} и
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} являются независимыми в совокупности по
𝑖, 𝑗, 𝑘 скалярными случайными величинами с нулевыми матема-
тическими ожиданиями и единичными дисперсиями. Стоит от-
метить, что 𝜉𝑗𝑖(𝑘) также являются независимыми со случайным
возмущением 𝑤(𝑡) при любых 𝑘 и 𝑡.

Поскольку система (1) имеет нулевое начальное со-
стояние и рассматривается на конечном интервале времени
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, ее также можно описать с помощью вход-
выходного соотношения вида
(2) 𝑍0:𝑁 = 𝐹0:𝑁𝑊0:𝑁 ,

где𝑍0:𝑁 = (𝑧⊤(0),. . . ,𝑧⊤(𝑁))⊤ ∈ L𝑝𝑧(𝑁+1)
2 – последовательность вы-

ходных сигналов системы,𝑊0:𝑁 =(𝑤⊤(0),. . . ,𝑤⊤(𝑁))⊤ ∈L𝑚𝑤(𝑁+1)
2 –

последовательность входных сигналов системы. Для сокращения
записи дальнейших выкладок введем обозначения 𝑙𝑧=𝑝𝑧(𝑁 +1),
𝑙𝑤 = 𝑚𝑤(𝑁 + 1). Матрица связи в 𝑍0:𝑁 = 𝐹0:𝑁𝑊0:𝑁 имеет вид
𝐹0:𝑁 = block

06𝑘,𝜅6𝑁
(𝑓(𝑘, 𝜅)), где

(3) 𝑓(𝑘, 𝜅) =

⎧⎨⎩
𝐶(𝑘)𝑇 (𝑘, 𝜅+ 1)𝐵(𝜅), если 𝑘 > 𝜅,
𝐷(𝑘), если 𝑘 = 𝜅,
0, если 𝑘 < 𝜅.
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Матрица перехода 𝑇 (𝑘, 𝜅) для 𝑘 > 𝜅 удовлетворяет рекуррентной
формуле 𝑇 (𝑘, 𝜅) = 𝐴(𝑘 − 1)𝑇 (𝑘 − 1, 𝜅) = 𝑇 (𝑘, 𝜅 + 1)𝐴(𝜅) при
граничном условии 𝑇 (𝑘, 𝑘) = 𝐼𝑛𝑥 . Стоит отметить, что случай-
ная матрица 𝐹0:𝑁 и случайный вектор 𝑊0:𝑁 являются независи-
мыми в силу независимости случайных величин 𝜉𝑗𝑖(𝑘) и 𝑤(𝑘).
Поскольку рассматриваемая система (1) полностью описывается
соотношением (2) на конечном временнои интервале, нормы этой
системы эквивалентны соответствующим нормам матрицы 𝐹0:𝑁 ,
т.е. аналогом ℋ2-нормы системы является 2-норма матрицы 𝐹0:𝑁 ,
которая определяется по формуле

‖𝑇𝑧𝑤‖2 = ‖𝐹0:𝑁‖2 =
√︁
tr(E[𝐹⊤

0:𝑁𝐹0:𝑁 ]).

Меру отклика системы 𝑇𝑧𝑤 на входной вектор 𝑊0:𝑁 можно опи-
сать с помощью среднеквадратичного коэффициента усиления
(СКУ), который определяется по формуле

(4) Q(𝐹0:𝑁 ,𝑊0:𝑁 ) =
||𝑍0:𝑁 ||2
||𝑊0:𝑁 ||2

.

С учетом независимости 𝐹0:𝑁 и 𝑊0:𝑁 среднеквадратичный коэф-
фициент усиления можно записать следующим образом:

(5) Q(𝐹0:𝑁 ,𝑊0:𝑁 ) =

√︃
tr(ΛΣ)

tr(Σ)
,

где Λ = E[𝐹⊤
0:𝑁𝐹0:𝑁 ] ∈ R𝑙𝑤×𝑙𝑤 , Σ = E[𝑊0:𝑁𝑊⊤

0:𝑁 ] ∈ R𝑙𝑤×𝑙𝑤 .
Аналогом ℋ∞-нормы системы 𝑇𝑧𝑤 является ∞-норма матрицы
𝐹0:𝑁 , которая равна максимальному сингулярному числу матри-
цы 𝐹0:𝑁 и определяется выражением

(6) ‖𝑇𝑧𝑤‖∞ = 𝜎max(𝐹0:𝑁 ) = max
𝑖

√︁
𝜆𝑖(E[𝐹⊤

0:𝑁𝐹0:𝑁 ]).

Стоит отметить, что значение ∞-нормы матрицы 𝐹0:𝑁 си-
стемы 𝑇𝑧𝑤 равно супремуму СКУ по всем векторам 𝑊0:𝑁 ∈ L𝑙𝑤

2 .
Далее кратко изложены теоретические аспекты анизотропийной
теории, необходимые для понимания сути рассматриваемых в ра-
боте задач анизотропийного анализа.
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2.2. Анизотропия случайного вектора
При создании анизотропийной теории использовались теоре-

тические понятия из таких областей математики, как теория веро-
ятности и теория информации. К примеру, понятие анизотропии
случайного вектора основано на определениях относительной эн-
тропии или расстояния Кульбака – Лейблера и дифференциаль-
ной энтропии. В [35] определение сформулировано следующим
образом.

Определение 1. Анизотропией A(𝑊 ) 𝑚-мерного случайного
вектора 𝑊 называется неотрицательная величина, определён-
ная по формуле

(7) A(𝑊 ) = min
𝜆>0

D(𝑓‖𝑝𝑚,𝜆) =
𝑚

2
ln

(︂
2𝜋𝑒

𝑚
‖𝑊‖2

)︂
− h(𝑊 ),

где D(𝑓‖𝑝𝑚,𝜆) – относительная энтропия (расстояние Куль-
бака – Лейблера) функции плотности распределения вероят-
ности 𝑓 вектора 𝑊 относительно функции плотности гаус-
совского распределения 𝑝𝑚,𝜆 с нулевым математическим ожи-
данием и скалярной ковариационной матрицей 𝜆𝐼𝑚, 𝜆 > 0;
h(𝑊 ) = −

∫︀
R𝑚

𝑓(𝑤) ln 𝑓(𝑤)𝑑𝑤 – дифференциальная энтропия 𝑊 .

По формуле вычисления анизотропии видно, что ее значение
определяется функцией распределения 𝑓 случайного вектора 𝑊
и его первыми двумя статистическими моментами, причем при-
чем последнее слагаемое ℎ(𝑊 ) определяется только функцией
распределения. Важно отметить следующие свойства анизотро-
пии:

Лемма 1. [1] Анизотропия A(𝑊 ) случайного вектора
𝑊 ∈ L𝑚

2 обладает следующими свойствами:
а) для любой положительно определенной матрицы

Σ ∈ R𝑚×𝑚, являющейся ковариационной матрицей случайного
вектора 𝑊 , минимум анизотропии A(𝑊 ) вычисляется по
формуле

(8) min
{︁
A(𝑊 ) : 𝑊 ∈L𝑚

2 , E[𝑊𝑊⊤]=Σ
}︁
=−𝑚

2
ln det

𝑚Σ

tr(Σ)
,

причем минимум достигается только на гауссовском векторе 𝑊
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с нулевым математическим ожиданием и ковариационной мат-
рицей Σ;

б) для любого вектора 𝑊 ∈ L𝑚
2 анизотропия A(𝑊 ) являет-

ся неотрицательной величиной. Нулевое значение анизотропии
соответствует гауссовскому случайному вектору 𝑊 с нулевым
математическим ожиданием и скалярной ковариационной мат-
рицей 𝜆𝐼𝑚.

Из второго пункта данной леммы видно, что случай нуле-
вой анизотропии соответствует задачам ℋ2-теории, для которых
действует предположение о входном возмущении в виде гауссов-
ского белого шума. С помощью понятия анизотропии случайного
вектора можно описать множество входных случайных возмуще-
ний системы (1). Далее будем предполагать, что на вход систе-
мы поступают случайные возмущения, последовательность кото-
рых описывается вектором 𝑊0:𝑁 с ограниченной анизотропией
A(𝑊0:𝑁 ). В следующем подразделе перейдем к понятию анизо-
тропийной нормы системы.

2.3. Анизотропийная норма системы
Упомянутое в конце предыдущего подраздела множество

случайных векторов с ограниченной сверху анизотропией обо-
значим следующим образом:

W𝑎 = {𝑊 ∈ L𝑚
2 : A(𝑊 ) 6 𝑎},

где 𝑎 > 0 – заданная неотрицательная величина. На осно-
вании определений среднеквадратичного коэффициента усиле-
ния Q(𝐹0:𝑁 ,𝑊0:𝑁 ) и понятия анизотропии случайного вектора
A(𝑊0:𝑁 ) приведем определение анизотропийной нормы.

Определение 2. Анизотропийной нормой матрицы 𝐹0:𝑁 на-
зывается неотрицательная величина вида
(9) |||𝐹 |||𝑎 = sup

𝑊0:𝑁∈W𝑎

Q(𝐹0:𝑁 ,𝑊0:𝑁 ).

Как упоминалось ранее, система (1) полностью описывает-
ся соотношением (2) и нормы системы эквивалентны соответ-
ствующим нормам матрицы 𝐹0:𝑁 . Следовательно, анизотропий-
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ная норма системы (1) совпадает с анизотропийной нормой мат-
рицы 𝐹0:𝑁 . Стоит отметить, что анизотропийная норма является
неубывающей функцией от 𝑎 и ее значение лежит в интервале
между масштабированной 2-нормой и ∞-нормой системы, т.е.
справедливы следующие неравенства:

‖𝑇𝑧𝑤‖2√
𝑙𝑤

= |||𝑇𝑧𝑤|||0 6 |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎,(10)

|||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 < lim
𝑎→+∞

|||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 = ‖𝑇𝑧𝑤‖∞.(11)

При этом для рассматриваемой системы должно выполняться
условие

‖𝑇𝑧𝑤‖2/
√︀

𝑙𝑤 < ‖𝑇𝑧𝑤‖∞.

Данное неравенство нарушается только в том случае, когда мат-
рица 𝐹⊤

0:𝑁𝐹0:𝑁 имеет вид 𝐹⊤
0:𝑁𝐹0:𝑁 = 𝜆𝐼𝑙𝑤 для некоторого 𝜆 > 0.

Если данное условие выполняется при 𝜆 = 1, то систему называ-
ют изометричной.

Из определения анизотропийной нормы видно, что для ее
вычисления необходимо определить наихудшее входное возму-
щение 𝑊0:𝑁 ∈ W𝑎, при котором достигается супремум средне-
квадратичного коэффициента усиления. Поскольку 𝑊0:𝑁 являет-
ся случайным вектором, для его определения необходимо полу-
чить его функцию распределения и первые два статистических
момента. Вычисление анизотропийной нормы в пространстве со-
стояний является целью первой задачи анизотропийного анали-
за. Вторая задача анализа заключается в формулировке условий
ограниченности анизотропийной нормы системы (1) заданным
числом 𝛾 > 0 при заданном параметре 𝑎 > 0. Постановке и ре-
шению этих задач посвящены разделы 2 и 3 данной работы.

2.4. Критерий изометричности системы
При доказательстве теоремы о вычислении анизотропийной

нормы системы с мультипликативными шумами, которое при-
ведено в разделе 3, используется критерий изометричности си-
стемы. Поскольку изначально в формулировке критерия изомет-
ричности система подразумевается не стохастической, для рас-
сматриваемого случая системы с мультипликативными шумами
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необходимо вывести необходимые и достаточные условия изо-
метричности в терминах матриц системы. Для того чтобы приве-
сти формулировку критерия изометричности системы в терминах
ее матриц, необходимо ввести вспомогательные матрицы. На ос-
новании выражения элементов матрицы E[𝐹⊤

0:𝑁𝐹0:𝑁 ] определим
матрицы 𝑃 (𝑘) и 𝑄(𝑘) на интервале 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} следующим
образом:

𝑃 (𝑘)=
𝑘−1∑︁
𝑗=0

E[𝑇 (𝑘, 𝑗+1)]·E[𝐵(𝑗)]·E[𝐵⊤(𝑗)]·E[𝑇⊤(𝑘, 𝑗+1)],(12)

𝑄(𝑘) =

𝑁∑︁
𝑗=𝑘

E[𝑇⊤(𝑗, 𝑘) ·E[𝐶⊤(𝑗)𝐶(𝑗)] · 𝑇 (𝑗, 𝑘)],(13)

где 𝑇 (𝑘, 𝜅) – матрица перехода, удовлетворяющая выражению
𝑇 (𝑘, 𝜅) = 𝐴(𝑘 − 1)𝑇 (𝑘 − 1, 𝜅) = 𝑇 (𝑘, 𝜅+ 1)𝐴(𝜅). Матрицы 𝑃 (𝑘)
и 𝑄(𝑘) удовлетворяют рекуррентным формулам

𝑃 (𝑘 + 1)=E[𝐴(𝑘)]·𝑃 (𝑘)·E[𝐴⊤(𝑘)]+E[𝐵(𝑘)]·E[𝐵⊤(𝑘)],(14)

𝑄(𝑘) = E[𝐴⊤(𝑘)𝑄(𝑘 + 1)𝐴(𝑘)] +E[𝐶⊤(𝑘)𝐶(𝑘)],(15)
где 𝑃 (0) = 0, 𝑄(𝑁 + 1) = 0. Запишем по аналогии с критери-
ем для детерминированного случая [36] критерий изометрично-
сти для линейных дискретных нестационарных систем с муль-
типликативными шумами на конечном временном интервале
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}:

Лемма 2 (Критерий изометричности). Линейная дискрет-
ная нестационарная система с мультипликативными шумами
вида (18) является изометричной тогда и только тогда, когда
при всех 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} матрицы системы удовлетворяют
уравнениям

𝑀∑︁
𝑖=0

[︁
𝐵⊤

𝑖 (𝑘)𝑄(𝑘 + 1)𝐵𝑖(𝑘) +𝐷⊤
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)

]︁
= 𝐼𝑚𝑤

,(16)

𝑃 (𝑘)
[︁
𝐴⊤

0 (𝑘)𝑄(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘) + 𝐶⊤
0 (𝑘)𝐷0(𝑘)

]︁
= 0,(17)

где матрицы 𝑃 (𝑘) и 𝑄(𝑘) определяются выражениями (14)–(15).
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3. Постановка задачи

Рассмотрим линейную дискретную нестационарную систему
с мультипликативными шумами вида

𝑇𝑧𝑤 ∼
{︂

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑤(𝑘),
𝑧(𝑘) = 𝐶(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐷(𝑘)𝑤(𝑘),

(18)

на конечном временном интервале 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} с началь-
ным состоянием 𝑥(0) = 0. Здесь 𝑥(𝑘) ∈ L𝑛𝑥

2 – вектор со-
стояния системы, 𝑤(𝑘) ∈ L𝑚𝑤

2 – вектор входного возмущения,
а 𝑧(𝑘) ∈ L𝑝𝑧

2 – вектор оцениваемого выхода системы. Матрицы
системы 𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘), 𝐶(𝑘), 𝐷(𝑘) являются случайными матрица-
ми специального вида

𝐴(𝑘) = 𝐴0(𝑘) +
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉1𝑖(𝑘)𝐴𝑖(𝑘), 𝐵(𝑘) = 𝐵0(𝑘) +
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉2𝑖(𝑘)𝐵𝑖(𝑘),

𝐶(𝑘) = 𝐶0(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉3𝑖(𝑘)𝐶𝑖(𝑘), 𝐷(𝑘) = 𝐷0(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝜉4𝑖(𝑘)𝐷𝑖(𝑘),

где 𝜉𝑗𝑖(𝑘) ∈ L1
2 для всех 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}, 𝑖 ∈ {1, 2, . . . ,𝑀}

и 𝑘 являются независимыми в совокупности по 𝑖, 𝑗, 𝑘 ска-
лярными случайными величинами с нулевыми математически-
ми ожиданиями и единичными дисперсиями. Матрицы 𝐴𝑖(𝑘),
𝐵𝑖(𝑘), 𝐶𝑖(𝑘) и 𝐷𝑖(𝑘) при всех значениях 𝑖 ∈ {0, 1, . . . ,𝑀} и
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} являются детерминированными вещественны-
ми матрицами соответствующих размерностей. Также случайные
величины 𝜉𝑗𝑖(𝑘) являются независимыми со входным случайным
возмущением 𝑤(𝑘). Последовательность значений входного сиг-
нала 𝑤(𝑘) системы (18) в виде вектора 𝑊0:𝑁 удовлетворяет усло-
вию 𝐴(𝑊0:𝑁 ) 6 𝑎, где параметр 𝑎 > 0 является заданным чис-
лом. Также задано некоторое неотрицательное число 𝛾 > 0.

Для системы (18) ставятся две задачи анизотропийного ана-
лиза:

Задача 1. Задана линейная дискретная нестационарная си-
стема 𝑇𝑧𝑤 с реализацией (18) на конечном интервале времени
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𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}. На вход системы подаются случайные возму-
щения, описываемые вектором 𝑊0:𝑁 и обладающие ограничен-
ной анизотропией A(𝑊0:𝑁 ) 6 𝑎, где 𝑎 > 0 является заданной
величиной. Необходимо вычислить в терминах пространства со-
стояний анизотропийную норму |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 системы.

Решением данной задачи является формула вычисления ани-
зотропийной нормы системы (18) в терминах ее матриц. По-
лученное решение данной задачи используется при рассмотре-
нии второй задачи анизотропийного анализа с приведенной ниже
формулировкой.

Задача 2. Заданы линейная дискретная нестационарная си-
стема 𝑇𝑧𝑤 с реализацией (18) на конечном интервале времени
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, значение параметра 𝑎 > 0 и величина 𝛾 > 0.
На вход системы (18) подается возущение в виде последователь-
ности случайных векторов, описываемой вектором 𝑊0:𝑁 , кото-
рый удовлетворяет условию A(𝑊0:𝑁 ) 6 𝑎. Необходимо сфор-
мулировать условия ограниченности анизотропийной нормы си-
стемы 𝑇𝑧𝑤 заданным числом 𝛾 в терминах матриц данной си-
стемы, т.е. привести условия справедливости неравенства
(19) |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾.

Решением данной задачи является система условий в терми-
нах матриц системы, при выполнении которых справедливо нера-
венство (19). В случае систем с детерминированными матрицами
эти условия представляют собой разностное уравнение Риккати
и алгебраическое неравенство специального вида. Также условия
ограниченности анизотропийной нормы могут быть представле-
ны в терминах неравенства Риккати и в терминах линейных мат-
ричных неравенств. Эти варианты решения второй задачи анизо-
тропийного анализа также рассмотрены в данной работе.

4. Решение задачи

В данном разделе представлены решения двух поставленных
задач анизотропийного анализа для линейных дискретных неста-
ционарных систем с мультипликативными шумами на конечном
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интервале времени. В первом подразделе представлен вывод вы-
ражения для ковариационной матрицы наихудшего входного воз-
мущения 𝑊 *

0:𝑁 и теорема о вычислении анизотропийной нормы
в терминах разностных уравнений Риккати. Во втором подразде-
ле приведены критерий и достаточные условия ограниченности
анизотропийной нормы системы с мультипликативными шумами
в терминах разностных уравнений и неравенства Риккати соот-
ветственно.

4.1. Вычисление анизотропийной нормы
Исходя из определения анизотропийной нормы системы, для

ее вычисления необходимо определить функцию распределения
и первые два статистических момента наихудшего возмущения
𝑊 *

0:𝑁 , при котором достигается супремум в (9). Значение ани-
зотропии вектора 𝑊 *

0:𝑁 определяется этими характеристиками,
причем только от распределения зависит исключительно слагае-
мое −ℎ(𝑊0:𝑁 ). Поэтому задача поиска экстремума анизотропии
разбивается на два этапа: поиск оптимальной функции распреде-
ления при фиксированных моментах и поиск оптимальных мо-
ментов при найденной функции распределения. Исходя из п.2
леммы 1 (свойства анизотропии) и принципа максимальной эн-
тропии оптимальным является гауссовское распределение с нуле-
вым средним и некоторой ковариационной матрицей Σ, подлежа-
щей определению. Гауссовский случайный вектор 𝑊0:𝑁 с нуле-
вым средним и некоторой ковариационной матрицей может быть
представлен в виде выхода некоторого фильтра 𝑇𝑤𝑣 с переда-
точной матрицей 𝐺0:𝑁 , на вход которого подается гауссовский
случайный вектор 𝑉0:𝑁 с нулевым математическим ожиданием и
единичной ковариационной матрицей.

Множество формирующих фильтров, выходами которых яв-
ляются случайные векторы 𝑊0:𝑁 ∈ W𝑎, обозначим 𝒢𝑎. Задачу
определения ковариационной матрицы наихудшего сигнала 𝑊 *

0:𝑁

можно свести к задаче нахождения формирующего фильтра 𝑇𝑤𝑣,
генерирующего этот наихудший сигнал. Данный формирующий
фильтр можно описать с помощью вход-выходного соотношения
𝑊 *

0:𝑁 = 𝐺0:𝑁𝑉0:𝑁 , где 𝐺0:𝑁 – передаточная матрица формирую-
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щего фильтра 𝑇𝑤𝑣. Сформулируем задачу поиска матрицы 𝐺0:𝑁

наихудшего формирующего фильтра.
Задача. Найти передаточную матрицу 𝐺0:𝑁 формирующего

фильтра 𝑇𝑤𝑣 ∈ 𝐺𝑎, при которой достигается супремум следую-
щего выражения

(20) |||𝐹 |||𝑎 = sup
𝐺0:𝑁∈𝒢𝑎

||𝐹0:𝑁𝐺0:𝑁 ||2
||𝐺0:𝑁 ||2

.

Решение. Правую часть выражения (20) можно переписать сле-
дующим образом:

(21)
||𝐹0:𝑁𝐺0:𝑁 ||2
||𝐺0:𝑁 ||2

=

√︃
tr(ΛΣ)

tr(Σ)
,

где Λ = E[𝐹⊤
0:𝑁𝐹0:𝑁 ], Σ = 𝐺0:𝑁𝐺⊤

0:𝑁 . Запишем математически
условия, накладываемые на матрицу 𝐺0:𝑁 :
(22) 𝑊0:𝑁 = 𝐺0:𝑁𝑉0:𝑁 , A(𝑊0:𝑁 ) 6 𝑎, tr(Σ) = 1.

Из свойства анизотропии (8) следует, что функционал анизотро-
пии A(𝑊0:𝑁 ) удовлетворяет условию

(23) A(𝑊0:𝑁 ) > −1

2
ln det

(︂
𝑙𝑤Σ

tr(Σ)

)︂
= −1

2
ln det (𝑙𝑤Π) ,

где Π =
Σ

tr(Σ)
. Таким образом, исходная задача поиска наихуд-

шего формирующего фильтра с матрицей 𝐺0:𝑁 сводится к задаче
поиска экстремума функционала
(24) 𝐽(Π) = tr(ΛΠ) → max,

при условиях

(25) tr(Π) = 1, −1

2
ln det (𝑙𝑤Π) 6 𝑎.

Видно, что на искомую точку экстремума функционала Π введе-
ны сразу два типа ограничений: в виде равенства и неравенства.
Следовательно, для решения данной задачи воспользуемся теоре-
мой Куна – Такера [22]. Выпишем функцию Лагранжа 𝐿(Π) для
функционала (24) и условий (25):

(26) 𝐿(Π) = tr(ΛΠ) + 𝜆1(1− tr(Π)) + 𝜆2(−
1

2
ln det(𝑚Π)− 𝑎),

где 𝜆1, 𝜆2 – множители Лагранжа. Необходимым условием экс-
тремума функционала (24) является равенство нулю производ-
ной 𝑑𝐿(Π) функции Лагранжа в точке экстремума Π*. Поскольку
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ℒ(Π) является функцией матричного аргумента, для определения
производной 𝑑𝐿(Π) воспользуемся производной Фреше:

(27) 𝑑𝐿(Π)[Δ] = lim
𝜀→0

𝐿(Π + 𝜀Δ)− 𝐿(Π)

𝜀
.

Производная 𝑑𝐿(Π)[Δ], определяемая выражением (27), должна
быть равна нулю при любом значении Δ. Определив из данно-
го условия матрицу Π и множители Лагранжа 𝜆1, 𝜆2, получаем
искомую ковариационную матрицу Σ следующего вида:
(28) Σ(𝑞) = (𝐼 − 𝑞Λ)−1,

где параметр 𝑞 определяется из уравнения

(29) −1

2
ln det

(︂
𝑚Σ(𝑞)

tr(Σ(𝑞))

)︂
= 𝑎.

Таким образом, математически описана связь матрицы 𝐹0:𝑁

системы и ковариационной матрицы Σ выходного сигнала наи-
худшего фильтра. Параметр 𝑞 принимает значения от 0 до
||𝐹0:𝑁 ||−2

∞ . Формулы для анизотропии A(𝑊0:𝑁 ) и анизотропий-
ной нормы |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 можно перезаписать в терминах функции Σ(𝑞)
следующим образом:

(30) A(𝑊 ) = −1

2
ln det

𝑙𝑤Σ(𝑞)

tr(Σ(𝑞))
,

(31) |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 =

√︃
tr(ΛΣ(𝑞))

tr(Σ(𝑞))
.

Введем вспомогательные функции

(32) 𝒜(𝑞) =
𝑙𝑤
2
(lnΦ(𝑞)−Ψ(𝑞)),

(33) 𝒩 (𝑞) =

√︃
1

𝑞

(︂
1− 1

Φ(𝑞)

)︂
,

где

Φ(𝑞) =
1

𝑙𝑤
trΣ(𝑞), Ψ(𝑞) =

1

𝑙𝑤
ln detΣ(𝑞).

Получаем, что анизотропийная норма системы вычисляется по
формуле |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 = 𝒩 (𝒜−1(𝑎)), где 𝒜−1(𝑎) соответствует значе-
нию 𝑞 ∈ [0; ‖𝑇𝑧𝑤‖−2

∞ ), такому что 𝒜(𝑞) = 𝑎. Полученные выра-
жения позволяют вычислить анизотропийную норму в частотной
области.
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Для получения формулы нормы в пространстве состояний
необходимо определить реализацию в пространстве состояний
наихудшего фильтра 𝑇𝑤𝑣, формирующего наихудшее возмущение
𝑊 *

0:𝑁 с ковариационной матрицей Σ вида (28). Зная вид ковариа-
ционной матрицы Σ(𝑞) наихудшего фильтра, можно найти пере-
даточную матрицу 𝐺0:𝑁 наихудшего фильтра 𝑇𝑤𝑣 из выражения
(34) 𝐺0:𝑁𝐺⊤

0:𝑁 = (𝐼𝑙𝑤 − 𝑞Λ)−1.

Распишем (34) с учетом Λ = E[𝐹⊤
0:𝑁𝐹0:𝑁 ]:

(35) 𝐺−⊤
0:𝑁𝐺−1

0:𝑁+𝑞E[𝐹⊤
0:𝑁𝐹0:𝑁 ]=E

[︂
[
√
𝑞𝐹⊤

0:𝑁𝐺−⊤
0:𝑁 ]

[︂ √
𝑞𝐹0:𝑁

𝐺−1
0:𝑁

]︂]︂
=𝐼𝑙𝑤 .

Введя матрицу Θ0:𝑁 =

[︂ √
𝑞𝐹0:𝑁

𝐺−1
0:𝑁

]︂
, имеем

(36) E[Θ⊤
0:𝑁Θ0:𝑁 ] = 𝐼𝑙𝑤 .

Матрице Θ0:𝑁 можно поставить в соответствие линейную
систему с одним входным сигналом 𝑤 и двумя выходами – оце-
ниваемый выход 𝑧 исходной системы и гауссовский белый шум 𝑣
на входе формирующего фильтра. Из (36) видно, что система
с матрицей Θ0:𝑁 является изометричной. Следовательно, мат-
рицы этой системы удовлетворяют критерию изометричности,
формулировка которого приведена в разделе 2. Но для его при-
менения необходимо выбрать конфигурацию системы искомо-
го наихудшего фильтра 𝑇𝑤𝑣. Здесь используется предположение,
что для формирования наихудшего возмущения для системы (18)
необходимо иметь полную информацию о состоянии системы.
Изначально функция распределения наихудшего возмущения мо-
жет быть не определена точно, но при известных первых двух
статистических моментах его можно заменить с точностью до
этих двух моментов гауссовским возмущением с теми же харак-
теристиками. А любое гауссовское возмущение с известными мо-
ментами можно представить в виде выхода некоторой линейной
системы, на вход которой подается гауссовский белый шум. На
основании приведенных рассуждений предполагаем, что наихуд-
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ший формирующий фильтр является линейной системой вида

𝑇𝑤𝑣 ∼

⎧⎨⎩
𝑥(𝑘 + 1) = (E[𝐴(𝑘)] +E[𝐵(𝑘)]𝐿(𝑘))𝑥(𝑘)

+ E[𝐵(𝑘)]𝑆1/2(𝑘)𝑣(𝑘),

𝑤(𝑘) = 𝐿(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑆1/2(𝑘)𝑣(𝑘),

(37)

где 𝑥(𝑘) ∈ L𝑛𝑥
2 – вектор некоторой оценки состояния исходной

системы с начальным состояние 𝑥(0) = 0, 𝑣(𝑘) ∈ L𝑚𝑤
2 – вход-

ное возмущение в виде гауссовского вектора с нулевым средним
и единичной ковариационной матрицей, матрицы 𝐿(𝑘), 𝑆(𝑘) –
детерминированные матрицы фильтра соответствующих размер-
ностей. Применив критерий изометричности к системе с переда-
точной матрицей Θ0:𝑁 , получим выражения для матриц фильтра
𝑆(𝑘) и 𝐿(𝑘):

𝑆(𝑘) = (𝐼𝑚𝑤
−

𝑀∑︁
𝑖=0

(𝑞𝐷⊤
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘) +𝐵⊤

𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐵𝑖(𝑘))

−𝐵⊤
0 𝑅2(𝑘 + 1)𝐵0)

−1,

𝐿(𝑘) = 𝑆(𝑘)(𝐵⊤
0 (𝑘)(𝑅1(𝑘 + 1) +𝑅2(𝑘 + 1))𝐴0(𝑘) + 𝑞𝐷⊤

0 (𝑘)𝐶0(𝑘)),

которые определяются в терминах решения разностного уравне-
ния Риккати в обратном времени:

𝑅1(𝑘) =

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘) + 𝑞

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘),

𝑅2(𝑘) = 𝐴⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝑆−1(𝑘)𝐿(𝑘)

с граничным условием 𝑅1(𝑁 + 1) = 0, 𝑅2(𝑁 + 1) = 0. Из опре-
деления анизотропийной нормы следует, что для ее вычисления
еще необходимо определить выражение ||𝐺0:𝑁 ||22 = tr(𝐺0:𝑁𝐺⊤

0:𝑁 )
в пространстве состояний. Исходя из вида фильтра (37) получим

tr(𝐺0:𝑁𝐺⊤
0:𝑁 ) =

𝑁∑︁
𝑘=0

tr(𝐿(𝑘)ϒ(𝑘)𝐿⊤(𝑘) + 𝑆(𝑘)),
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где матрицы ϒ(𝑘) удовлетворяют разностному уравнению Ляпу-
нова

ϒ(𝑘 + 1) = (𝐴0(𝑘) +𝐵0(𝑘)𝐿(𝑘))ϒ(𝑘)(𝐴0(𝑘) +𝐵0(𝑘)𝐿(𝑘))
⊤

+𝐵0(𝑘)𝑆(𝑘)𝐵
⊤
0 (𝑘)

с начальным условием ϒ(0) = 0. В силу структуры формирую-
щего фильтра (37) вспомогательные функции Φ(𝑞) и Ψ(𝑞) имеют
вид

Φ(𝑞) =
1

𝑙𝑤
trΣ(𝑞) =

1

𝑙𝑤

𝑁∑︁
𝑘=0

tr(𝐿(𝑘)ϒ(𝑘)𝐿⊤(𝑘) + 𝑆(𝑘)),

Ψ(𝑞) =
1

𝑙𝑤
ln detΣ(𝑞) =

1

𝑙𝑤

𝑁∑︁
𝑖=0

ln det(𝑆(𝑘)).

Полученные результаты решения задачи вычисления анизо-
тропийной нормы запишем в виде теоремы.

Теорема 1. Дана линейная дискретная неста-
ционарная система с мультипликативными шу-
мами 𝑇𝑧𝑤 вида (18) на конечном интервале
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁} и задано значение параметра 𝑎 > 0. На
вход системы подается случайное возмущение, описываемое
вектором 𝑊0:𝑁 с ограниченной анизотропией A(𝑊0:𝑁 ) 6 𝑎.
При сделанных допущениях анизотропийная норма системы 𝑇𝑧𝑤

вычисляется по формуле |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 = 𝒩 (𝒜−1(𝑎)), где 𝒜−1(𝑎) со-
ответствует значению 𝑞 ∈ [0; ‖𝑇𝑧𝑤‖−2

∞ ), такому что 𝒜(𝑞) = 𝑎.
Функции 𝒩 (𝑞) и 𝒜(𝑞) определены следующим образом:

(38) 𝒩 (𝑞) =

√︃
Φ(𝑞)− 1

𝑞Φ(𝑞)
, 𝒜(𝑞) =

𝑙𝑤
2
(lnΦ(𝑞)−Ψ(𝑞)) ,

где функции Φ(𝑞) и Ψ(𝑞) имеют вид

Φ(𝑞) =
1

𝑙𝑤

𝑁∑︁
𝑘=0

tr
(︁
𝑆(𝑘) + 𝐿(𝑘)ϒ(𝑘)𝐿⊤(𝑘)

)︁
,(39)

Ψ(𝑞) =
1

𝑙𝑤

𝑁∑︁
𝑘=0

ln det𝑆(𝑘).(40)
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Матрицы 𝑆(𝑘) и 𝐿(𝑘) определены в терминах решения разност-
ного уравнения Риккати в обратном времени

𝑅1(𝑘) =

𝑀∑︁
𝑖=0

(︁
𝐴⊤

𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘) + 𝑞𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘))

)︁
,(41)

𝑅2(𝑘) = 𝐴⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝑆−1(𝑘)𝐿(𝑘),(42)

𝑆(𝑘) =
(︁
𝐼𝑚𝑤

−
𝑀∑︁
𝑖=0

(︁
𝑞𝐷⊤

𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘) +𝐵⊤
𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐵𝑖(𝑘)

)︁(43)

−𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘)

)︁−1
,

𝐿(𝑘) = 𝑆(𝑘)
(︁
𝑞𝐷⊤

0 (𝑘)𝐶0(𝑘) +𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘)(44)

+ 𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘)

)︁
.

Матрицы ϒ(𝑘) удовлетворяют рекуррентной формуле
ϒ(𝑘 + 1) = (𝐴⊤

0 (𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝐵⊤
0 (𝑘))ϒ(𝑘)(𝐴⊤

0 (𝑘)+

+𝐿⊤(𝑘)𝐵⊤
0 (𝑘))

⊤ +𝐵0(𝑘)𝑆(𝑘)𝐵
⊤
0 (𝑘).(45)

Для уравнений (88), (89) и (45) заданы следующие граничные и
начальные условия: 𝑅1(𝑁 + 1) = 0, 𝑅2(𝑁 + 1) = 0, ϒ(0) = 0.

Основным отличием данной теоремы от ее аналога для си-
стем с детерминированными матрицами заключается в том, что
в случае систем с мультипликативными шумами для вычисления
анизотропийной нормы необходимо решить два разностных урав-
нения Риккати вместо одного. Получив решение первой задачи
анизотропийного анализа, можно приступать к решению задачи
формулировки условий ограниченности анизотропийной нормы.

4.2. Условия ограниченности анизотропийной нормы
Зная формулу вычисления анизотропийной нормы системы

в терминах разностных уравнений Риккати, можно, к примеру,
определить параметры оптимального фильтра, обеспечивающего
минимум анизотропийной нормы системы в ошибках фильтра-
ции. Но стоит отметить, что решение оптимальной задачи явля-
ется достаточно консервативным и полученный фильтр или ре-
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гулятор минимизирует значение анизотропийной нормы только
для определенной конфигурации исходной системы. Если кон-
фигурация с течением времени поменяется, то значение анизо-
тропийной нормы уже не будет минимальным. Поэтому суще-
ствуют задачи субоптимальных управления и фильтрации, целью
в которых является синтез регулятора или фильтра, обеспечива-
ющего ограниченность анизотропийной нормы системы, замкну-
той регулятором, или в ошибках фильтрации, сверху заданным
неотрицательным числом. Для решения таких задач необходимо
решить вторую задачу анизотропийного анализа, которая заклю-
чается в формулировке условий ограниченности анизотропийной
нормы системы в терминах ее матриц. Поскольку уже была по-
лучена формула вычисления самой анизотропийной нормы си-
стемы с мультипликативными шумами, необходимо в терминах
матриц системы и решения разностных уравнений Риккати (88)–
(89) определить условие, при выполнении которых справедливо
неравенство

|||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾

для заданных 𝑎 и 𝛾. Вывод этого условия производится по анало-
гии с доказательством аналогичной теоремы в [26]. Преобразуем
вспомогательную функцию 𝒜(𝑞), введенную в (32), следующим
образом:
(46) 𝒜(𝑞) = A(𝑞,𝒩 (𝑞)),

где

(47) A(𝑞, 𝛾) =
1

2
ln det(𝐼𝑙𝑧 − 𝑞E[𝐹⊤

0:𝑁𝐹0:𝑁 ])− 𝑙𝑤
2
ln(1− 𝑞𝛾2).

Очевидно, что функции 𝒜(𝑞) и A(𝑞, 𝛾) пересекаются в точке,
в которой выполняется 𝒩 (𝑞) = 𝛾, т.е. при 𝑞 = 𝒩−1(𝛾). Посколь-
ку 𝒩 (𝑞) является строго монотонной функцией, при 𝑞 < 𝒩−1(𝛾)
выполняется 𝒩 (𝑞) < 𝛾 и соответственно 𝒜(𝑞) < A(𝑞, 𝛾), а при
𝑞 > 𝒩−1(𝛾) наоборот. Определив производную функции A(𝑞, 𝛾)
по аргументу 𝑞, получаем, что она равна нулю как раз в точке
𝑞 = 𝒩−1(𝛾), положительна при 𝑞 < 𝒩−1(𝛾) и отрицательна при
𝑞 > 𝒩−1(𝛾). Получаем, что в точке 𝑞 = 𝒩−1(𝛾) функция A(𝑞, 𝛾)
достигает максимального значения.
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Стоит отметить, что неравенство |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾 эквивалентно
неравенству

𝒜(𝒩−1(𝛾)) > 𝑎.

Этот факт вытекает из свойств анизотропийной нормы. Она явля-
ется монотонно возрастающей функцией по аргументу 𝑎. Поэто-
му значение этой нормы при параметре 𝑎 = 𝑎0 меньше 𝛾 тогда и
только тогда, когда значение параметра 𝑎 такое, что |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 = 𝛾,
больше значения 𝑎0. А неравенство 𝒜(𝒩−1(𝛾)) > 𝑎 эквивалент-
но существованию 𝑞 ∈ [0, ||𝑇𝑧𝑤||−2

∞ ) такого, что A(𝑞, 𝛾) > 𝑎. Та-
ким образом,
(48) |||𝐹0:𝑁 |||𝑎 6 𝛾 ⇐⇒ A(𝑞, 𝛾) > 𝑎 для некоторого 𝑞.

Это означает, что анизотропийная норма системы 𝑇𝑧𝑤 ограниче-
на сверху величиной 𝛾 тогда и только тогда, когда выполняется
условие A(𝑞, 𝛾) > 𝑎. Распишем это условие с учетом вида функ-
ции A(𝑞, 𝛾):

(49)
1

2
ln det(𝐼𝑙𝑤 − 𝑞E[𝐹⊤

0:𝑁𝐹0:𝑁 ])− 𝑙𝑤
2
ln(1− 𝑞𝛾2) > 𝑎.

Далее необходимо записать условие (49) в терминах матриц си-
стемы и наихудшего фильтра. Для этого необходимо воспользо-
ваться равенством

det(𝐼𝑙𝑤 − 𝑞E[𝐹⊤
0:𝑁𝐹0:𝑁 ]) = det(𝐼𝑙𝑧 − 𝑞E[𝐹0:𝑁𝐹⊤

0:𝑁 ])

и ввести матрицу 𝐻0:𝑁 , которая удовлетворяет условию
(50) det(𝐼𝑙𝑧 − 𝑞E[𝐹0:𝑁𝐹⊤

0:𝑁 ]) = 𝐻0:𝑁𝐻⊤
0:𝑁

и соответствует линейной системе, имеющей вид

𝐻0:𝑁 =

[︂
E[𝐴(𝑘)] 𝐿(𝑘)𝑆−1/2(𝑘)

E[𝐶(𝑘)] 𝑆1/2(𝑘)

]︂
.

Матрица 𝐻0:𝑁 является блочной нижнетреугольной матрицей
с блоками 𝑆1/2(0), . . . , 𝑆1/2(𝑁) на диагоанали. Следовательно,
можно преобразовать первое слагаемое левой части неравенства
(49) следующим образом:

ln det(𝐼𝑙𝑤 − 𝑞E[𝐹0:𝑁𝐹⊤
0:𝑁 ]) =

𝑁∑︁
𝑘=0

ln det𝑆(𝑘).(51)
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С учетом (51) неравенство (49) имеет вид

(52)
𝑁∑︁
𝑘=0

ln det𝑆(𝑘) > 2𝑎+ 𝑙𝑤 ln(1− 𝑞𝛾2).

Получаем, что выполнение условия |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾 эквивалентно
выполнению неравенства (52), которое будем называть неравен-
ством специального вида. Запишем полученные результаты ре-
шения задачи анизотропийного анализа в следующей теореме.

Теорема 2. Дана линейная дискретная нестационарная си-
стема 𝑇𝑧𝑤 с мультипликативными шумами вида (18). Также
известны значение параметра 𝑎 > 0 и величина 𝛾 > 0. Анизо-
тропийная норма данной системы удовлетворяет неравенству
|||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾 тогда и только тогда, когда существует такое зна-
чение 𝑞 > 0, что для матриц 𝑅1(𝑘) ≻ 0, 𝑅2(𝑘) ≻ 0 при всех
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, являющихся решением разностного уравнения
Риккати

𝑅1(𝑘) =
𝑀∑︁
𝑘=0

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘) + 𝑞

𝑀∑︁
𝑘=0

𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘),(53)

𝑅2(𝑘) = 𝐴⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝑆−1(𝑘)𝐿(𝑘),(54)

𝑆(𝑘)=(𝐼𝑚𝑤−
𝑀∑︁
𝑘=0

(𝑞𝐷⊤
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)+𝐵⊤

𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘+1)𝐵𝑖(𝑘))−(55)

−𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘))

−1

𝐿(𝑘) = 𝑆(𝑘)(𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘)+

+𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝑞𝐷⊤

0 (𝑘)𝐶0(𝑘))(56)
с граничными условиями 𝑅1(𝑁 + 1) = 0, 𝑅2(𝑁 + 1) = 0, мат-
рицы 𝑆(𝑘) являются положительно определенными матрицами
и удовлетворяют неравенству специального вида

(57)
𝑁∑︁
𝑘=0

ln det𝑆(𝑘) > 2𝑎+ 𝑙𝑤 ln(1− 𝑞𝛾2).

Обратим внимание, что приведенные в теореме условия яв-
ляются необходимыми и достаточными условиями ограниченно-
сти анизотропийной нормы системы. Однако для проверки этих

60



Анализ и синтез систем управления

условий необходимо получить весь набор матриц 𝑆(𝑘) в терми-
нах решений разностных уравнений Риккати. Полученный набор
матриц 𝑆(𝑘) может не удовлетворять условию специального ви-
да и таким образом не быть решением всей системы неравенств.
Очевидно, что нужно искать способ одновременного решения и
уравнений Риккати, и неравенства (57). Тут стоит отметить, что
у данной теоремы есть альтернативная формулировка в терминах
неравенства Риккати. Ее основным преимуществом является воз-
можность последующего преобразования неравенства Риккати в
линейное матричное неравенство, что позволяет решать задачи
выпуклой оптимизации. Также линейные матричные неравенства
решаются одновременно с неравенством специального вида, что
позволяет получить решение, удовлетворяющее всем условиям
и из существования такого решения будет следовать ограничен-
ность анизотропийной нормы.

Для перехода от разностных уравнений Риккати к нера-
венству в первую очередь необходимо объединить уравнения
(53), (54) в одно уравнение. Для этого введем новую перемен-
ную 𝑅(𝑘) = 𝑅1(𝑘) + 𝑅2(𝑘). В терминах новой переменной 𝑅(𝑘)
разностные уравнения Риккати принимают следующий вид:

𝑅(𝑘) =
𝑀∑︁
𝑖=0

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=0

𝑞𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘)+

+𝐴⊤
0 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝑆−1(𝑘)𝐿(𝑘)−𝑄1,(58)

где 𝑄1 =
𝑀∑︀
𝑖=0

(𝐴⊤
𝑖 (𝑘)𝑅2(𝑘+1)𝐴𝑖(𝑘)+𝐴⊤

0 (𝑘)𝑅1(𝑘+1)𝐴0(𝑘), а мат-

рицы 𝑆(𝑘) и 𝐿(𝑘) принимают следующий вид:

𝑆(𝑘) = (𝐼 −𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘)−

𝑀∑︁
𝑖=0

𝑞𝐷⊤
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)+(59)

+𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘)−

−
𝑀∑︁
𝑖=0

(𝐵⊤
𝑖 (𝑘)(𝑅(𝑘 + 1)−𝑅2(𝑘 + 1))𝐵𝑖(𝑘)),

𝐿(𝑘) = 𝑆(𝑘)(𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝑞𝐷⊤

0 (𝑘)𝐶0(𝑘)).(60)
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Получаем разностное уравнение Риккати вида

𝑅(𝑘) =

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=0

𝑞𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘)+(61)

+𝐴⊤
0 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝑆−1(𝑘)𝐿(𝑘) +𝑄2(𝑘),

𝑆(𝑘) = (𝐼 −𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘)−

𝑀∑︁
𝑖=0

𝑞𝐷⊤
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)−(62)

−
𝑀∑︁
𝑖=0

(𝐵⊤
𝑖 (𝑘)(𝑅(𝑘 + 1)−𝑅2(𝑘 + 1))𝐵𝑖(𝑘))+

+𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘),

𝐿(𝑘) = 𝑆(𝑘)(𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝑞𝐷⊤

0 (𝑘)𝐶0(𝑘)),(63)

где 𝑄2(𝑘) = −
𝑀∑︀
𝑖=0

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘) − 𝐴⊤

0 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘).

Для решения уравнения 𝑅(𝑘) задано граничное условие

𝑅(𝑁 + 1) = 0. Поскольку слагаемые −𝑄2(𝑘),
𝑀∑︀
𝑖=0

𝐵⊤
𝑖 (𝑘)𝑅2(𝑘+

+1)𝐵𝑖(𝑘), 𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅1(𝑘+1)𝐵0(𝑘) и 𝐵⊤

0 (𝑘)𝑅1(𝑘+1)𝐵0(𝑘) являются
неотрицательно определенными матрицами, то можно воспользо-
ваться свойством монотонности решения разностного уравнения
Риккати [15, 16] для перехода к неравенству Риккати. Введем но-
вую матричную переменную ℛ(𝑘) = ℛ(𝑘)⊤ ≻ 0, которая удо-
влетворяет условию ℛ(𝑘) ≻ 𝑅(𝑘) при всех 𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}.
С учетом свойства монотонности решения уравнения Риккати по-
лучаем неравенство вида

ℛ(𝑘) ≻ 𝐴⊤
0 (𝑘)ℛ(𝑘+1)𝐴0(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)ℛ(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘)+(64)

+𝑞

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘) + ℒ⊤(𝑘)𝒮−1(𝑘)ℒ(𝑘),

𝒮(𝑘) =

(︃
𝐼𝑚𝑤

−
𝑀∑︁
𝑖=0

(︁
𝑞𝐷⊤

𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘) +𝐵⊤
𝑖 (𝑘)ℛ(𝑘+1)𝐵𝑖(𝑘)

)︁)︃−1

,

(65)
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(66) ℒ(𝑘) = 𝒮(𝑘)
(︁
𝐵⊤

0 (𝑘)ℛ(𝑘+1)𝐴0(𝑘) + 𝑞𝐷⊤
0 (𝑘)𝐶0(𝑘)

)︁
,

с граничным условием ℛ(𝑁 + 1) = 0. Из условия ℛ(𝑘) ≻ 𝑅(𝑘)
следует 𝒮−1(𝑘) ≺ 𝑆−1(𝑘), поэтому имеет место неравенство спе-
циального вида

(67)
𝑁∑︁
𝑘=0

ln det𝒮−1(𝑘) > 2𝑎+ 𝑙𝑤 ln(1− 𝑞𝛾2).

Если у полученных неравенств (64)–(67) имеется решение
ℛ(𝑘) = ℛ(𝑘)⊤ ≻ 0, то в силу свойства монотонности реше-
ния уравнения Риккати существует и решение исходных урав-
нений Риккати. Следовательно, существование решения неравен-
ства Риккати, удовлетворяющего неравенству специального ви-
да, является достаточным условием ограниченности анизотро-
пийной нормы.

Теорема 3. Дана линейная дискретная нестационарная си-
стема 𝑇𝑧𝑤 с мультипликативными шумами вида (18) на конеч-
ном интервале времени 𝑘 ∈ {0, 1 . . . , 𝑁}. Также заданы скаляр-
ные величины 𝑎 > 0 и 𝛾 > 0. Анизотропийная норма системы
удовлетворяет условию |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾, если существуют значение
параметра 𝑞 ∈ [0; ||𝑇𝑧𝑤||−2

∞ ) и семейство матриц ℛ(𝑘) ≻ 0 при
𝑘 ∈ {0, 1 . . . , 𝑁}, которые удовлетворяют рекуррентному нера-
венству Риккати в обратном времени

ℛ(𝑘) ≻ 𝐴⊤
0 (𝑘)ℛ(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) +

𝑀∑︁
𝑖=1

𝐴⊤
𝑖 (𝑘)ℛ(𝑘 + 1)𝐴𝑖(𝑘)+(68)

+𝑞

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘) + ℒ⊤(𝑘)𝒮−1(𝑘)ℒ(𝑘)

с граничным условием ℛ(𝑁 + 1) = 0, где

𝒮(𝑘) =

(︃
𝐼𝑚𝑤

− 𝑞

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐷⊤
𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)−

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐵⊤
𝑖 (𝑘)ℛ(𝑘 + 1)𝐵𝑖(𝑘)

)︃−1

,

(69)

ℒ(𝑘) = 𝒮(𝑘)
(︁
𝐵⊤

0 (𝑘)ℛ(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝑞𝐷⊤
0 (𝑘)𝐶0(𝑘)

)︁
,(70)
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Матрицы 𝒮(𝑘) при всех 𝑘 ∈ {0, 1 . . . , 𝑁} являются положитель-
но определенными матрицами, удовлетворяющими неравенству

(71)
𝑁∑︁
𝑘=0

ln det𝒮−1(𝑘) > 2𝑎+ 𝑙𝑤 ln(1− 𝑞𝛾2).

Полученное неравенство Риккати можно преобразовать к ви-
ду линейного матричного неравенства с помощью известной лем-
мы Шура. Перед этим необходимо разделить обе части неравен-
ства (68) на параметр 𝑞 > 0 и ввести замену переменных

𝜂 = 𝑞−1, 𝒫(𝑘) = 𝜂ℛ(𝑘).

Для сокращения записи опустим аргументы 𝑘 матриц неравен-
ства, а 𝒫(𝑘+1) обозначим как ̂︀𝒫 . Применив замену переменных
к (68), получим

𝒫 ≻
𝑀∑︁
𝑖=0

𝐴⊤
𝑖
̂︀𝒫𝐴𝑖 +

𝑀∑︁
𝑖=0

𝐶⊤
𝑖 𝐶𝑖 + (𝐴⊤

0
̂︀𝒫𝐵0 + 𝐶⊤

0 𝐷0) ·

·(𝜂𝐼𝑚𝑤
−

𝑀∑︁
𝑖=0

(𝐷⊤
𝑖 𝐷𝑖 +𝐵⊤

𝑖
̂︀𝒫𝐵𝑖))(𝐵

⊤
0
̂︀𝒫𝐴0 +𝐷⊤

0 𝐶0),

Перенесем все слагаемые неравенства в левую часть и восполь-
зуемся леммой Шура. В результате получим

(72)

⎡⎢⎢⎣ 𝒫−
𝑀∑︀
𝑖=0

(𝐴⊤
𝑖
̂︀𝒫𝐴𝑖+𝐶⊤

𝑖 𝐶𝑖) 𝐴⊤
0
̂︀𝒫𝐵0+𝐶⊤

0 𝐷0

𝐵⊤
0
̂︀𝒫𝐴0+𝐷⊤

0 𝐶0 𝜂𝐼𝑚𝑤
−

𝑀∑︀
𝑖=0

(𝐷⊤
𝑖 𝐷𝑖+𝐵⊤

𝑖
̂︀𝒫𝐵𝑖)

⎤⎥⎥⎦ ≻ 0.

Для дальнейших преобразований введем вспомогательную мат-
рицу Θ(𝑘) ≻ 0, удовлетворяющую неравенству

𝜂Θ−1 ≺ 𝜂𝐼𝑚𝑤
−

(︃
𝑀∑︁
𝑖=0

𝒟⊤
𝑖 𝒟𝑖 +

𝑀∑︁
𝑖=0

ℬ⊤
𝑖
̂︀𝒫ℬ𝑖

)︃
.(73)

Это неравенство эквивалентно условию Θ−1(𝑘) ≺ 𝒮−1(𝑘). По-
лучается, что после решения неравенств и вычисления набора
матриц Θ(𝑘) необходимо обращать каждую из них и проверять
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выполнение неравенства (73). Подобные процедуры могут приве-
сти к значительному увеличению погрешности вычислений, по-
этому введем дополнительную замену переменных следующего
вида:
(74) Ψ(𝑘) = 𝜂Θ−1(𝑘).
Для сокращения записи матричных неравенств введем следую-
щие обозначения

𝐴𝑒𝑥(𝑘) =
[︀
𝐴⊤

1 . . . 𝐴⊤
𝑀

]︀⊤
,

𝐵𝑒𝑥(𝑘) =
[︀
𝐵⊤

0 . . . 𝐵⊤
𝑀

]︀⊤
,

𝐶𝑒𝑥(𝑘) =
[︀
𝐶⊤
1 . . . 𝐶⊤

𝑀

]︀⊤
,

𝐷𝑒𝑥(𝑘) =
[︀
𝐷⊤

0 . . . 𝐷⊤
𝑀

]︀⊤
.

Также введем матричную функцию Φ𝑀 (𝑋), равную диагональ-
ной матрице из 𝑀 блоков 𝑋 . С учетом введенных замен перемен-
ных и обозначений неравенства (72), (73) принимают следующий
вид:

[︂
𝒫 0
0 𝜂𝐼𝑚𝑤

]︂
−

[︃
𝐴0 𝐵0

𝐴𝑒𝑥 0
𝐶𝑒𝑥 𝐷𝑒𝑥

]︃⊤[︂
Φ𝑀+1( ̂︀𝒫) 0

0 𝐼𝑝𝑧(𝑀+1)

]︂[︃ 𝐴0 𝐵0

𝐴𝑒𝑥 0
𝐶𝑒𝑥 𝐷𝑒𝑥

]︃
≻ 0.

(75)

𝜂𝐼𝑚𝑤
−Ψ−

𝑀∑︁
𝑖=0

(︁
𝐷⊤

𝑖 𝐷𝑖 +𝐵⊤
𝑖
̂︀𝒫𝐵𝑖

)︁
≻ 0.(76)

Применив лемму Шура к неравенствам (75),(76), получим мат-
ричные неравенства вида⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒫 * * * * *
0 𝜂𝐼𝑚𝑤

* * * *
𝐴0 𝐵0

̂︀𝒫−1 * * *
𝐴𝑒𝑥 0 0 Φ𝑀 ( ̂︀𝒫−1) * *
𝐶0 𝐷0 0 0 𝐼𝑝𝑧 *
𝐶𝑒𝑥 0 0 0 0 𝐼𝑝𝑧𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≻ 0,(77)

⎡⎣ 𝜂𝐼𝑚𝑤
−Ψ * * * *

𝐵𝑒𝑥 Φ𝑀+1(
̂︀𝒫−1) * * *

𝐷𝑒𝑥 0 . . . 0 𝐼𝑝𝑧(𝑀+1)

⎤⎦ ≻ 0,(78)
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Полученные неравенства не являются линейными из-за обрат-
ных матриц ̂︀𝒫−1 на главных диагоналях. В целях устранения
этих компонент умножим неравенства слева и справа на блочно-
диагональные матрицы 𝑈1 и 𝑈2 соответственно. Матрицы 𝑈1 и
𝑈2 имеют вид
(79) 𝑈1 = blockdiag(𝐼2𝑛𝑥

, 𝐼𝑚𝑤
, ̂︀𝒫, . . . , ̂︀𝒫⏟  ⏞  
𝑀+1 блоков

, 𝐼𝑝𝑧(𝑀+1)),

(80) 𝑈2 = blockdiag(𝐼2𝑛𝑥
, ̂︀𝒫, . . . , ̂︀𝒫⏟  ⏞  
𝑀+1 блоков

, 𝐼𝑝𝑧(𝑀+1)).

В результате проведенных конгруэнтных преобразований полу-
чаем ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝒫 * * * * *
0 𝜂𝐼𝑚𝑤

* * * *̂︀𝒫𝐴0
̂︀𝒫𝐵0

̂︀𝒫 * * *̂︀𝒫𝐴𝑒𝑥 0 0 Φ𝑀 ( ̂︀𝒫) * *
𝐶0 𝐷0 0 0 𝐼𝑝𝑧 *
𝐶𝑒𝑥 0 0 0 0 𝐼𝑝𝑧𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≻ 0,(81)

⎡⎣ 𝜂𝐼𝑚𝑤
−Ψ(𝑘) * * *

𝒫𝐵𝑒𝑥(𝑘) Φ𝑀+1(𝒫(𝑘 + 1)) * *
𝐷⊤

𝑒𝑥(𝑘) 0 0 𝐼𝑝𝑧(𝑀+1)

⎤⎦ ≻ 0,(82)

Стоит отметить, что при 𝑘 = 𝑁 линейные матричные неравен-
ства имеют вид⎡⎢⎢⎣

𝒫(𝑁) * * *
0 𝜂𝐼𝑚𝑤

* *
𝐶0(𝑁) 𝐷0(𝑁) 𝐼𝑝𝑧 *
𝐶𝑒𝑥(𝑁) 0 0 𝐼𝑝𝑧𝑀

⎤⎥⎥⎦ ≻ 0,(83)

[︂
𝜂𝐼𝑚𝑤

−Ψ(𝑁) *
𝐷(𝑁) 𝐼𝑝𝑧

]︂
≻ 0,(84)

Решение данных неравенств в виде наборов матриц 𝒫(𝑘), Ψ(𝑘) и
скаляра 𝜂 должно удовлетворять неравенству специального вида

(85)
𝑁∑︁
𝑘=0

ln detΨ(𝑘) > 2𝑎+ 𝑙𝑤 ln(1− 𝑞𝛾2).
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Таким образом, получаем условия ограниченности анизотропий-
ной нормы системы (18) в терминах решений ЛМН и неравен-
ства специального вида. Если у данных неравенств при заданных
𝑎 и 𝛾 существует решение в виде наборов матриц 𝒫(𝑘), Ψ(𝑘) и
скаляра 𝜂, то условие |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾 выполняется. Использование
полученных результатов решения задач анизотропийного анализа
для систем с мультипликативными шумами продемонстрировано
с помощью численного примера в следующем разделе.

5. Пример

Рассмотрим линейную дискретную нестационарную систему
с мультипликативными шумами на конечном интервале времени,
описывающую движение самолета в режиме посадки по задан-
ной траектории при наличии внешнего воздействия в виде вет-
ра. Подробное описание этой модели приведено в [5]. Линейная
дискретная система имеет реализацию в пространстве состояний
вида

(86) 𝑇𝑧𝑢∼
{︂

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵𝑤(𝑘)𝑤(𝑘) +𝐵𝑢(𝑘)𝑢(𝑘),
𝑧(𝑘) = 𝐶𝑧(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐷𝑧𝑤(𝑘)𝑤(𝑘) +𝐷𝑧𝑢(𝑘)𝑢(𝑘),

с измеряемым выходом

𝑦(𝑘) = 𝜆(𝑘)𝐶𝑦(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐷𝑦𝑤(𝑘)𝑤(𝑘),

где

𝑥(𝑘) = [Δ𝑉 (𝑘) Δ𝜃(𝑘) Δ𝜔𝑧(𝑘) Δ𝜗(𝑘) Δℎ(𝑘) Δ𝑇 (𝑘)]⊤ ,

𝑤(𝑘) =
[︀
𝑤𝑦(𝑘) 𝑤̇𝑥(𝑘) 𝑤̇𝑦(𝑘) 𝑛𝑦1(𝑘) 𝑛𝑦2(𝑘)

]︀⊤
,

𝑢(𝑘) =
[︀
Δ𝜗𝑐𝑦(𝑘) Δ𝛿𝑡(𝑘)

]︀⊤
,

𝑧(𝑘) =
[︀
Δ𝑉 (𝑘) Δℎ(𝑘) Δ𝜗𝑐𝑦(𝑘) Δ𝛿𝑡(𝑘)

]︀⊤
,

𝑦(𝑘) = [Δ𝑉 (𝑘) + 𝑛𝑦1(𝑘) Δℎ(𝑘) + 𝑛𝑦2(𝑘)]
⊤ ,

где 𝑉 (𝑘) – воздушная скорость; 𝑇 (𝑘) – сила тяги двигателей;
𝜃(𝑘) – угол наклона траектории; 𝜔𝑧(𝑘) – угловая скорость тан-
гажа; 𝜗(𝑘) – угол тангажа; ℎ(𝑘) – высота центра масс самоле-
та; 𝜃𝑐𝑦(𝑘) – управление обобщеннными рулями высоты; 𝛿𝑡(𝑘) –
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управление сектором газа; 𝑤𝑥(𝑘), 𝑤𝑦(𝑘) – горизонтальная и вер-
тикальная составляющие скорости ветра; 𝑛𝑦1(𝑘), 𝑛𝑦2(𝑘) – шумы
измерений. Матрицы модели (86) имеют вид

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0,9994 −0,0008 0 −0,0009 0 0,0009
0,0022 0,9938 0,0011 0,0072 0 0
0,0001 0,0052 0,9842 −0,0154 0 0

0 0 0,0099 0,9999 0 0
−0,0005 0,0124 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0.9960

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵𝑢 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0
−0,0012 0
0,0117 0
0,0001 0

0 0
0 0,004

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵𝑤 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −0,0100 0,0005 0 0
0 −0,0004 −0,0080 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0.01 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐶𝑧 =

⎡⎢⎢⎣
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎦ , 𝐷𝑧𝑢 =

⎡⎢⎢⎣
0 0
0 0
1 0
0 1

⎤⎥⎥⎦ ,

𝐶𝑦 =

[︂
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

]︂
, 𝐷𝑦𝑤 =

[︂
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

]︂
.

Важно отметить, что в отличие из изначальной версии систе-
мы (86), представленной в [5], в данной работе предполагается,
что в датчиках возможны случайные сбои, вследствие которых
данные об определенных параметрах состояния самолета не по-
ступают на пульт управления. В системе (86) сбой моделируется
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с помощью случайной величины 𝜆(𝑘), имеющей распределение
Бернулли и принимающей значения 1 с вероятностью 𝑝 (стабиль-
ная работа датчика) и 0 с вероятностью 1 − 𝑝 (сбой в датчике).
Подобные системы являются известным частным случаем систем
с мультипликативными шумами. Для стабилизации нулевого по-
ложения системы (86) используется статический ℋ∞-регулятор
вида 𝑢(𝑘) = 𝐾∞𝑦(𝑘). Матрица регулятора имеет вид [32]

𝐾∞ =

(︂
−0,2051 −0,1793
−0,2716 −0,0181

)︂
.

Для системы (86), замкнутой ℋ∞-регулятором, решим опи-
санные ранее задачи анизотропийного анализа. Пусть си-
стема 𝑇𝑦𝑤 рассматривается на конечном интервале времени
𝑘 ∈ {0, 1, . . . , 100} и задано значение вероятности стабильной
работы датчиков 𝑝 = 0,95. Масштабированная ℋ2- и ℋ∞-нормы
системы равны

(87)
||𝑇𝑦𝑤||2√

𝑙𝑤
= 0,1858; ||𝑇𝑦𝑤||∞ = 1,5483.

Используя теорему 1, вычислим значения анизотропийной нормы
системы при нескольких значениях параметра 𝑎 (таблица 1).

Таблица 1. Результаты вычисления анизотропийной нормы
𝑎 0,01 1 20 50 100

|||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 0,1876 0,2094 0,3700 0,5193 0,6875

Видно, что значение нормы увеличивается по мере увели-
чения 𝑎, что соответствует определению анизотропийной нормы.
При 𝑎 → ∞ значение анизотропийной нормы |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 должно
стремиться к значению ℋ∞-нормы данной системы. На рис. 1
представлен график зависимости анизотропийной нормы от па-
раметра 𝑎.

Видно, что при достаточно больших значениях 𝑎 анизотро-
пийная норма стабилизируется на уровне |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 ≈ 1,536. Стоит
отметить, что нормы рассматриваемой системы различаются при
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разных значениях вероятности 𝑝. Построим зависимость анизо-
тропийной нормы от 𝑝 при фиксированных 𝑎 = 100 и 𝑁 = 100
(рис. 2).

Рис. 1. Зависимость |||𝑇𝑦𝑤|||𝑎(𝑎)

Рис. 2. Зависимость |||𝑇𝑦𝑤|||𝑎(𝑝) при 𝑎 = 100; 𝑁 = 100

Видно, что динамика изменения анизотропийной нормы в за-
висимости от значения 𝑝 совпадает с динамикой изменения дис-
персии случайной величины 𝜆(𝑘), равной

√︀
𝑝(1− 𝑝). Это связано

с тем, что анизотропийная норма системы вычислятся в терми-
нах решения разностного уравнения Риккати, которое для данной
системы имеет вид
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(88) 𝑅1(𝑘)=
𝑀∑︁
𝑖=0

(︁
𝐴⊤

𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘+1)𝐴𝑖(𝑘)+𝑞
√︀

𝑝(1−𝑝)𝐶⊤
𝑖 (𝑘)𝐶𝑖(𝑘))

)︁
,

𝑅2(𝑘) = 𝐴⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) + 𝐿⊤(𝑘)𝑆−1(𝑘)𝐿(𝑘),(89)

𝑆(𝑘)=(𝐼𝑚𝑤−
𝑀∑︁
𝑖=0

(︁
𝑞𝐷⊤

𝑖 (𝑘)𝐷𝑖(𝑘)+𝐵
⊤
𝑖 (𝑘)𝑅1(𝑘+1)𝐵𝑖(𝑘)

)︁
−(90)

−𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐵0(𝑘)

)︁−1
,

𝐿(𝑘) = 𝑆(𝑘)
(︁
𝑞𝐷⊤

0 (𝑘)𝐶0(𝑘) +𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅1(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘) +(91)

+ 𝐵⊤
0 (𝑘)𝑅2(𝑘 + 1)𝐴0(𝑘)

)︁
.

В соответствии со свойством монотонности решения урав-
нения Риккати, при увеличении правой части уравнения увели-
чивается и решение 𝑅1(𝑘), 𝑅2(𝑘). Получаем, что при 𝑝 = 1

2 ани-
зотропийная норма принимает максимальное значение и при ре-
шении задачи субоптимальной фильтрации имеет смысл предпо-
лагать значение вероятности сбоя 𝑝 = 1

2 , если она изначально не
известна. В таком случае фильтр будет обеспечивать ограничен-
ность нормы, наихудшей с точки зрения вероятности сбоя, и для
других случаев он также будет эффективен.

Далее рассмотрим вторую задачу анизотропийного анализа,
заключающуюся в проверке условий ограниченности анизотро-
пийной нормы сверху заданным значением 𝛾 > 0. Для этого ре-
ализуем с помощью пакета Yalmip Matlab toolbox [25] решение
системы ЛМН (81)–(84) и неравенства специального вида (85).
Если существует решение ЛМН в виде матриц 𝑃 (𝑘) и Ψ(𝑘), удо-
влетворяющих неравенству (85), то условие |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 6 𝛾 выпол-
няется для данных 𝑎 и 𝛾. В таблице 2 представлены результаты
решения этой задачи при разных значениях 𝛾.

Таблица 2. Результаты проверки ограниченности
анизотропийной нормы

𝛾 0,7 0,9 2 5 10
Решение Нет Есть Есть Есть Есть
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Поскольку при 𝑎 = 100, 𝑁 = 100 и 𝑝 = 0,95 анизотропий-
ная норма равна |||𝑇𝑧𝑤|||𝑎 = 0,8975, то при 𝛾 < 0,8975 решение
у системы ЛМН и неравенства специального вида должно отсут-
ствовать, что и можно наблюдать из численных результатов ре-
шения задачи. В рассматриваемом случае все матрицы системы
фиксированы и потому возможно только проверить выполнение
условие ограниченности анизотропийной нормы для данной си-
стемы. Если применить эти условия ограниченности для системы
с неизвестными матрицами, например системы в ошибках филь-
трации с неизвестными матрицами фильтра, то можно из данных
условий получить соответствующие наборы матриц фильтра, при
которых анизотропийная норма этой системы ограничена свер-
ху заданным 𝛾. Данный подход используется при решении задач
субоптимальной анизотропийной фильтрации.

6. Заключение

В данной работе представлены методы решения задач анизо-
тропийного анализа для линейных дискретных нестационарных
систем с мультипликативными шумами. В качестве решения за-
дачи вычисления анизотропийной нормы представлена формула
вычисления этой нормы в пространстве состояний. Эта форму-
ла программно реализована в численном примере и результаты
вычислений представлены в соответствующем разделе работы.
Итогом решения задачи формулировки условий ограниченности
анизотропийной нормы системы с мультипликативными шума-
ми являются критерий ограниченности анизотропийной нормы
в терминах разностных уравнений Риккати, а также достаточ-
ные условия ограниченности анизотропийной нормы в терминах
неравенства Риккати и в терминах линейных матричных нера-
венств. Решение этих ЛМН численно реализовано и результаты
проверки ограниченности анизотропийной нормы конкретной си-
стемы с мультипликативными шумами представлены в данной
работе. Полученные результаты решения задач анизотропийно-
го анализа позволяют решать задачи оптимальной и субопти-
мальной фильтрации для систем с мультипликативными шумами,
а также задачи управления.
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