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Рассматривается многошаговая игра двух лиц с фиксированной 
последовательностью ходов при информации на каждом ходу о 
сложившейся к моменту принятия решения предыстории игры 
и агрегированной информации о выборе игрока 2 на этом ходу. 
Игрок 1, обладая на каждом шаге i этой информацией, первым 
выбирает на этом шаге стратегию x i ( ⋅ ) , и в начале игры, сра-
зу на n ходов, сообщает свою стратегию 
x ( ⋅ )  =  ( x 1 ( ⋅ ) ,  . . . ,  x n ( ⋅ ) )  игроку 2. Игрок 2, получая инфор-
мацию о выборе игрока 1, и обладая информацией на каждом 
ходу о сложившейся к моменту принятия решения предысто-
рии, выбором своей стратегии v = (v1, v2, …, vn) стремится к 
увеличению своей функции выигрыша. В данной работе с испо-
льзованием результатов теории групп Ли найдены достаточ-
ные условия точного агрегирования в рассматриваемой игре. 
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1. Введение 

В результате решения агрегированной задачи получаются 
значения укрупненных переменных, которые обычно не совпа-
дают со значениями аналогичных агрегатов, получаемых при 
укрупнении точного решения первоначальной задачи. Разность 
между этими величинами называется ошибкой агрегирования. 
Классическая теория агрегирования изучает методы нахождения 
наилучшего способа агрегирования, который дает точное агре-
гирование или максимально уменьшает ошибку агрегирования.  

Теория классического агрегирования, за исключением част-
ных случаев, не решила проблемы устранения ошибки агреги-
рования и, главное, проблемы дезагрегирования, т.е. получения 
решения исходной задачи. Для устранения этих недостатков ме-
тодов классического агрегирования в экономико-математичес-
ких исследованиях появились методы итеративного агрегирова-
ния, позволяющие получать значения укрупненных и детализи-
рованных показателей плана с любой заранее заданной точно-
стью. 

К сожалению, для большинства оптимизационных задач, 
решаемых методами итеративного агрегирования, вопрос схо-
димости процесса итеративного агрегирования до сих пор оста-
ется открытым, несмотря на то, что для них доказаны теоремы, 
дающие условие окончания процесса, а именно, доказана опти-
мальность неподвижной точки этих процессов для исходной за-
дачи. Вопросы точного агрегирования до сих пор остаются ак-
туальными.  

Настоящая работа посвящена вопросам точного агрегиро-
вания в многошаговых играх двух лиц с фиксированной после-
довательностью ходов при агрегированной информации о выбо-
ре игрока 2 на этом ходу и информации о сложившейся к мо-
менту принятия решения предыстории игры [1]. 

2. Постановка задачи 

Определение. Агрегирование в играх с фиксированной по-
следовательностью ходов называется точным, если максималь-
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ные гарантированные результаты игрока, имеющего право де-
лать ход первым, при агрегированной и полной информации о 
выборах других игроков (другого игрока) совпадают. 

Прежде чем сформулировать достаточные условия точного 
агрегирования, в соответствии с [1], где рассматривалась игра 

)(Г1
2 T , введем обозначения, приведем формулировки задач и 

полученные там результаты. 
Рассматриваются многошаговые игры двух лиц. Функции 

выигрыша игроков, соответственно,  fi (x, v), i = 1, 2, к увеличе-
нию значения которых каждый из них стремится, предполага-
ются непрерывными, а  x, v  выбираются из соответствующих 
множеств  

,,
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n

i
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k
n

i
i EVVEXX ⊂=⊂= ∏∏

==
 

где x = (x1, x2, …, xn), v = (v1, v2, …, vn), ik
ii EXx ⊂∈ , 

im
ii EVv ⊂∈ , i = 1, …, n, n < m,  k1 + k2 + … + kn = k,  

m1 + m2 + … + mn = m; X, V, Xi, Vi, i = 1, …, n – компактные мно-
жества; Ek, Em, ii mk EE , , i = 1, …, n – евклидовы пространства 
соответствующей размерности. 

В отличие от [2, 5] будем предполагать, что агрегирован-
ный вектор выбора игрока 2 y = (y1, …, yn) = (T1(v1), …, Tn(vn)) 
при отсутствии информации о выборе v будет известен игроку 1 
последовательно в n шагов, где vi ∈ Vi, ir

i Ey ∈ , ri < mi, 
i = 1, …, n, а ii rm

i EET →⋅ :)(  – известные игрокам непрерывные 
на Vi операторы, i = 1, …, n. 

Введем следующие обозначения:  
),...,( 1 ii xxx = , ),...,( 1 ii yyy = ,  ),...,( 1 ii vvv = ;  

))(),...,(()( 11 iiii vTvTvT = ,  )))(()),...,((())(( 111 iiiiii vTxvTxvTx = ;  
Yi(Ti) = Ti(Vi) – образ множества Vi;  

 iiiiii VyTTyV )(),( 1−=  – пересечение прообраза yi ∈ Yi(Ti) с 
множеством Vi;  

∏
=

=
i

k
kkkiii TyVTyV

1
),(),( , ∏

=
=

i

k
ki VV

1
;  



 
 
Управление большими системами. Выпуск 24 

 8 

∏
=

=
i

k
ki XX

1
,  ∏

=
=

i

k
kkii TYTY

1
)()( ,  i = 1, …, n;  
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Будем предполагать, что множеством стратегий игрока 1 на 
i-ом ходу является множество произвольных функций )(~ ⋅ix , ар-
гументами, которых являются сложившаяся к моменту принятия 
решения агрегированная предыстория 11 , −− ii yx  и агрегирован-
ный выбор игрока 2 на i-ом ходу  yi, где значение функции 

),(~
1 iii yxx −  принадлежит множеству Xi, т.е. iiii Xyxx ∈− ),(~

1 . 
Обозначим множество таких функций )(~ ⋅ix  через iX~ :  


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∑
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i = 1, …, n. 
Заметим, что стратегии игрока 1 могут быть представлены в 

следующем виде: )(),( 1 iiiii yxyxx =− , i = 1, …, n. В нашем изло-
жении  00 , yx  – символы отсутствия аргумента.  

Стратегией игрока 2 на i-ом ходу (1 ≤ i ≤ n) является vi ∈ Vi, 
а агрегированной стратегией yi ∈ Yi(Ti).  

Игрок 1, обладая на каждом шаге i точной информацией о 
векторе  ),( 1 ii yx − , первым выбирает  xi(⋅), i = 1, …, n, и в начале 
игры сразу на n ходов сообщает свою стратегию  
x ( ⋅ )  =  (x 1 ( ⋅ ) ,  . . . ,  x n ( ⋅ ) )  игроку 2.  

Введем следующие обозначения: 
),(

),(
max),,(),,( 22

1 vxf
TyVv

TyxFTyxLn ∈
== ,  

),,(min
)(

max)( 1
,1,1

1
1 TyxL

XxTYy
TyxL iii

iiiii
iii ∈∈

=−−− , i = 1, …, n.  

Тогда ),,,( 11
1

1 TyxL iii −−−  выступает как максимальный гаран-
тированный результат игрока 2 на i-м ходу. 

Редактор
Исправление опечаток
В первоначально опубликованном тексте статьи в настоящей формуле имелась опечатка, исправленная в настоящей версии, а именно: max max исправлено на max min.
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При известной стратегии игрока 1, в соответствии со своим 
правилом поведения, игрок 2 свою стратегию  v ∈ V  выбирает 
из множества  


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22 T,vT,vTxLv,vTxf|VvT),xR n  
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
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где  δ (⋅) – известный игроку 1 функционал, причем  δ (⋅) = 0, ес-
ли в определении R 2 ( x ( ⋅ ) ,  T )  верхняя грань достигается, и рав-
на числу δ (⋅) = δ 0 > 0  в противном случае.  

Игрок 1, зная о таком правиле поведения игрока 2, выбором 
своей стратегии x(⋅) стремится получить (может быть, с 
ε '-точностью, где ε ' > 0) свой максимальный гарантированный 
выигрыш 
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Введем следующие обозначения: 
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Если  s ≠ 0, то для достаточно малого числа  ε > 0 опреде-

лим точку ),,,( εε s
sys

sx  такую, что выполнились следующие 
соотношения 

εεεεε −≥∈ )(),,(:)(),( 1,,11,, TKTyxMTDyx s
s
s

s
sss

s
s

s
s .  
Определим точки  +

iy , )(,
i

н
i yx ε , удовлетворяющие соответ-

ственно следующим условиям: ),,( 1
1 TyxEy iiii −
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1

, i = 1, …, n;  

где  β > 0 – достаточно малое число.  
Теорема 1. В сформулированных условиях максимальный 

гарантированный результат игрока 1 в игре )(1
2 TΓ  равен 

)(1
2 Tγ = )(1 TK s . Получение такого результата (может быть, с точ-
ностью до ε)  обеспечивает этому игроку стратегия  xs(⋅ )∈ X~ :  




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


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1если)(
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)(  

Теперь приступим к формулировке достаточных условий 
точного агрегирования.  
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3. Достаточные условия точного агрегирования 

Пусть в игре )(1
2 TΓ  из [1] непрерывные операторы  Ti(⋅) оп-

ределены следующим образом:  ))(...,),(()( 1 ⋅⋅=⋅ ir
iii ttT , где 

i
j

i , r, jt …= ,⋅ 1)( , i = 1, …, n – непрерывно дифференцируемые 
и функционально независимые функции vi; функции f1(⋅), f2(⋅) – 
непрерывно дифференцируемые, а вектора jiji  v /f ,   x /f ∂∂∂∂ , 
i = 1, 2; j = 1, …, n, не равны тождественно нулю. 

Для того чтобы найти достаточные условия точного агреги-
рования в игре )(1

2 TΓ , рассмотрим непрерывную группу преоб-
разований G пространства  Ek+m  в себя, каждое преобразование  

))()()(()()( 10 ⋅...,,⋅,⋅=⋅ ,∈⋅ nggggGg :   ,vx, gv ,vx, g x' ii0 )(')( ==  

i = 1, …, n;   EEv',x',vx, mk ×∈)()(  которой обладает свойст-
вом ),()),(( vxfvxgf ii = , i = 1, 2, т.е. функции f1(⋅), f2(⋅) являются 
инвариантами группы G.  

Найдем, как и в [3, 4], подгруппу G' группы G такую, что 
функции f1(⋅), f2(⋅) являются ее инвариантами, и любой другой ее 
инвариант выражается в виде функций от f1(⋅), f2(⋅).  

Пусть инфинитезимальный оператор некоторой однопара-
метрической подгруппы группы G'  имеет вид:  

∑∑∑∑
= == = ∂

∂
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∂
∂

=⋅
n
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p
p

i

p
i

n

i

k

j
j

i

j
i

ii

v
vxb

x
vxaQ

1 11 1

),(),()(  

Рассмотрим систему уравнений относительно  )(⋅j
ia , )(⋅p

ib ,  
i = 1, …, n,  j = 1, …, ki,,  p = 1, …, mi,:  
(1) 0)),((,0)),(( 21 == vxfQvxfQ . 

Пусть для VXvx ×∈∀ ),(  ранг матрицы этой системы  ρ  
равен ее рангу на X × V (очевидно ρ = 1 либо ρ = 2), а коэффици-
енты  cl(x1, x2), l = 1, …, ρ (cl(x1, x2) равен ),( vxa j

i либо ),( vxbp
i ), 

соответствуют ρ линейно независимым столбцам этой матрицы.  
Подставляя поочередно вместо остальных коэффициентов 

(cρ + 1, s, …, ck + m, s) = es, s = 1, …, k + m – ρ (es – единичный век-
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тор с размерностью k + m – ρ, s-й компонент которого равен 
единице, а остальные равны нулю), решим рассматриваемую 
систему уравнений (1) относительно cl(∙), l = 1, …, ρ. Получим 

)(⋅j
si,a , )(⋅p

si,b , j = 1, …, ki, p = 1, …, mi, i = 1, …, n, 
s = 1, …, k + m – ρ,  решения рассматриваемой нами системы 
уравнений и систему операторов  

(2) ∑∑∑∑
= == = ∂

∂
+

∂
∂

=⋅
n

i

m

p
p
i

p
si

n

i

k

j
j

i

j
sis

ii

v
vxb

x
vxaA

1 1
,

1 1
, ),(),()( ,  

s = 1, …, k + m – ρ,  
которая является линейно независимой и якобиевой, т.е. 
(Ai, Aj) = AiAj – AjAi = 0, i,  j = 1, …, k + m – ρ. Поэтому эта сис-
тема операторов в силу обратной второй основной теоремы Ли 
определяет  (k + m – ρ)-параметрическую группу Ли G' (см. тео-
рему 24 [8, §8, гл.2]).  

Теорема 2. При сформулированных условиях для того, что-
бы в игре )(1

2 T Γ  агрегирование было точным, достаточно, что-
бы для каждой окрестности W(x, v) и для каждого шага q 
(1 ≤ q ≤ n) существовали не все тождественно равные нулю 
функции ),(x,vvq

s,β  s = 1, …, k + m – ρ, β = 1, …, Bq, Bq ≥ mq – rq, 
q = 1, …, n , удовлетворяющие следующим условиям: 

(3) 0),(),(
1

,, =∑
−+

=

ρ

β

mk

s

j
si

q
s vxavxv , β = 1, …, Bq, j = 1, …, ki , 

i = 1, …, n, q = 1, …, n;  

(4) 0),(),(
1

,, =∑
−+

=

ρ

β

mk

s

j
si

q
s vxbvxv , β = 1, …, Bq, j = 1, …, mi, 

i = {1, …, n} \ {q};  

(5) 0),(),(
1

,, =
∂
∂ ∑

−+

=

ρ

β

mk

s

j
si

q
s vxbvxv

x
, β = 1, …, Bq, j = 1, …, mi, 

i = 1, …, n;  

(6) 0),(),(
1

,, =
∂
∂

∑
−+

=

ρ

β

mk

s

j
si

q
s

h
vxbvxv

v
,β = 1, …, Bq, h = {1, …, n}\{q}, 

j = 1, …, mi, i = 1, …, n; 
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(7) 0
)(

),(),())((
1 1

,,, =
∂

∂
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=

−+

=
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j
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qq
mk

s

j
sq

q
sqqq v
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vxbvxvvtC

αρ

β
α

β , 

β = 1, …, Bq, α = 1, …, rq, q = 1, …, n;  

(8) qq

mj

B

mk

s

j
sq

q
s rmvxbvxvrank

q

q

−=







=

=

−+

=
∑

,,1

,,11
,, ),(),(



β

ρ

β , q = 1, …, n. 

Доказательство. Учитывая результаты примера 2 из [7] 
можно утверждать, что если у группы G' существует подгруппа 
Hq, инфинитезимальные операторы которые имеют вид  

(9) ∑
= ∂

∂
=⋅

qm

j
j

q

j
qq v

vxcC
1

,, ),()( ββ , β = 1, …, Bq  

и ранг матрицы [ ]
q

mj

B
j

q
q

q
vxc

...,,1

...,,1, ),(
=

=ββ  равен  mq –  rq,  то  fi(x, v),  

i = 1, 2,  выражаются через инварианты 
nk

nn
k xxxx ,,,,,, 1
1

1
1

1  , 1
1

1
1 ,, mvv  , …, )(,),(1

q
r
qqq vzvz q , …, 

nm
nn vv ,,1  , q = 1, …, n, этой подгруппы, т.е. существуют такие 

непрерывно дифференцируемые функции )(*
1 ⋅f , )(*

2 ⋅f , что  

fi(x, v) = )( )(...,),(, 11
*

nni vzvzxf , где )( )(,),()( 1
q

r
qqqqq vzvzvz q= , 

q = 1, …, n.  
Так как инфинитезимальный оператор любой однопарамет-

рической группы  G′  является линейной комбинацией с пере-
менными коэффициентами операторов (2), то для того, чтобы 
существовал оператор вида (9), представляющий однопарамет-
рическую подгруппу, необходимо и достаточно, чтобы сущест-
вовали функции  ),(x,vvq

s,β  s = 1, …, k + m – ρ, β = 1, …, Bq, 
Bq ≥ mq – rq, q = 1, …, n, для которых выполнились соотношения 
(3)-(6).  

В этом случае операторы Cβ, q(⋅) будут иметь вид: 

0),(),()(
1 1

,,, =
∂
∂

=⋅ ∑ ∑
=

−+

=

qm

j
j

q

mk

s

j
sq

q
sq v

vxbvxvC
ρ

ββ ,β = 1, …, Bq; q = 1, …, n. 
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Значит, выполнение условий (7)-(8) является достаточным 
условием того, чтобы )(,),(1

q
r
qqq vtvt q , q = 1, …, n, были инва-

риантами подгруппы Hq, q = 1, …, n, т.е. выполнились соотно-
шения  fi(x, v) = )( )(...,),(, 11

*
nni vTvTxf , i = 1, 2, для произволь-

ных стратегий  x ∈ X, v ∈ V.  
Напомним, что игра  )(1

2 TΓ   является агрегированным ана-
логом игры, рассмотренной в [3], где выбор игроком 1 i-й ком-
поненты стратегии на i-м ходе производится при полной ин-
формации о сложившейся предыстории )( 11 −− ii v,x  к моменту 
принятия решения и о выборе игрока 2 vi  на i-м ходу.  

Для завершения доказательства теоремы в соответствии с 
[6] введем обозначения: 
Ln(x, v) = f2(x, v);  

)( 111 −−− iii v,xL  = )(minmax iii
iiii

v,xL
XxVv ∈∈

, i = 1, …, n;  

)( 1 ii
*
i v,xX − = )(minArg iii

ii

v,xL
Xx ∈

, i = 1, …, n; 

)( 11 −− iii v,xE  = 












∈
=∈ −−− )(min)( 111 iii

ii
iiiii v,xL

Xx
v,xLVv , i = 1, …, n;  

1
iD =







 >×∈

−≤≤
)(max)()(

10 kkkikiiiiiii v,xLv,xLVXv,x | , 

i = 1, …, n.  
Введем также обозначения:  

Mn(x, v) = f1(x, v);  
)( iii v,xM  = )(

)(
sup

)(
inf 111

11111

+++

+++++ ∈∈
iii

ii
*
iiiiii

v,xM
v,xXxv,xEv

, 

i = 1, …, n-1;  
)(

)(
sup

1
 iii

iii

i v,xM
Dv,x

  K
∈

= ,  i = 1, …, n,   K0 = M0;  







 ===

≤≤ ipnp
KKn...,,,iI |

0
max}10{ ;        is

Ii∈
= max .  
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Введем достаточно малое число  ε > 0. Если  s ≠ 0, опреде-
лим точку  1)( s

s,ε
s

s,ε
s Dv,x ∈   такую, что выполнилось неравенст-

во   .)( εKv,xM s
s,ε
s

s,ε
ss −≥   

Определим точки    )()( 1 ii
*
ii

*ε
i v,xXvx −∈ ,  i = 1, …, n,  удов-

летворяющие условиям: 

n
v,xM

v,xXx
v,vx,xM iii

ii
*
ii

ii
*ε
iii

ε
−

∈
≥

−

− )(
)(

sup))((
1

1 ,  i = 1, …, n. 

Тогда легко проверить, что выполняются следующие соот-
ношения:  
Fi(x, y, T) = ),(* yxfi  = fi(x, v) – при фиксированном  у ∈ Y(Т)  и 
для любого  v ∈ V(у, Т)  или при фиксированном  v ∈ V  и для  
у = Т(v); 
V+(x, y, T) = V(y, T) – для произвольных  x ∈ X, y ∈ Y; 

),,(1 TyxL iii  = )( iii v,xL ,  i = 0, 1, …, n – 1; 

),,,(1
1 TyxE iii+  = )( )(11 iiii v,xET ++ ,  i = 0, 1, …, n – 1; 

),,( 1 TyxX ii
н
i −  = )( 1 ii

*
i v,xX − ,  i = 1, …, n; 

)(),(1
iiiiii v,xMTy,xM = , i = 1, …, n – 1 – при фиксированном 

)( iii TYy ∈  и для любого ),( iiii TyVv ∈  или при фиксированном 

ii Vv ∈  и для )( iii vTy ∈ ; 

)(~)( 11
iii DTTD = , i = 1, …, n – где отображения )(~ ⋅iT  определя-

ются следующим образом: )( )(,),(~
iiiiii vTxvxT =  для любых 

ii Xx ∈ , ii Vv ∈ , i = 1, …, n; 

ii KTK =)(1 , i = 0, 1, …, n; 
Отсюда, учитывая результаты, полученные в теореме 1 и в 

работе [6], получаем, что максимальный гарантированный ре-
зультат игрока 1 в игре )(1

2 TΓ  совпадает с соответствующим 
результатом игры с полной информацией на каждом шаге о вы-
боре игрока 2, рассмотренный в [6], т.е. агрегирование в рас-
сматриваем игре точное. Теорема доказана. 
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Russian Federation», Moscow, The candidate of physical and 
mathematical sciences, assistant professor (Aliev_VS@mail.ru). 
 
Abstract: Two-person multistage game is considered with fixed or-
der of moves, with perfect information at every move about the his-
tory of the game, and with aggregated information about current 
move of the second player. Player 1 is the first to choose his move 
x i ( ⋅ )  on every stage and at the beginning of the game announces 
his strategy x ( ⋅ )  =  ( x 1 ( ⋅ ) ,  . . . ,  x n ( ⋅ ) )  – the complete plan for all 
n stages. Given the choice of player 1 and the history of the game 
the second player maximizes her payoff function by choosing her 
strategy v = (v1, v2, …, vn). The article applies the theory of Lee 
groups to give sufficient condition of perfect information aggrega-
tion in this game. 
 
Keywords: game, optimal strategy, maximal guaranteed result, 
theory of Lie groups, perfect aggregation. 
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