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Исследована модель динамической кооперации при создании сов-
местного предприятия. Получено теоретическое решение задачи
и проведено количественное моделирование на основе разрабо-
танного математического обеспечения как для случая детерми-
нированной, так и стохастической динамики. Влияние случайных
процессов на развитие компаний в совместном предприятии опи-
сано с помощью многомерного стохастического процесса Ито.
В результате количественного моделирования получено, что при
одинаковых значениях параметров и начальных данных ожида-
емая прибыль определяется с помощью динамического вектора
Шепли, который является устойчивым решением кооператив-
ной игры. При различных значениях параметров устойчивость
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вектора Шепли нарушается, и наблюдается непрерывное пере-
распределение совместной прибыли. В этом случае строится но-
вое решение на основе процедуры распределения дележа, облада-
ющее требуемыми свойствами устойчивости.

Ключевые слова: дифференциальная стохастическая игра, коопе-
ративное решение, временная и позиционная состоятельность ко-
оперативных соглашений, процедура распределения выигрыша
(ПРВ), процедура распределения дележа (ПРД), позиционно со-
стоятельный вектор Шепли, устойчивое совместное предприятие.

Введение

Кооперация представляет собой одну из основных форм по-
ведения в бизнесе, при этом по многим практическим причи-
нам важно, чтобы долгосрочная кооперация была устойчивой на
всем временном промежутке ее реализации, при этом устойчи-
вость понимается в первую очередь как динамическая устойчи-
вость или состоятельность во времени кооперативных соглаше-
ний. Это свойство кооперативного соглашения означает, что в
каждой подыгре с начальными условиями на оптимальной ко-
оперативной траектории выигрыши игроков соответствуют тем
принципам выбора, согласно которым был определен оптималь-
ный дележ во всей игре.

Динамическая устойчивость (временная состоятельность)
принципов оптимальности в дифференциальных играх подробно
исследовалась в работах специалистов по теории игр. А.Ори [5]
заметил временную несостоятельность арбитражной схемы Нэша
при ее использовании в качестве принципа оптимальности в диф-
ференциальной игре. Л.А. Петросян [1] математически формали-
зовал понятие динамической устойчивости (временной состоя-
тельности). Несколько позже временную несостоятельность дол-
госрочных планов обнаружили при решении одной специальной
задачи Ф. Кидланд и Е. Прескотт [6], получившие Нобелевскую
премию в области экономики в 2004 г. Впервые в журнальной ли-
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тературе термин динамическая устойчивость появился в работе
С.В. Чистякова [3]. Этим же автором практически одновременно
с Л.А. Петросяном, сформулирована проблема сильной динами-
ческой устойчивости [4]. Л.А.Петросян и Н.Н.Данилов [2] ввели
«понятие процедуры распределения дележа» для кооперативных
решений. В работе [14] исследовано кооперативное равновесие в
дифференциальных играх, в котором система угроз обеспечивает
развитие игры по кооперативному пути. Л.А.Петросян со своими
учениками провел подробный анализ динамической устойчиво-
сти в кооперативных дифференциальных играх и предложил ме-
тод регуляризации для построения динамически устойчивых (со-
стоятельных во времени) решений [8, 9, 11]. Подробный анализ
проблемы динамической устойчивости и связанных с ней при-
кладных проблемах см. в [12]. В работе [15] впервые исследова-
ны проблемы динамической устойчивости для дифференциаль-
ных игр со стохастической динамикой, которые в дальнейшем
систематически изложены в книге [16].

В данной работе рассмотрена стохастическая модель сов-
местного предприятия, образованного тремя фирмами с целью
максимизации прибыли за счет взаимной передачи технологий.
Предполагается, что образование совместного предприятия яв-
ляется результатом долгосрочного кооперативного соглашения.
Несмотря на то, что формально данная модель не вкладывается
в рамки класса игр, исследованных в [4], проведенное численное
моделирование показывает, что все три свойства устойчивости
выполняются, если в качестве принципа оптимальности выбран
динамический вектор Шепли [12, 18].

Изложение результатов проведенного исследования начнем с
рассмотрения обобщенного винеровского процесса, определяю-
щего динамику конфликтно-управляемого процесса.

1. Обобщенный винеровский процесс

Известно, что переменные, которые с течением времени ме-
няют свое значение случайным образом, следуют стохастическо-
му процессу. Стохастические процессы могут рассматриваться с
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дискретным и непрерывным временем. Рассмотрим сначала слу-
чай непрерывного времени [2].

Обобщенный винеровский процесс может быть представлен
в виде:

(1) dx = adt + bdz,

где a и b – константы, а величина dz равна: dz = θ
√

dt, θ – случай-
ная величина, подчиняющаяся закону стандартного нормального
распределения.

Первое слагаемое adt в правой части уравнения (1) предпо-
лагает, что средний ожидаемый темп роста величины x в единицу
времени есть a. Без второго слагаемого в правой части, процесс
(1) имеет вид dx = adt или x = x0 + at, где x0 – значение со-
стояния процесса x при t = 0 и является детерминированным.
Второе слагаемое bdz в правой части (1) имеет смысл шума в
развитии данного процесса. Эта неопределенность описывается
винеровским процессом и характеризуется параметром b.

На малых промежутках времени ∆t изменение значений x и
∆x может быть записано:

(2) ∆x = a∆t + bθ
√

∆t,

где θ – случайная величина, подчиняющаяся закону стандартного
нормального распределения. Уравнение (2) описывает обобщен-
ный винеровский процесс при дискретном времени.

Дальнейшее развитие идеи винеровского процесса приводит
к процессу Ито, в котором коэффициенты a и b являются функ-
циями состояния x и времени t:

(3) dx = a(x, t)dt + b(x, t)dz.

В дискретном случае процесс Ито, может быть представлен сле-
дующим образом:

(4) ∆x = a(x, t)∆t + b(x, t)θ
√

∆t.

В приведенной ниже модели будет применяться уравнение
(3), а для его аппроксимации при численном моделировании при-
меняется уравнение (4).
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2. Стохастическая модель совместного
предприятия

Рассмотрим случай, когда три компании (игроки i ∈ N =
{1, 2, 3}) заключают кооперативное соглашение на промежуток
времени [t0, T ] об организации совместного предприятия с це-
лью максимизации совместной прибыли. Прибыль компании i от
совместного предприятия на этом промежутке равна

Et0


T∫

t0

[
Pi[xi(s)]

1
2 − ciui(s)

]
exp[−r(s− t0)]ds+

+ exp[−r(T − t0)]qi[xi(T )]
1
2

}
, i ∈ N

(5)

Здесь: Et0 – оператор математического ожидания; Pi, ci, и qi

– положительные константы, r – процентная ставка; xi(s) ⊂ R+

– технологический уровень компании i в момент s, который мы
будем называть состоянием игрока i, ui(s) ⊂ R+ – инвестиции в
технологическое развитие, (управлением игрока i); Pi[xi(s)]1/2 –
чистая операционная прибыль компании i при технологическом
уровне xi(s); ciui(s) – стоимость инвестиций, qi [xi(T )]1/2 – лик-
видационная стоимость технологии компании в момент T .

Будем предполагать, что развитие технологии компании i
при независимом функционировании происходит в соответствии
с дифференциальным уравнением Ито:

dxi(s)=
[
αi [ui(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)
]
ds+σixi(s)dzi(s), xi(t0)=x0

i ,

где αi [ui(s)xi(s)]
1/2 – прибавка в технологии, полученная при

объеме инвестиций ui(s), δ – параметр устаревания техноло-
гии; последнее слагаемое в правой части представляет собой
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неопределенность в развитии технологии (так называемый «бе-
лый шум»); dzi(s) = θi

√
ds – стандартный винеровский процесс

и θi – случайная величина, подчиняющаяся закону стандартно-
го нормального распределения, а σi – положительная константа
(параметр волатильности).

Предполагается, что если несколько компаний заключают ко-
оперативное соглашение (объединяются) для организации сов-
местного предприятия с целью максимизации совместной при-
были, то компания - участник кооперативного соглашения может
получить дополнительные возможности в развитии своей техно-
логии. Поэтому в совместном предприятии динамика развития
технологии изменяется. В случае, когда все три фирмы объединя-
ются в совместное предприятие, развитие технологии компании i
принимает вид

dxi(s) = [αi [ui(s)xi(s)]
1/2 + b

[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 +

+b
[k,i]
k [xk(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)]ds + σixi(s)dzi(s)

xi(t0) = x0
i , i, j, k ∈ N = {1, 2, 3}, i 6= j 6= k,

(6)

где b
[j,i]
j и b

[k,i]
k – положительные константы, характеризующие

эффект передачи технологии компании i от компаний j и k соот-
ветственно. Прибыль совместного предприятия определяется ма-
тематическим ожиданием от суммы прибылей входящих в него
компаний

Et0


T∫

t0

3∑
i=1

[
Pi[xi(s)]1/2 − ciui(s)

]
exp [−r(s− t0)] ds

+
3∑

i=1

exp [−r(T − t0)] qi [xi(T )]1/2

}
.

(7)
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3. Выигрыш коалиции

Предполагаемая прибыль коалиции K определяется макси-
мизацией математического ожидания суммы входящих в коали-
цию компаний:

Et0


T∫

t0

∑
i∈K

[
Pi[xi(s)]1/2 − ciui(s)

]
exp [−r(s− t0)] ds

+
∑
i∈K

exp [−r(T − t0)] qi [xi(T )]1/2

}
,

(8)

при этом

dxi(s) =αi [ui(s)xi(s)]
1/2+

∑
j∈K,j 6=i

b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2−δxi(s)

ds

+σixi(s)dzi(s), xi(t0) = x0
i , i ∈ K ⊂ N = {1, 2, 3}

(9)

Для простоты записи перепишем (9) в виде:

(10) dxK(s)=fK[s, xi(s), u
(t0)K∗
K (s, xK(s))]ds+σKxK(s)dzK(s),

Здесь dxK(s) = {dxi(s)}i∈K , dzK(s) = {dzi(s)}i∈K ,

fK(s) =
{
fK

i (s)
}

i∈K
=

=

αi [ui(s)xi(s)]
1/2 +

∑
j,i∈K, j 6=i

b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 − δxi(s)


i∈K

,
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σKxK(s) = {σixi(s)}i∈K .

Обозначим через Γ [K; t0, x0] стохастическую задачу опти-
мального управления (8)-(10). Теоретическое решение данной за-
дачи было найдено в [16]. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Множество оптимальных управлений {u∗K(t)}

дает множество оптимальных решений задачи Γ
[
K; t0, x0

K

]
,

если существует непрерывно дифференцируемая функция
W (t0)K(t, xK) : [t0, T ] ×

∏
j∈K

Rmj → R, являющаяся решением

уравнения Беллмана:

−W
(t0)K
t (t, xK)− 1

2

m∑
h,ζ=1

Ωhζ
K (t, xK)W (t0)K

xhxζ (t, xK) =

max
uK

{ ∑
j∈K

gj [t, xj , uj ] exp
[
−

∫ t
t0

r(y)dy
]

+

+
∑

j∈K

W
(t0)K
xj (t, xK)fK

j [t, xK , uj ]

}
,

W (t0)K(T, xK) =
∑

j∈K

exp
[
−

∫ T
t0

r(y)dy
]
qj(xj),

где gi [t, xi, ui] exp
[
−

∫ t
t0

r(y)dy
]

– мгновенная прибыль игрока i в

момент t, дисконтированная на момент начала игры, ΩK(t, xK)
– диагональная матрица с элементами σixi(s), i ∈ K ⊆ N ,

Ωhζ
K (t, xK) – элемент в строке h и столбце ζ матрицы ΩK(t, xK).

Определим функцию W (t0)K(t, xK) как максимальный выиг-
рыш коалиции K на временном промежутке [t, T ] , t0 6 t 6 T
(функция Беллмана).

Рассмотрим задачу Γ [K; τ, xτ
K ], которая начинается в момент

τ ∈ [t0, T ] в начальном состоянии xτ
K . Используя теорему 1, мож-
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но показать, что:

exp
[∫ t

τ
r(y)dy

]
W (τ)K(t, xt

K) = W (t)K(t, xt
K),

u
(τ)K∗
K (t, xt

K) = u
(t)K∗
K (t, xt

K), t0 6 τ 6 t 6 T .

Заметим, что уровень технологии компании i увеличивает до-
ход, так как gi[s, xi(s), ui(s)] и qi(xi(T )) монотонно возрастают
по xi(t), компания-участник кооперации K может получить но-
вые навыки и технологии от другой фирмы в коалиции, поэтому
имеет место супераддитивность функции Беллмана, т. е.

W (τ)K(τ, xτ
K) > W (τ)L(τ, xτ

L)+W (τ)K\L(τ, xτ
K\L), L ⊂ K ⊆ N,

где K \ L – дополнение L до K.
В нашем случае уравнение Беллмана принимает вид:

−W
(t0)K
t (t, xt

K)− 1
2

∑
i∈K

σ2
i x

2
i W

(t0)K
xixi

(t, xK) =

max
uk

{
∑
i∈K

[Pix
1
2
i (t)− ciui(t)]e−r(t−t0)+

+
∑
i∈K

W (t0)K
xi

(t, xt
K)fK

i [t, xt
K , ut

K ]},

W (t0)K(T, xT
K) =

∑
i∈K

e−r(T−t0)qi(xi(T ));

(11)

при условии

x∗i (t) = x0
i +

∫ t

t0

fN
i [s, xi(s), u

(t0)N∗
i (s, xN (s))]ds +

+
∫ t

t0

σi[s, xi(s)]dzi(s), i ∈ N.
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Рассмотрим три возможных варианта формирования коали-
ции в нашем случае. Для одной фирмы i уравнение (11) прини-
мает вид:

−W
(t0)i
t (t, xi)−

1
2
W (t0)i

xixi
(t, xi)σ2

i x
2
i =

max
ui

{[
Pix

1/2
i − ciui

]
e−r(t−t0) + W (τ)i

xi
(t, xi)

[
αi(uixi)1/2 − δxi

] }
,

(12) W (t0)i(T, xi) = exp [−r(T − t0)] qi [xi]
1/2 , i ∈ {1, 2, 3} .

Из этого уравнения получаем оптимальное управление:

(13) ui =
α2

i

4(ci)2
[
W (t0)i

xi
(t, xi) exp [r(t− t0)]

]2
xi, i ∈ {1, 2, 3} .

Заменяя ui в уравнении Беллмана, имеем:

−W
(t0)i
t (t, xi)−

1
2
W (t0)i

xixi
(t, xi)σ2

i x
2
i =(14)

Pix
1/2
i exp [−r(t− t0)]−

α2
i

4ci

[
W (t0)i

xi
(t, xi)

]2
exp [r(t− t0)]xi

+
α2

i

2ci

[
W (t0)i

xi
(t, xi)

]2
exp [r(t− τ)]xi − δW (t0)i

xi
(t, xi)xi.

Решая полученное уравнение, получаем:

(15) W (t0)i(t, xi) =
[
A
{i}
i (t)x1/2

i + C
{i}
i (t)

]
exp [−r(t− t0)] ,

где Ȧ
{i}
i (t) =

(
r + σ2

i
8 + δ

2

)
A
{i}
i (t) − Pi, Ċ

{i}
i (t) = rC

{i}
i (t) −

α2
i

16ci

[
A
{i}
i (t)

]2
,

(16) A
{i}
i (T ) = qi , C

{i}
i (T ) = 0, i ∈ {1, 2, 3} .
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Первое уравнение в системе (16) – линейное дифференци-

альное уравнение первого порядка относительно A
{i}
i (t), которое

решается независимо с помощью стандартной техники. Подста-

новка решения A
{i}
i (t) во второе уравнение (16) дает линейное

дифференциальное уравнение относительно C
{i}
i (t), которое за-

тем легко решается. Явное решение здесь не приведено в силу
громоздкости записи окончательного результата.

Легко получить, что

(17) W (τ)i(t, xi) =
[
A
{i}
i (t)x1/2

i + C
{i}
i (t)

]
exp [−r(t− τ)]

и оптимальное управление для компании i ∈ {1, 2, 3} равно:

(18) ui(t) =
α2

i

16(ci)2
[
A
{i}
i (t)

]2
.

Соответственно уравнение (9) принимает вид:

dxi(s) =
[

α2
i

4ci
A
{i}
i (s)xi(s)1/2 − δxi(s)

]
ds + σixi(s)dzi(s),

xi(t0) = x0
i , i ∈ K ⊂ N = {1, 2, 3}.

(19)

Решая (19), получаем оптимальные траектории для индиви-
дуального случая.

Если три фирмы образуют совместное предприятие, то урав-
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нение Беллмана принимает вид:

−W
(t0){1,2,3}
t (t, x1, x2, x3)−

1
2

3∑
i=1

W (t0){1,2,3}
xixi

(t, x1, x2, x3)σ2
i x

2
i =

= max
ui

{
3∑

i=1

[
Pix

1/2
i − ciui

]
exp [−r(t− t0)] +(20)

+
3∑

i=1

W (τ)i
xi

(t, xi)
[
αi(uixi)

1
2 + b

[j,i]
j [xjxi]

1
2 + b

[k,i]
k [xkxi]

1
2 − δxi

]}
,

W (t0){1,2,3}(T, x1, x2, x3) =
3∑

i=1

exp [−r(T − t0)] qi [xi]
1/2,

i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j 6= k .

Проведя максимизацию, получаем:

(21) ui =
α2

i

4(ci)2
[
W (t0){1,2,3}

xi
(t, x1, x2, x3)er(t−t0)

]2
xi, i∈{1, 2, 3} .
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Подставляя (21) в (20), получаем:

−W
(t0){1,2,3}
t (t, x1, x2, x3)−

1
2
W (t0){1,2,3}

xixi
(t, x1, x2, x3)σ2

i x
2
i =

3∑
i=1

[
Pix

1/2
i er(t−t0) −α2

i xi

4ci

[
W (t0){1,2,3}

xi
(t, x1, x2, x3)

]2
er(t−t0)

]

+
3∑

i=1

W (t0){1,2,3}
xi

(t, x1, x2, x3)
[

α2
i

2ci

[
W (t0){1,2,3}

xi
(t, x1, x2, x3)

]2
·

·er(t−t0)xi + b
[j,i]
j [xjxi]

1/2 + b
[k,i]
k [xkxi]

1/2 − δxi

]

W (t0){1,2,3}(T, x1, x2, x3) =
3∑

i=1

exp [−r(T − t0)] qi [xi]
1/2(22)

для i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j 6= k.
Решая (22), получаем:

W (t0){1,2,3}(t, x1, x2, x3) =
[
A
{1,2,3}
1 (t)x1/2

1 + A
{1,2,3}
2 (t)x1/2

2

+A
{1,2,3}
3 (t)x1/2

3 + C{1,2,3}(t)
]
exp [−r(t− t0)] ,(23)

где A
{1,2,3}
1 (t), A{1,2,3}

2 (t), A{1,2,3}
3 (t) и C{1,2,3}(t) удовлетворяют

системе
Ȧ
{1,2,3}
i (t) =

(
r +

σ2

8
+

δ

2

)
A
{1,2,3}
i (t)−

b
[i,j]
i

2
A
{1,2,3}
j (t)−

b
[i,k]
i

2
A
{1,2,3}
k (t)− Pi,

i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j 6= k,(24)
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Ċ{1,2,3}(t) = rC{1,2,3}(t)−
3∑

i=1

α2
i

16ci

[
A
{1,2,3}
i (t)

]2
,

A
{1,2,3}
i (T ) = qi , C

{1,2,3}
i (T ) = 0.

Первые три уравнения в системе (24) образуют систему трех
линейных дифференциальных уравнений, которая решается в яв-

ном виде. Подстановка решения
{

A
{1,2,3}
i (t)

}
во второе урав-

нение (24) дает линейное дифференциальное уравнение отно-
сительно C{1,2,3}(t). Оптимальные инвестиционные стратегии в
совместном предприятии могут быть получены в виде:

(25) u
{1,2,3}
i (t) =

α2
i

16(ci)2
[
A
{1,2,3}
i (t)

]2
, i ∈ {1, 2, 3} .

Динамика траекторий развития технологий совместного про-
изводства на временном промежутке [t0, T ] имеет вид:

dxi(s) =

[
α2

i

4ci
A
{1,2,3}
i (s)xi(s)1/2 + b

[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 +b
[k,i]
k [xk(s)xi(s)]

1/2

−δxi(s)] ds + σixi(s)dzi(s) ,(26)

xi(t0) = x0
i , i, j, k ∈ N = {1, 2, 3}, i 6= j 6= k .

Решая полученное уравнение, получаем оптимальные коопе-
ративные траектории.

Если же две из трех фирм решают создать коалицию для
максимизации совместной прибыли, то для них уравнение (11)
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принимает вид:

−W
(t0)K
t (t, xt

K)− 1
2

∑
i∈K

σ2
i x

2
i W

(t0)K
xixi

(t, xK) =

max
uk

{∑
i∈K

[Pix
1
2
i (t)− ciui(t)]e−r(t−t0) +

+
∑
i∈K

W (t0)K
xi

(t, xt
K)fK

i [t, xt
K , ut

K ]

}
,

W (t0)K(T, xT
K) =

∑
i∈K

e−r(T−t0)qi(xi(T ));

(27)

Следуя проведенному выше анализу, получаем следующие
функции:

(28) ui =
α2

i

4(ci)2
[
W (t0){i,j}

xi
(t, xi, xj)er(t−t0)

]2
xi, i, j∈{1, 2, 3}, i 6=j

W (t0){i,j}(t, xi, xj) =[
A
{i,j}
i (t)x1/2

i + A
{i,j}
j (t)x1/2

j + C{i,j}(t)
]
e−r(t−t0),

{i, j} ⊂ {1, 2, 3} , i 6= j,

(29)

где A
{i,j}
i (t), A{i,j}

j (t) и C{i,j}(t) удовлетворяют системе уравне-
ний
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Ȧ
{i,j}
i (t) =

(
r +

σ2

8
+

δ

2

)
A
{i,j}
i (t)−

b
[i,j]
i

2
A
{i,j}
j (t)− Pi,

i, j ∈ N = {1, 2, 3} , i 6= j,

Ċ{i,j}(t) = rC{i,j}(t)−
3∑

i=1

α2
i

16ci

[
A
{i,j}
i (t)

]2
,

A
{i,j}
i (T ) = qi , C{i,j}(T ) = 0.

(30)

Система (30) решается стандартными методами:

W (t0){i,j}(t, xi, xj)=(W (τ){i,j}(t, xi, xj)) exp [−r(τ − t0)]
{i, j} ⊂ {1, 2, 3} , i 6= j .

(31)

Оптимальные инвестиционные стратегии для коалиции двух
игроков принимают вид:

(32) u
{i,j}
i (t) =

α2
i

16(ci)2
[
A
{i,j}
i (t)

]2
, i∈K⊂{1, 2, 3} ; |K| = 2 .

Динамика технологических состояний коалиции на временном
промежутке [t0, T ] имеет вид:

dxi(s) =
[

α2
i

4ci
A
{1,2,3}
i (s)xi(s)1/2+ σixi(s)dzi(s)+

+b
[j,i]
j [xj(s)xi(s)]

1/2 −δxi(s)] ds(33)

xi(t0) = x0
i , i, j ∈ K ⊂ N = {1, 2, 3}, i 6= j, |K| = 2.

Отсюда и получаем оптимальные траектории для коалиции из
двух фирм.
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4. Вектор Шепли в стохастическом случае

Как и в детерминированном случае, игроки будут делить сов-
местную прибыль в соответствии с вектором Шепли. Чтобы мак-
симизировать доход совместного предприятия фирмы будут ис-
пользовать вектор управлений (25) на интервале [t0, T ], получая
из (26) соответствующие оптимальные траектории {x∗N (t)}T

t=t0
.

В момент t0 и состоянии xt0
N фирмы договариваются, что доля

дохода фирмы i будет:
v(t0)i(t0, x0

N ) =(34)

∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!
n!

[
W (t0)K(t0, x0

K)−W (t0)K\i(t0, x0
K\i)

]
.

Для динамической устойчивости необходимо поддерживать
вектор Шепли на всем протяжении совместного производства, т. е.
для любого момента τ ∈ [t0, T ] должно выполняться условие:

v(τ)i(τ, xτ
N ) =(35)

∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!
n!

[
W (τ)K(τ, xτ

K)−W (τ)K\i(τ, xτ
K\i)

]
.

Построенный вектор Шепли v(τ)(τ, xτ∗
N ) =

[
v(τ)1(τ, xτ∗

N ), . . . ,

v(τ)n(τ, xτ∗
N )

]
удовлетворяет свойствам дележа:

n∑
i=1

v(τ)i(τ, xτ∗
N ) = W (τ)N (τ, xτ∗

N ),

v(τ)i(τ, xτ∗
N ) > W (τ)i(τ, xτ∗

N ) i ∈ N, τ ∈ [t0, T ] .

(36)

Первое условие в (36) говорит о том, что v(τ)(τ, xτ∗
N ) удовле-

творяет свойству оптимальности по Парето в каждый момент иг-
ры. Второе условие иллюстрирует, что вектор Шепли v(τ)(τ, xτ∗

N )
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индивидуально рационален в любой момент игры. При выпол-
нении условий (34)-(36) принцип оптимальности (распределение
дохода в соответствии с вектором Шепли) существует в каждый
момент игры вдоль оптимальной траектории, выбранной изна-
чально, и по построению он динамически устойчив на проме-
жутке выполнения кооперативного соглашения.

В нашем случае ожидаемая доля прибыли компании в соот-
ветствии с вектором Шепли будет равна:

v(τ)i(τ, xτ
N ) =

1
6
W (τ)i(τ, xτ

i )+

+
1
3

(
W (τ){i,j}(τ, xτ

{i,j})−W (τ)j(τ, xτ
j )

)
+

1
3

(
W (τ){i,k}(τ, xτ

{i,k})−W (τ)k(τ, xτ
k)

)
+

+
1
6

(
W (τ){i,j,k}(τ, xτ

{i,j,k})−W (τ){j,k}(τ, xτ
{j,k})

)
,

i, j, k ∈ N = {1, 2, 3} , τ ∈ [t0, T ] .

(37)

5. Процедура распределения дележа в
стохастическом случае

Как и для детерминированного случая в данной модели необ-
ходимо компенсировать переходные изменения в доходах фирм,
чтобы вектор Шепли поддерживался на всем протяжении сов-
местного производства. Для этого компоненты вектора Шепли
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представляются в следующем виде:

v(t0)i(t0, x0
N ) =

∑
K⊆N

(k − 1)!(n− k)!
n!

[
W (t0)K(t0, x0

K)−W (t0)K\i(t0, x0
K\i)

]
=

= Et0


T∫

t0

Bi(s) exp

− T∫
t0

r(y)dy

 ds +qi(x∗i (T )) exp

− T∫
t0

r(y)dy


|xN (t0) = x0

N} .(38)

Здесь Bi(s) – платеж, получаемый компанией i в момент
s ∈ [t0, T ] после перераспределения дохода. Более того, для i ∈ N
и t ∈ [t0, T ]:

v(t0)i(t,xt∗
N ) = Et0

{∫ T

t
Bi(s) exp

[
−

∫ s

t0

r(y)dy

]
ds+

+qi(x∗i (T )) exp

− T∫
t0

r(y)dy

 ∣∣xN (t) = xt∗
N


(39)

– выигрыш игрока i от кооперации на промежутке [t, T ], где
xt∗

N – состояние игры в момент t ∈ [t0, T ]. Чтобы v(t0)i(t, xt∗
N )

удовлетворяло (5.2), необходимо:

v(t0)i(t, xt∗
N ) = v(t)i(t, xt∗

N ) exp

− T∫
t0

r(y)dy

 ,

i ∈ N, t ∈ [t0, T ] и xt∗
N ∈ Xt∗

N .

(40)
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Поэтому задача заключается в нахождении такого Bi(s), при
котором v(t0)i(t, xt∗

N ) удовлетворяет (38)-(40). Отметим, что в каж-
дый момент происходит только перераспределение прибыли, по-
этому сумма доходов игроков должна оставаться неизменной, но
так как здесь мы имеем дела со случайными величинами, то сум-
мы доходов должны совпадать в среднем, т. е.

(41) Es

{
3∑

i=1

Bi(s)

}
=Es

{
3∑

i=1

[Pix
1/2
i (s)− ciui(s)]

}
, s ∈ [t0, T ] .

В общем случае прибыль, получаемая игроком i в момент
τ ∈ [t0, T ], равна:

Bi(τ) = −
∑

K⊆N

(k − 1)!(n− k)!
n!

{[
W

(τ)K
t (τ, xτ

K)|t=τ

]
−

−
[
W

(τ)K\i
t (τ, xτ

K\i) |t=τ

]
+

1
2

n∑
h,ζ=1

Ωhζ
K (τ, x∗τ )

[
W

(τ)K

xh
t xζ

t

(t, x∗t ) |t=τ

]

(42) −1
2

n∑
h,ζ=1

Ωhζ
K\i(τ, x

∗
τ )

[
W

(τ)K\i
xh

t xζ
t

(t, x∗t ) |t=τ

]

Поскольку частная производная W (τ)K(τ, xτ∗
K )по xj , где j /∈
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K уходит, мы можем переписать (42) более лаконично:

Bi(τ) = −
∑

K⊆N

(k − 1)!(n− k)!
n!

(43)

{[
W

(τ)K
t (τ, xτ

K) |t=τ

] [
W

(τ)K\i
t (τ, xτ

K\i) |t=τ

]
+

+
∑
j∈K

[
W

(τ)K
xτ∗

j
(τ, xτ

K) |t=τ

]
fN

j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
−

−
∑

h∈K\i

[
W

(τ)K\i
xτ∗

h
(τ, xτ

K\i) |t=τ

]
fN

h

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
+

+
1
2

n∑
h,ζ=1

Ωhζ
K (τ, x∗τ )

[
W

(τ)K

xh
t xζ

t

(t, x∗t ) |t=τ

]

−1
2

n∑
h,ζ=1

Ωhζ
K\i(τ, x

∗
τ )

[
W

(τ)K\i
xh

t xζ
t

(t, x∗t )|t=τ

] ,

где fN
K

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]

- вектор, состоящий из

fN
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]
, i ∈ K.
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В данном случае функция Bi(τ) принимает вид:

Bi(τ) = (−1) ·
(

1
3

(
W

(τ)i
t (τ, xτ

i ) +

+W (τ)i
xi

(τ, xτ
i )f

N
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
i (τ, xτ∗

N )
]

+
1
2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ)i
xixi

(τ, xτ
i )

)
+

+
1
6

(
W

(τ){i,j}
t (τ, xτ

{i,j})−W
(τ)j
t (τ, xτ

j ) + W (τ){i,j}
xi

(τ, xτ
{i,j})·

·fN
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{i,j} (τ, xτ∗

N )
]

(44)

+W (τ){i,j}
xj

(τ, xτ
{i,j})f

N
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{i,j} (τ, xτ∗

N )
]
−

−W (τ)j
xi

(τ, xτ
j )f

N
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
j (τ, xτ∗

N )
]

+
1
2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ){i,j}
xixi

(τ, xτ
{i,j})+

+
1
2
σ2

j (x
τ
j )

2W (τ){i,j}
xjxj

(τ, xτ
{i,j})−

1
2
σ2

j (x
τ
j )

2W (τ)j
xjxj

(τ, xτ
j )

)
+

1
6

(
W

(τ){i,k}
t (τ, xτ

{i,k})−

−W
(τ)k
t (τ, xτ

k) + W (τ){i,k}
xi

(τ, xτ
{i,k})f

N
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{i,k} (τ, xτ∗

N )
]

+W (τ){i,k}
xk

(τ, xτ
{i,k})f

N
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
k (τ, xτ∗

N )
]
−W (τ)k

xk
(τ, xτ

k)·

·fN
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
k (τ, xτ∗

N )
]

+
1
2
σ2

i (x
τ
i )

2W (τ){i,k}
xixi

(τ, xτ
{i,k})+

+
1
2
σ2

k(x
τ
k)

2W (τ){i,k}
xkxk

(τ, xτ
{i,k})−

1
2
σ2

k(x
τ
k)

2W (τ)k
xkxk

(τ, xτ
k)

)
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1
3

(
W

(τ){i,j,k}
t (τ, xτ

N )−W
(τ){j,k}
t (τ, xτ

{j,k}) + W
(τ){i,j,k}
xi (τ, xτ

N ) ·

· fN
i

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
N (τ, xτ∗

N )
]

+ W
(τ){i,j,k}
xj (τ, xτ

N )fN
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
N (τ, xτ∗

N )
]

+

+W
(τ){i,j,k}
xk (τ, xτ

N )fN
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
N (τ, xτ∗

N )
]
−W

(τ){j,k}
xj (τ, xτ

N ) ·

· fN
j

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{j,k} (τ, xτ∗

N )
]
−

W
(τ){j,k}
xk (τ, xτ

N )fN
k

[
τ, xτ∗

N , u
(τ)N∗
{j,k} (τ, xτ∗

N )
]

+

+ 1
2σ2

i (x
τ
i )

2W
(τ){i,j,k}
xixi (τ, xτ

N ) + 1
2σ2

j (x
τ
j )

2W
(τ){i,j,k}
xjxj (τ, xτ

N ) +

+ 1
2σ2

i (x
τ
i )

2W
(τ){i,j,k}
xkxk (τ, xτ

N )− 1
2σ2

j (x
τ
j )

2W
(τ){j,k}
xjxj (τ, xτ

{j,k})

− 1
2σ2

k(x
τ
k)

2W
(τ){j,k}
xkxk (τ, xτ

{j,k})).

Вектор Bi(τ), полученный из процедуры распределения до-
хода, гарантирует реализуемость дележа согласно вектору Шепли
на всем протяжении игры. Таким образом, мгновенные выплаты
Bi(τ, xτ∗

N ) игроку i ∈ N обеспечивают динамическую устойчи-
вость совместного предприятия.

6. Результаты количественного моделирования при
детерминированной динамике

Подтвердим полученные математические выводы результата-
ми численных расчетов в детерминированном случае (σ1 = σ2 =
σ3 = 0).

Для начала рассмотрим симметричный случай, когда все 3
компании имеют одинаковые параметры. Все вычислительные
процессы проводились в программной среде MAPLE.
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Пусть
t0 = 0 – начальный момент игры (момент начала работы

совместного предприятия).
T = 20 – конечный момент игры (момент ликвидации сов-

местного предприятия).
r = 0,2 – процентная ставка.
δ = 0,05 – параметр устаревания технологий.
c1 = 0,5, c2 = 0,5, c3 = 0,5 – параметры инвестиционного

вклада игроков в технологическое развитие.
q1 = 0,1, q2 = 0,1, q3 = 0,1 – параметры ликвидационной

стоимости технологий компаний на момент окончания игры.
P1 = 0,1, P2 = 0,1, P3 = 0,1 – параметры чистой операцион-

ной прибыли компаний.
α1 = 0,3, α2 = 0,3, α3 = 0,3 – параметры прибавки в техно-

логическое развитие компаний.

b
[2,1]
1 = b

[3,1]
1 = b

[1,2]
2 = b

[3,1]
2 = b

[1,3]
3 = b

[2,3]
3 = 0,1 – парамет-

ры передачи технологий между компаниями.
Графики динамики состояний игроков, действующих инди-

видуально, выглядят так:

1-я компания 2-я компания 3-я компания

х1 х2
х3

Как мы видим, развитие всех компаний одинаково. В сов-
местном предприятии развития уровней технологий компаний во
времени также равны между собой.

258



Управление в социальных и экономических системах

1-я компания 2-я компания 3-я компания

х1
х2

х3

Графики прибыли компаний во времени представлены ниже.
Они также одинаковы как для индивидуального случая,

так и для совместного предприятия:

1-я компания 2-я компания 3-я компания
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Для симметричного случая прибыль в соответствии с векто-
ром Шепли должна распределяться между игроками одинаково,
следовательно, здесь мы не должны наблюдать перераспределе-
ния дохода. Графики функций Bi(t) это подтверждают:

1-я компания 2-я компания 3-я компания

B1
B2

B3

Проверим корректность наших вычислений и убедимся, что
прибыль, полученная каждой компанией до перераспределения,
равна прибыли этой же компании после перераспределения. Обо-
значим через

(45) Pri(t) = Pi[xi(t)]1/2 − ciui(t)
прибыль компании i в момент t до перераспределения выигры-
шей.

В данном примере не происходит перераспределения прибы-
ли. Различие в последних цифрах – погрешность вычислений.

Несложно проверить динамическую устойчивость вектора
Шепли на всем интервале существования совместного предприя-
тия, т. е. проверить выполнение равенства:

v(t0)i(t, xt
N ) =

T∫
t

Bi(s) exp [−r(s− t0)] ds +

exp [−r(T − t0)] qi [xi(T )]1/2 , i ∈ N, t ∈ [t0, T ] .(46)
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Рассмотрим асимметричный случай. Сначала изменим пара-
метр P .

Пусть теперь P1 = 0,1, P2 = 0,2, P3 = 0,05. Посмотрим, как
изменится динамика состояний игроков и их выигрыши. Ниже
представлены графики динамики состояний компаний для всех
возможных коалиций в игре:

Индивидуальное развитие Совместное развитие

Объединение 1 и 2 Объединение 3 и 2 Объединение 1 и 3

х1

х2

х3

х2

х3

х1

х2

х1

х3

х3

х1

х1

х2

х2

х3

Далее представлены графики прибыли компаний на протя-
жении игры для всех возможных коалиций:
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Индивидуальная прибыль Совместная прибыль

Объединение 1 и 2 Объединение 3 и 2 Объединение 1 и 3

Pr1

Pr2

Pr3

Pr2

Pr1

Pr3

Pr3

Pr1

Pr2

Pr3Pr1

Pr2

Pr3

Pr1

Pr2

Ниже представлены графики прибылей компаний в совмест-
ном предприятии без и после перераспределения прибыли:

Без перераспределения С перераспределением

Pr3

Pr1

Pr2

B3

B1

B2

Как мы видим, в данном случае имеет место перераспределе-
ние доходов от кооперации. Это наблюдается в различные момен-
ты времени. Имеет место различие в величинах, но сумма доходов
262



Управление в социальных и экономических системах

остается неизменной за вычетом погрешности вычисления. Итак,
в данном случае происходит перераспределения доходов компа-
ний, и строится новое решение, которое является динамически
устойчивым. Анализ количественных данных также подтвержда-
ет выполнение свойств стратегической устойчивости и защиты
от иррационального поведения. Таким образом, анализ результа-
тов количественного моделирования подтверждает корректность
изложенных выше теоретических результатов.

7. Результаты количественного моделирования при
стохастической динамике

Для сравнения используем те же параметры, что и в детер-
минированном случае.

Как и ранее рассмотрим сначала симметричный случай, когда
все 3 компании имеют одинаковые параметры.

Пусть:
t0 = 0 – начальный момент игры;
T = 20 – конечный момент игры (период существования

совместного предприятия);
r = 0,2 – размер дисконта;
δ = 0,05 – параметр устаревания технологий;
c1 = 0,5, c2 = 0,5, c3 = 0,5 – параметры инвестиционного

вклада игроков в технологическое развитие;
q1 = 0,1, q2 = 0,1, q3 = 0,1 – параметры ликвидационной

стоимости технологий игроков на момент окончания процесса;
P1 = 0,1, P2 = 0,1, P3 = 0,1 – константы, определяющие

чистую операционную прибыль игроков;
α1 = 0,3, α2 = 0,3, α3 = 0,3 – константы, определяющие

прибавку в технологии игроков;

b
[2,1]
1 = b

[3,1]
1 = b

[1,2]
2 = b

[3,1]
2 = b

[1,3]
3 = b

[2,3]
3 = 0,1 – пара-

метры, характеризующие эффекты передачи технологий между
участниками совместного предприятия;

σ1 = σ2 = σ3 = 0,05 – параметры волатильности технологи-
ческого развития.
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Графики изменения состояний и прибылей игроков, действу-
ющих индивидуально, при указанных параметрах имеют вид:

ï

î

í

ï

î

í

Как мы видим развитие технологий всех компаний даже в
симметричном случае неодинаково вследствие случайных откло-
нений.

При объединении в совместное предприятие траектории тех-
нологий компаний и графики прибылей компаний как функции
времени приблизительно одинаковы:

Технологии компаний Прибыли компаний

х1

х2

х3

1

3

2

264



Управление в социальных и экономических системах

Для симметричного случая прибыль в соответствии с векто-
ром Шепли должна распределяться между игроками одинаково.
Поэтому здесь мы не наблюдаем перераспределения дохода при
кооперации. Графики функций Bi(t) это подтверждают:

Прибыль до перераспределения Прибыль после перераспределения

B1

B2

B3

1

3

2

Результаты количественного моделирования подтверждают
корректность наших вычислений. В частности, нетрудно убедить-
ся, что прибыль, полученная каждой компанией до перераспре-
деления, равна прибыли этой же компании после перераспреде-
ления. Обозначим через

Pri(t) = Pi[xi(t)]1/2 − ciui(t) − прибыль компании i в
момент t до перераспределения. Несмотря на симметричность
примера значения прибылей неодинаковы, но перераспределения
прибыли не происходит. Различие имеет место из-за случайности
доходов. Введем в наш случай асимметрию. Изменим параметр
P .

Пусть теперь P1 = 0,1, P2 = 0,2, P3 = 0,05. Посмотрим, как
изменится динамика состояний игроков и их выигрыши.

Ниже представлены графики динамики состояний игроков
для всех возможных коалиций в игре. Как видно из графиков,
здесь имеет место сильное колебание состояний, из-за чего на-
блюдаются более сильные отклонения величин:
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Индивидуальное развитие Совместное развитие

х1

х2

х3

х2

х3

х1

х3

х1

х2

х2

х1

х3

х3

х2

х1

1 и 2
2 и 3 1 и 3

Далее представлены графики прибыли компаний на протя-
жении игры для всех возможных коалиций:

Индивидуальная прибыль Совместная прибыль

Pr1

Pr2

Pr3

Pr2

Pr1

Pr3

1 и 2
2 и 3 1 и 3

Pr2

Pr1

Pr3

Pr3Pr1

Pr2

Pr2

Pr1

Pr3
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Ниже представлены графики прибылей компаний в совмест-
ном предприятии до и после перераспределения:

До перераспределения После перераспределения

Pr3

Pr1

Pr2

B3

B1

B2

Как мы видим, в данном случае имеет место перераспреде-
ление на начальных стадиях, которое затем постепенно глушится.
Имеет место различие в величинах, но сумма доходов остается
приблизительно неизменной. Следовательно, построенное реше-
ние сохраняет динамическую устойчивость.
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Nickolay Zenkevich, School of Management, St. Petersburg State
University, Saint Petersburg, Cand. Sc (zenkevich@gsom.pu.ru).
Nickolay Kolabutin, Faculty of Applied Mathematics and Control
Processes, St. Petersburg State University, Saint Petersburg,
post-graduate student (kolabutin_Nik@mail.ru).
David Yeung, PhD, professor, Center of Game Theory, Hong Kong
Baptist University, professor (wkyeung@hkbu.edu.hk).

Abstract: Dynamic joint venture model is investigated. Through
knowledge diffusion participating firms can gain core skills and
technology that would be very difficult for them to obtain on their own.
The stochastic evolution of the technology level of company under joint
venture is known as a multivariate stochastic Ito’s process. The profit
of the joint venture is the expected sum of the participating firms’
profits. The member firms would maximize their joint profit and share
their cooperative profits according to the Shapley value. Applying
the method of regularization for dynamic cooperation problem, we
constructed the control in the form of special payments, paid at each
time instant on the optimal trajectory. The dynamic stable solution is
obtained for the stochastic joint venture dynamic model.

Keywords: differential game, cooperative solution, time-consistency
of cooperative agreement, payoff distribution procedure (PDP),
imputation distribution procedure (IDP), dynamic stability, strategic
stability, Shapley value, stable joint venture.
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