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Проведено исследование динамической игры управления биоресур-
сами в дискретном времени. В игре участвует центр, который
разделяет водоем между участниками, и игроки, производящие
вылов биоресурсов. Предполагается, что между частями водо-
ема существует миграционный обмен. В работе получены рав-
новесие по Нэшу и кооперативное равновесие для бесконечного
периода планирования. Для поддержания кооперативного согла-
шения строится динамически устойчивая процедура распреде-
ления дележа. Предлагается новое условие, которое побуждает
игрока соблюдать кооперативное соглашение, называемое коопе-
ративным регулирующим условием.
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Введение

В работе проведено исследование динамической игры управ-
ления биоресурсами (выловом рыбы) в дискретном времени. В
данной модели водоем разделен на две части, в каждой из кото-
рых вылов ведет игрок. В игре участвует центр (арбитр), который
разделяет водоем между участниками, и игроки (страны), произ-
водящие вылов биоресурсов.

Предполагается, что между частями водоема существует ми-
грационный обмен. Таким образом, размер популяции в одном
районе (где вылов ведет первый игрок) зависит не только от раз-
мера популяции и вылова в предыдущий момент, но и от размера
популяции и вылова в другом районе (где популяцию эксплуати-
рует второй игрок).

Существует альтернативная интерпретация данной модели.
Можно рассмотреть два вида рыбы, каждый из которых эксплу-
атируется игроком [6]. В этом случае миграции соответствует
процесс межвидового взаимодействия.

В традиционной постановке задачей центра является регу-
лирование вылова путем введения квот на вылов рыбы. В серии
работ [1, 8] был разработан новый подход, где задачей центра
является определение оптимальной доли территории, где будет
запрещен вылов.

Основной задачей предложенной работы является примене-
ние разработанного подхода к задаче разделения биоресурсов. В
статье получены равновесие по Нэшу и кооперативное равнове-
сие для бесконечного периода планирования.

Существует несколько методологических схем для поддер-
жания кооперативного соглашения, достигнутого в начале перио-
да планирования: кооперативное регулируемое равновесие и ди-
намически устойчивая процедура распределения дележа. Схема
построения кооперативного регулируемого равновесия для задач
управления биоресурсами описана авторами в работах [2, 9].

В данной статье исследуется схема построения динамиче-
ски устойчивой процедуры распределения дележа, предложенная
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и развитая в работах Петросяна Л.А. [3, 4, 10]. Рассматривается
случай, когда центр является игроком и может формировать коа-
лиции с участниками (странами). Получен в аналитическом виде
вектор Шепли и динамически устойчивая процедура распреде-
ления дележа. Предлагается новое условие, которое побуждает
игрока соблюдать кооперативное соглашение, называемое коопе-
ративным регулирующим условием.

Приведены результаты моделирования.

1. Модель разделения биоресурсов

Разделим акваторию водоема на две части: s и 1 − s, где
вылов ведут два игрока. Центр (арбитр) разделяет водоем между
участниками. Игроки (страны), производящие вылов биоресур-
сов на бесконечном промежутке времени, являются участниками
игры.

Модель может иметь другую интерпретацию: в водоеме име-
ются два вида рыбы и игрок может ловить только один из них.

Предполагаем, что популяция развивается в соответствии с
биологическим законом:

(1)


xt+1 = xα

t

(
yt

xt

)βs
, x0 = x ,

yt+1 = yα
t

(
xt
yt

)β(1−s)
, y0 = y ,

где xt > 0 – размер популяции в первом районе в момент времени
t, yt > 0 – размер популяции во втором районе в момент времени
t, 0 < α < 1 – коэффициент внутреннего роста, 0 < β < 1 –
коэффициент миграции.

Здесь α представляет эффект прямого влияния размера попу-
ляции на размер в следующий период времени на этой террито-
рии. β представляет миграционный эффект между двумя частями
водоема.

Игрок 1 эксплуатирует xt и игрок 2 ведет вылов популяции
yt.
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Можно заметить, что в нашей модели интенсивность мигра-
ции зависит также и от доли территории. Это предположение
естественно, поскольку размер среды обитания уменьшается, ко-
гда s уменьшается, и рыба должна мигрировать в другой район.

Предполагается логарифмический вид функций выигрыша.
Рассматриваются задачи максимизации бесконечных сумм дис-
контированных выигрышей двух игроков:

(2) J1 =
∞∑

t=0

δt ln(u1t) , J2 =
∞∑

t=0

δt ln(u2t) ,

где 0 6 u1t, u2t 6 1 – выловы игроков в момент времени t,
0 < δ < 1 – коэффициент дисконтирования.

И динамика принимает вид:

(3)

{
xt+1 = (xt − u1t)α−βs(yt − u2t)βs ,

yt+1 = (yt − u2t)α−β(1−s)(xt − u1t)β(1−s) .

В данной модели в отличие от [2] центр также является иг-
роком и его выигрыш на бесконечном промежутке времени имеет
вид:

(4) I =
∞∑

t=0

δt ln(xtyt) .

Таким образом, центр хочет максимизировать общий размер
популяции в водоеме.

2. Вектор Шепли и динамическая устойчивость

Динамическая устойчивость принципов оптимальности в
дифференциальных играх подробно исследовалась в работах спе-
циалистов по теории игр. Л.А. Петросян [3] математически фор-
мализовал понятие динамической устойчивости. Л.А.Петросян и
Н.Н.Данилов [4] ввели понятие процедуры распределения дележа
для кооперативных решений.
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Для данной модели определяется вектор Шепли и динамиче-
ски устойчивая процедура распределения дележа [10].

Теорема 1. При x0 = y0 вектор Шепли в задаче (2)-(4) име-
ет вид

(ξ1, ξ2, ξs) ,

где

ξ1 =
2 − µ1

2(1 − αδ)
lnx+

+
1

6(1 − δ)
(2C1 + 2C1,2,s − 2C2,s + C1,2 + C1,s − C2 − Cs) ,

ξ2 =
1 + µ1

2(1 − αδ)
lnx+

+
1

6(1 − δ)
(−C1 + 2C1,2,s + C2,s + C1,2 − 2C1,s + 2C2 − Cs) ,

ξs =
3

2(1 − αδ)
lnx+

+
1

6(1 − δ)
(−C1 + 2C1,2,s + C2,s − 2C1,2 + C1,s − C2 + 2Cs) ,

и

C1 = C2 = ln(
∆

1 − a + 0.5b
) +

a

1 − a
ln(1 − ∆

1 − a + 0.5b
) ,

Cs =
2a

(1 − a)
ln(1− ∆

1 − a + 0.5b
), C1,2 = ln(1−a)+

a

1 − a
ln(a) ,

C1,2,s = ln(
1 − a

1 + 2a
) +

3a

1 − a
ln(1 − 1 − a

1 + 2a
) ,

C1,s = µ1 ln(
2∆

2 − µ1a(1 − a + b) − (a − b)(a + 1)
)+

+
(2 − µ1)a

1 − a
ln(1 − 2∆

2 − µ1a(1 − a + b) − (a − b)(a + 1)
) ,

370



Управление в медико-биологических и экологических системах

C2,s = (1 − µ1) ln(
2∆

2 + µ1a(1 − a + b) − 2a + b
)+

+
(1 + µ1)a

1 − a
ln(1 − 2∆

2 + µ1a(1 − a + b) − 2a + b
) ,

где a = αδ, b = βδ, ∆ = (1 − a)(1 − a + b).
Доказательство. Последующее доказательство верно и для

случая x0 6= y0, но получаемые коэффициенты и управление цен-
тра имеют значительно более сложный вид. Поэтому ограничимся
здесь только простым случаем.

Рассмотрим случай некооперативного поведения игроков,
т. е. ситуацию равновесия по Нэшу.

Пусть V1(x, y) функция выигрыша игрока 1, V2(x, y) – игрока
2, а Vs(x, y) – выигрыш центра.

Следуя принципу Беллмана эти функции должны удовлетво-
рять уравнениям:

V1(x, y) = max
06u16x

{lnu1+

+δV1((x − u1)α
(y − u2

x − u1

)βs
, (y − u2)α

(x − u1

y − u2

)β(1−s)
)} ,

(5)

V2(x, y) = max
06u26y

{lnu2+

+δV2((x − u1)α
(y − u2

x − u1

)βs
, (y − u2)α

(x − u1

y − u2

)β(1−s)
)} .

(6)

Vs(x, y) = max
06s61

{ln(xy)+

+δVs((x − u1)α
(y − u2

x − u1

)βs
, (y − u2)α

(x − u1

y − u2

)β(1−s)
)} .

(7)
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Будем искать функцию выигрыша в следующем виде:

Vi(x, y) = Ai lnx + Bi ln y + Ci , i = 1, 2, s ,

где Ai, Bi и Ci константы, зависящие от параметров модели.
Тогда для игрока 1 из (5) получим

A1 lnx + B1 ln y + C1 =
= ln u1 + δA1[(α − βs) ln(x − u1) + βs ln(y − u2)]+

+δB1[(α − β(1 − s)) ln(y − u2) + β(1 − s) ln(x − u1)] + δC1 .

(8)

Предположим, что u1 = γ1x и u2 = γ2y. Тогда составим
систему для определения констант:

{
A1 = 1 + δA1(α − βs) + δB1β(1 − s) ,
B1 = δA1βs + δB1(α − β(1 − s)) ,

решая которую получим

A1 =
1 − δ(α − β(1 − s))

∆
, B1 =

δβs

∆
,

где
∆ = (1 − δα)(1 − δα + δβ) .

Аналогично для игрока 2 из (6) получим

B2 =
1 − δ(α − βs)

∆
, A2 =

δβ(1 − s)
∆

.

Для определения оптимальных выловов максимизируем пра-
вую часть (8)

1
u1

+
δA1(−α + βs) − δB1β(1 − s)

x − u1
= 0
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откуда получим

u1 =
x∆

1 − δα + δβ(1 − s)
.

Аналогично для игрока 2:

u2 =
y∆

1 − δα + δβs
.

Для центра из (7) получим уравнение

As lnx + Bs ln y + Cs =
= ln x + ln y + δAs[(α − βs) ln(x − u1) + βs ln(y − u2)]+

+δBs[(α − β(1 − s)) ln(y − u2) + β(1 − s) ln(x − u1)] + δCs ,

(9)

максимизируя правую часть которого получим

(δAs + δBs)β(ln(x − u1) − ln(y − u2)) =
2δβ

1 − αδ
ln

x − u1

y − u2
= 0 .

Следовательно, оптимальное управление центра определяет-
ся из условия

x(1 − γ1)
(1 − γ2)y

= 1 .

Для рассматриваемого некооперативного случая при условии
x0 = y0 получим, что центр должен разделять водоем поровну

s =
1
2

.
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Для всех возможных коалиций, действуя аналогично, найдем
оптимальные стратегии игроков и центра.

При этом, стратегии игроков ищутся в виде:

u1t = γ1xt , u2t = γ2yt .

Было получено, что для всех возможных коалиций оптималь-
ное управление центра определяется в виде:

s :
xt(1 − γ1)
(1 − γ2)yt

= 1,

и ниже будут приведены выражения для s только для случая x0 =
y0.

А именно, были получены следующие оптимальные управ-
ления:

1) Коалиции {1}, {2}, {s}.

s =
1
2
,

γ1 = γ2 =
∆

1 − αδ + 0.5βδ
,

где
∆ = (1 − αδ)(1 − αδ + δβ) .

2) Гранд коалиция {1, 2, s}.

s =
α(1 − αδ + δβ)(1 − 2µ1) + β(2 − µ1)

3β

γ1 = γ2 =
1 − αδ

1 + 2αδ
.

374



Управление в медико-биологических и экологических системах

3) Коалиции {1, 2}, {s}.

s = 1 − µ1

γ1 = γ2 = 1 − αδ .

4) Коалиции {1, s}, {2}.

s =
−αµ1(1 − αδ + δβ) + β(1 + αδ) + α(1 − αδ)

2β

γ1 = γ2 =
2∆

2 − µ1δα(1 − αδ + δβ) − δ(α − β)(αδ + 1)
.

5) Коалиции {2, s}, {1}.

s =
−αµ1(1 − αδ + δβ) + β

2β

γ1 = γ2 =
2∆

2 + µ1δα(1 − αδ + δβ) − δ(2α − β)
.

Заметим, что в рассматриваемом случае xt = yt для всех
возможных коалиций, поскольку xt+1

yt+1
= (xt

yt
)α−β и x0 = y0.

Поэтому, если в общем случае выигрыш имеет вид:

V{K} = AK lnx + BK ln y + CK

для всех коалиций K, то при нашем предположении (x0 = y0)
выигрыш имеет вид:

V{K} = (AK + BK) ln x + CK .
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Приведем функции выигрыша для всех коалиций

V{1}=V{2}=
1

1 − αδ
lnx +

1
1 − δ

C1, V{s}=
2

1 − αδ
lnx +

1
1 − δ

Cs ,

V{1,2,s}=
3

1 − αδ
lnx +

1
1 − δ

C1,2,s, V{1,2}=
1

1 − αδ
lnx +

1
1 − δ

C1,2 ,

V{1,s}=
2 − µ1

1 − αδ
lnx +

1
1 − δ

C1,s, V{2,s}=
1 + µ1

1 − αδ
lnx +

1
1 − δ

C2,s ,

(10)

где коэффициенты Ci, Ci,j , Ci,j,s приведены в формулировке тео-
ремы (i, j = 1, 2, s).

Теперь мы можем найти вектор Шепли, используя формулу:

ξi =
∑
K∈N

(3 − |K|)!(|K| − 1)!
6

[V{K} − V{K\i}] , i ∈ N = {1, 2, s} ,

общий вид которого приведен в формулировке теоремы.

Динамика развития популяции (xt = yt) при кооперативном
поведении всех участников имеет вид:

xt+1 = xα
t (1 − γ)α = xα

t (
3αδ

1 + 2αδ
)α

откуда получим xt = xαt

0 ( 3αδ
1+2αδ )

t∑
j=1

αj

.

Определение 1. Вектор β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) называ-
ется процедурой распределения дележа (ПРД) [4, 10], если

ξi(0) =
∞∑

t=0

δtβi(t) , i = 1, 2, s .
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Основная идея этой схемы заключается в распределении ко-
оперативного выигрыша по всему периоду продолжения игры.

Определение 2. Вектор β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) называ-
ется динамически устойчивой ПРД [3, 4, 10], если

ξi(0) =
t−1∑
τ=0

δτβi(τ) + δtξi(t) , i = 1, 2, s .

Здесь игроки, следуя кооперативной траектории, придержи-
ваются одного и того же принципа оптимальности в каждый теку-
щий момент времени и поэтому не имеют объективных мотивов
отклоняться от ранее выбранного решения о кооперации.

Для нашей модели получим

βi(t) = ξi(t) − δξi(t + 1) , i = 1, 2, s .

Определение 3. Дележ (ξ1, ξ2, ξs) удовлетворяет условию
Янга [11], если

t−1∑
τ=0

δτβi(τ) + δtV{i}(t) > V{i}(0)

для всех t > 1, где β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) – динамически
устойчивая ПРД.

Это условие гарантирует участникам кооперации, что даже
в случае расторжения кооперативного соглашения их выигрыш
будет не меньше, чем при изначальном некооперативном поведе-
нии.

Это условие в нашей модели принимает вид:

ξi(0) − ξi(t)δt > V{i}(0) − δtV{i}(t) .
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Определение 4. Дележ (ξ1, ξ2, ξs) удовлетворяет коопера-
тивному регулирующему условию, если

βi(t) + δV{i}(t + 1) > V{i}(t)

для всех t > 1, где β(t) = (β1(t), β2(t), βs(t)) – динамически
устойчивая ПРД.

Это условие в нашей модели принимает вид:

ξi(t) − δξi(t + 1) > V{i}(t) − δV{i}(t + 1) .

Предложенное условие дает стимул игроку поддерживать ко-
операцию, поскольку на каждом шаге он получает больше выгоды
от кооперации, чем от некооперативного поведения.

В нашей модели кооперативное регулирующее условие имеет
вид:

ξi(t) − δξi(t + 1) > V{i}(t) − δV{i}(t + 1) .

Заметим, что кооперативное регулирующее условие влечет усло-
вие Янга, поэтому докажем наше модифицированное условие.

Теорема 2. Кооперативное регулирующее условие выполне-
но для всех игроков.

Доказательство. Для случая xt = yt регулирующее условие
принимает вид:

Для первого игрока

−µ1

2
ln(xt) +

1
6

[ 3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1+

+2C1,2,s − 2C2,s + C1,2 + C1,s − Cs

]
> 0 .

Для второго игрока

µ1 − 1
2

ln(xt) +
1
6

[3(1 − µ1)αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1+

+2C1,2,s + C2,s + C1,2 − 2C1,s − Cs

]
> 0 .
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Для центра

−1
2

ln(xt) +
1
6

[ 3αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 2C1+

+2C1,2,s + C2,s − 2C1,2 + C1,s − 4Cs

]
> 0 .

Рассмотрим первое условие и покажем, что выражение в
квадратных скобках неотрицательно.

D =
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1 + 2C1,2,s−

−2C2,s + C1,2 + C1,s − Cs =

=
3µ1αδ

1 − αδ
ln(

3αδ

1 + 2αδ
) − 5C1 + 3C1,2,s + (C1,s − 2C2,s) − Cs−

− 3αδ

1 − αδ
ln(3αδ) +

1 + 2αδ

1 − αδ
ln(1 + 2αδ) +

αδ

1 − αδ
ln(αδ) .

Заметим, что это убывающая по µ1 функция, поэтому до-
статочно проверить, что D > 0 при µ1 = 1. Несложно заметить
также, что C1,s − 2C2,s > 0. Тогда

D > 3C1,2,s − 5C1 − Cs + ln(1 + 2αδ) +
αδ

1 − αδ
ln(αδ) =

=
(
3C1,2,s − 5C1 −

3αδ

2(1 − αδ)
ln(1 − ∆

1 − αδ + (βδ)/2
)
)
+

+
(
ln(1 + 2αδ) +

αδ

1 − αδ
ln(αδ)−

− αδ

2(1 − αδ)
ln(1 − ∆

1 − αδ + (βδ)/2
)
)

,

где ∆ = (1 − αδ)(1 − αδ + βδ) .
Легко видеть, что выражения в скобках неотрицательны. Для

завершения доказательства вспомним, что

ln(xt) < 0 .
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Условия для второго игрока и центра проверяются аналогич-
но.

3. Результаты численного моделирования

Моделирование было проведено для следующих параметров:

α = 0,4 , δ = 0,1 , sd = 0,5
β = 0,3 , µ1 = 0,55 , µ2 = 0,45 .

Начальный размер популяции x = y = 0.5. Число шагов 10.
На рис. 1-3 показана динамически устойчивая процедура рас-

пределения дележа (βi(t)) для игрока i (темная линия), выигрыш
игрока i в равновесии по Нэшу – V{i} (светлая линия) и его ком-
понента дележа – ξi(0) (пунктир).

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

0 2 4 6 8

Рис. 1. Процедура
распределения дележа

для игрока 1

–1.6

–1.4

–1.2

–1

–0.8

–0.6

0 2 4 6 8

Рис. 2. Процедура
распределения дележа

для игрока 2

На рис. 4-6 представлено выполнение кооперативного регу-
лирующего условия для всех игроков. На рисунках можно видеть
ξi(t) − δξi(t + 1) (темная линия) и V{i}(t) − δV{i}(t + 1) (светлая
линия).
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Рис. 3. Процедура распределения дележа для центра
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Рис. 4. Кооперативное
регулирующее условие

для игрока 1
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Рис. 5. Кооперативное
регулирующее условие

для игрока 2
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Рис. 6. Кооперативное регулирующее условие для центра
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4. Заключение

В работе исследована теоретико-игровая модель эксплуата-
ции ресурсов в дискретном времени. Для степенной функции раз-
вития популяции и логарифмических выигрышей игроков найде-
ны равновесие по Нэшу и кооперативное равновесие. Получены
в аналитическом виде вектор Шепли и динамически устойчивая
процедура распределения дележа.

В данной работе особое внимание уделяется условиям, гаран-
тирующим соблюдение кооперативного договора, достигнутого в
начале периода планирования. Предлагается новое условие, ко-
торое побуждает игрока соблюдать кооперативное соглашение,
называемое кооперативным регулирующим условием. Оказыва-
ется, что новое условие является сильнее и легче проверяемым,
чем известное ранее условие Янга.
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COOPERATIVE INCENTIVE CONDITION IN
BIORESOURCE SHARING PROBLEM

Anna Rettieva, Institute of Applied Mathematical Research Karelian
Research Center of RAS, Petrozavodsk, Cand.Sc.
(annaret@krc.karelia.ru).

Abstract: The discrete-time game model for bio-resource management
problem (fish catching) is considered. The center (referee) shares a
reservoir between the competitors, and the players (countries) capture
the fish. We assume that there is a migratory exchange between the
regions of the reservoir. The Nash and cooperative equilibria are
obtained for infinite planning horizon. Time-consistent imputation
distribution procedure is considered as a method for cooperation
maintenance. The new condition which offers an incentive to players
to keep cooperation is introduced and called "incentive cooperative
condition".
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